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Bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde, maksimumlu fark
denklemleri ve fark denklemlerinin periyodikligi ile ilgili yapilmis bazi ¢aligmalar hakkinda
bilgi verdik.

Ikinci boliimde, fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremleri verdik.

Ugiincii  bolimde,  x,,, = max {1 /X, 5%, 5 } fark  denklemini tamimladik,
¢Oziimlerini ve periyodikligini inceledik. Bu fark denklemi i¢in niimerik 6rnekler verdik.

Dérdincii bolimde ise, x _ Y-k fark denkleminin periyodikligini inceledik.
" 1+xnfk

Son olarak da bu fark denklemi i¢in niimerik 6rnekler verdik.

Anahtar Kelimeler: Maksimumlu Fark Denklemi, Periyodiklik
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This study consists of four sections. In the first section, we gave information about
some difference equations with maximum and perodicity of some difference equations
studied before.

In the second section, we gave general definitions and theorems about difference
equations.

In the third section, we defined the difference equation x,,, = max{l/ xnfz,xnfz}

and investigated its solutions and periodicity. We gave the numerical examples for this
difference equation.

In the fourth section, we investigated periodicity of the difference equation

_ Mok inally, we gave the numerical examples for this difference equation.

X =
I+x,,

n+l

Key Words : Difference Equation with Maximum, Periodicity
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1. BOLUM
GIRIS

Bu caligmada, fark denklemlerinin iki ayr1 konusu olan maksimumlu fark
denklemleri ve fark denklemlerinin periyodikligi ele alinmistir.
Maksimumlu fark denklemleri ile ilgili literatiirde var olan c¢aligmalardan

biiyiik bir kismui incelenmistir. Bu kapsamli arastirmanin 1s18inda, x_,,x_,,Xx,
, 1
baslangi¢ sartlar1 sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere, x,,, = maxy—,x,,
xn—Z

maksimumlu fark denklemi tamimlanmis ve c¢oOziimleri incelenmistir. Coziimleri
incelemek i¢in sekiz orijinal teorem ifade ve ispat edilmistir.
Ayrica fark denklemlerinin periyodikligi ile ilgili yapilmig ¢aligsmalarin biiyiik

Xk

bir kismi incelendikten sonra, x ., =
1+x, ,

n=0,1,2,.. fark denkleminin

n+l

X (aps1ys X gpses Xy €(0,0)  ve k=0,12,.. baglangic sartlari altinda ¢6ziimiine

ulasabilmek i¢in bir teorem ifade ve ispat edilmistir. Bu amacla ifade ve ispat edilen
Teorem de orijinaldir.

Oncelikle ¢alismada kullanilan literatiiriin 6zeti iki ayr1 kisimda ele almmustir.

1.1. Maksimumlu Fark Denklemleri ile Tlgili Yapilmis Calismalar

Amleh (1998), G. Ladas yonetiminde yaptigt doktora tezinde; fark

b

X, X

n n-1

denklemlerinin {i¢ farkli konusunu ele almistir. ik boliimde, x,,, = max{i i}

fark denkleminin ¢oziimlerinin sifirdan farkli reel sayilar olan A4, B parametreleri ve
x_,,Xx, baslangi¢ sartlart icin periyodik oldugunu gdstermistir. Ikinci boliimde,

X +Xx X .. . . -
x,,, =——="12  ragyonel fark denkleminin global asimptotik kararlilhigini
xn xn—l + xn—Z



incelemis ve son boliimde ise, Plant-Herbivore sisteminin ¢dziimlerinin siirliligi

tizerine ¢alismustir.

max{xf,A}‘

X

Janowski ve arkadaslar1i (1998), yaptiklari ¢alismada; x ., =

n+l
n—1

maksimumlu rasyonel fark denkleminin ¢ozlimlerinin simirlilik ve salinimlilik
Ozelliklerini incelemislerdir. Bu fark denkleminde A4, k& parametreleri ve baslangic
sartlarinin pozitif say1 degerleri aldiklarin1 varsaymislar ve calisma sonucunda bu
denklemin ¢oéziimlerinin sinirli ve salinimli olma sartlarim1 4, k parametreleri ile

baslangig sartlarina bagli olarak elde etmislerdir.

_a,x +b

n--n n

Valicenti (1999), yaptig1 doktora tezinde; x,,, = ——"—" otonom olmayan
X

n—1

max{a,x,,b, }

n“’n?>

Lyness fark denklemi ile x, ,, =———"—"= maksimumlu fark denkleminin
x

n—1

¢Oziimlerinin periyodikligi ve global asimptotik kararlilig1 {izerine ¢aligmistir.

Teixeria (2000), yaptig1 doktora tezinde; ilk olarak A herhangi bir reel

maxyx, , A
say1 ve baslangi¢ sartlar1 sifir olmayan reel sayilar olmak iizere, x,,, = M
X, X

n”n-1

fark denkleminin ¢6ziimlerinin periyodikligini incelemigtir. Daha sonra,

a b c d . o - . .
X, =—+—, »,, =— +— fark denklem sisteminin ¢6ziimlerini analiz etmis ve
xi’l yl’l xl’l yﬂ
p + yn—l

son olarakda y ,, = fark denkleminin pozitif parametreler ve baslangi¢

qyn +yn—l

sartlar1 altinda global asimptotik kararl oldugunu gostermistir.

Papaschinopoulos ve Hatzifilippidis (2001), katsayilarini pozitif say1 dizileri

max{an ( H x,),b, }
fark

ve baslangi¢ sartlarini pozitif say1 olarak aldiklari x,,, = ksl




denkleminin pozitif ¢oziimlerinin siireklilik, smirlilik ve periyodiklik 6zelliklerini

incelemislerdir.

Mishev ve arkadaslar1 (2002), x, ., =max{£,i} fark denkleminin
X, X

n n-2
periyodikligi iizerine yaptiklar1 ¢alismada; 4, B parametreleri ile baslangic sartlarini

pozitif say1 degerleri olarak kabul ederek denklemin biitiin pozitif ¢éziimlerinin er

gec periyodik oldugunu ispat etmislerdir.

Voulov (2002), yaptig1 iki ¢aligmadan birincisinde; G. Ladas tarafindan

verilen bir agik problemi ¢dzmiistiir. Bu ¢alismada, 4, B, C parametreleri negatif

. A B
olmayan reel sayilar olmak iizere 4+B+C >0 igin x, :max{ , ¢ }

xnfl xn—3 , xn—S
fark denkleminin biitiin ¢éziimlerinin periyodik oldugunu gostermistir. Ikincisinde
ise, 4 ile B parametreleri pozitif reel sayilar ve £ ile m parametreleri pozitif tam

A B

Xow X

sayilar olmak tizere, x, , = max{ } maksimumlu fark denkleminin pozitif

¢Oziimlerinin periyodiklik 6zelligini incelemistir. 4, B, k ve m parametrelerine
bagli olarak denklemin biitiin pozitif ¢ozlimlerinin er ge¢ periyodik oldugunu ispat

etmistir.

k
4
Feuer (2003), x,,, = M maksimumlu Lyness fark denklemi {izerinde
X,Xx

n"n-1
yaptig1 calismada; A4 ’nin pozitif bir reel say1, k, / ve baslangic sartlarinin da keyfi
reel say1r degerleri oldugunu kabul ederek denklemin ¢dziimlerinin periyodiklik

0zelligini incelemistir.

Papaschinopoulos ve arkadaslar1 (2003), yaptiklari c¢alismada daha once

A
Feuer tarafindan c¢alisilmis olan x :M fark denkleminin ¢oziimleri,

xn xnfl

¢Oziimlerinin periyodikligi ve sabit aralig1 tizerine ¢caligmiglardir.



Patula ve Voulov (2004), yaptiklar1 ¢alismada; A,, B, pozitif terimli ve 3

n?o

n n

periyotlu diziler olmak iizere, x, ., = max{ , } fark denkleminin ¢6ziimlerinin
X X

n n-2

periyodikligini incelemislerdir.

Cinar ve arkadaslar1 (2005), yaptiklar1 calismada; A, B >0 olmak fizere,

sifirdan farkli baslangic sartlar i¢in x, ,, = min{i,i} fark denkleminin pozitif

X, X

n n-2

¢cozlimlerinin periyodikligini incelemislerdir. Ayrica, bu denklemi genellestirerek

A B

elde ettikleri x,,, = min{ } fark denkleminin pozitif

b
XXXk Xpks2)-Xn_(2k+2)

¢Oziimlerinin periyodikligini incelemislerdir.

X

n—1

Simsek ve arkadaslar1 (2006), yaptiklar1 ¢alismada; x, ,, = max{L,xn_l}

fark denkleminin pozitif baslangic sartlar1 altinda ¢oziimlerinin periyodikligini

incelemislerdir.

Yan ve arkadaslar1 (2006), yaptiklari ¢alismada; O<a <1,4>0,4<]1,

.. 1 4
A>1 ve x,,x,x,€(0,0) baslangi¢ sartlar1 igin x, =max{ — ,—} fark
X

denkleminin ¢6ziimlerinin 4 periyotlu oldugunu gostermislerdir.

1.2. Rasyonel Fark Denklemlerinin Periyodikligi ile Tlgili Yapilmis Calismalar

Devault ve arkadaslart (1998), yaptiklart c¢alismada, x ,,x ,x,,4>0

= i+L fark denkleminin ¢dziimlerinin 2 periyotlu

xn—Z

baslangi¢ sartlar1 i¢in x

n+l
n

¢Ozlimlere yakinsadigini gostermislerdir.



Camouzis ve Devault (2001), yaptiklar1 ¢alismada; x,,x_,,p >0 pozitif

baglangic sartlar1 altinda x, ., =p+ Y

, n=0,1,2,.. fark denkleminin global
x

n

asimptotik kararliligin1 ve periyodikligini géstermislerdir.

x
=1+-2 fark
X3

Patula ve Voulov (2002), yaptiklari c¢aligmalarinda; x

n+l

denkleminin ¢6ziimlerinin 2 periyotlu ¢éziimlere yakinsadigini gostermislerdir.

n—1

Stevic (2002), yaptigr calismada x,,, = ); ), n=0,12,.. denkleminin
glx,

pozitif baglangic sartlar1 altinda, c¢oziimlerden olusan smirlar elde edildigini

gostermistir.

Abu-Saris ve Devault (2003), yaptiklar: ¢alismalarinda; y, ,, = 4 + 2 fark
yn—k

denkleminin ¢oztimlerini y_,,...,y,, A>0, ke {2,3,4,...} baslangi¢ sartlar1 altinda

pozitif denge noktasinin global asimptotik kararli olmasi i¢in gerekli olan sartlar

elde etmislerdir.

Mestel (2003), yaptig1 calismada; pozitif baslangic sartlar1 altinda
()

= denkleminin periyodikligini incelemistir.

n—1

Abu-Saris ve Al-Jubouri (2004), yaptiklar ¢alismada; x,,, =—"=

denkleminin ¢éziimlerinin periyodik oldugunu géstermislerdir.



Cinar (2004), yaptig1 ¢calismarinda; x,,x_,,a,b > 0 baslangi¢ sartlar1 altinda,

e X, " e ax,_
birincisinde ~ x,,, =—""—  denkleminin, ikincisinde = x, 6 =—""—
I+x, ,x, 1+bx, x,
. e X, e e
denkleminin ve {iglinciisiinde x ,, = Fp— denkleminin ¢oziimlerini timevarim
+ax, x
n-1""n

yontemiyle yapmustir.

El-Owaidy ve arkadaslar1 (2004), yaptiklar1 c¢alismalarinda; o €[l,0),

k=0,12,.. 1icin ve pozitif reel sayilar olan baslangic sartlar1 altinda,

x,, =a+—"%, n=012,. i¢in denkleminin pozitif ¢dziimlerinin periyodik
X

n

karakterli oldugunu ve bu c¢oziimlerin global asimptotik kararli oldugunu

gostermislerdir.

Stevic (2004), yaptigi ¢alismada; x,,, =1L denkleminin genel
+Xx,.,X,

¢Oziimlerini, baslangi¢ sartlarini reel sayilar alarak incelemistir.

P+ X, 25

¢Oziimlerinin,
x, +(21+s)+1

Stevic (2004), yaptig1 ¢alimasinda; x,,, =

p>1, s,/ € N baglangic sartlarina gore 2s periyotlu oldugunu gostermistir.

Berenhaut ve Stevic (2005), yaptiklar1 ¢alismada; x_,,x ,,x ,,x_,x, >0 i¢in

1 1 .. .. .
X, = + fark denkleminin ¢6ziimlerinin 3 periyotlu ¢dziimlere

n+l
xn xn—l xn—3 xn—4

yakinsadigini1 gostermislerdir.



X ..
=a+-—""L fark denkleminin
X

n

Hamza (2005), yaptigi c¢aligmasinda; x

n+l

a,x,,x_, <0 baslangic sartlar1 altinda, global asimptotik kararli oldugunu

gostermistir.

Papaschinopoulos ve Schinas (2005), yaptiklari ¢aligmada; & ¢ift bir say:

olmak {izere, x,,, =p, +21t  fark  denkleminin & +1 periyotlu oldugunu

n

gostermislerdir.

Saleh ve Alogeili (2005), yaptiklari ¢alismada; y, ., A+ fark
ynfk

denklemini y ,,...,y,,4 > 0 baslangi¢ sartlar1 altinda pozitif denge noktasinin global
asimptotik kararliligin1 ve periyodikligini incelemislerdir.

p
Stevic (2005), yaptig1 ¢alismasinda; x,,, = a + XL; denkleminin ¢éziimlerini
X

a,p,x,,x, >0 Dbaslangic sartlar1 altinda asimptotikligini, periyodikligini,

salimimliligini ve simirliligini incelemistir.

Taixiang (2005), yaptig1 calismasinda; x,,, = p+x”—"‘ denkleminin
X

n

¢ozlimlerinin p,x,,x_, >0 baslangi¢ sartlar1 altinda sinirliligini incelemistir.

Yan ve arkadaslar1 (2005), yaptiklar: calismada; «,x_,,x, baslangic sartlarim

n

= ——— denkleminin biitiin pozitif ve negatif ¢dziimlerinin
X

reel say1 alarak x

n+l
n—1

asimptotik kararliligini1 ve periyodikligini géstermislerdir.



Abu Saris (2006), yaptig1 c¢alismasinda; w_,,w_,w, >0 baslangic sartlar

n

. w, +w " - .. .
igin w,, =—"—"2% rasyonel fark denkleminin ¢oziimlerinin 4 periyotlu
w

n—1

¢oziimlere yakinsadigini géstermistir.

Berenhaut ve arkadaslart (2006), yaptiklart c¢alismada; y_,,y 5,7,

+
Y.,y >0 baslangi¢ sartlart icin y, = Yn3 T Vut - genkleminin ¢Oziimlerinin 2

yn—l

periyotlu ¢ozlimlere yakinsadigini gostermislerdir.



2. BOLUM
FARK DENKLEMLERI iLE ILGILi CALISMADA KULLANILAN TANIM
VE TEOREMLER

Bu béliimde fark denklemleri ile ilgili literatiirde var olan ve tezde kullanilan

genel tanim ve teoremler verilmistir.

x bagimsiz degiskeninin silirekli oldugu durumlarda, y(x) bagimh
degiskeninin  degisimi  y (x), ¥ (x),.., " (x),...  tiirevleri  yardimiyla
aciklanabilmektedir. Ancak x ’in kesikli degerler almasi1 durumunda degisim tiirevler

yardimiyla agiklanamaz. Bu boliimde x ’in tamsay1 degerler aldigi durumlarda ortaya

¢ikan ve i¢inde sonlu farklarin bulundugu denklemler lizerinde duracagiz.

Tamm 2.1. » bagimsiz degisken ve buna bagimh degisken de y olmak
lizere, bagiml degisken ve bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin E(y), E*(y),

E’(),...., E"(¥),... gibi farklarin1 iceren bagintilara Fark Denklemi denir.

Dikkat edilirse, fark denklemlerinin 7 ’in siirekli oldugu durumda diferansiyel

denklemler ile arasinda biiyiik benzerlikler vardir.

Birinci mertebeden fark denklemi;

a,y(n)+a,y(n+1) = f(n)
seklindedir.

Ikinci mertebeden fark denklemi;

a,y(n—-1)+a,y(n)+a,y(n+1)=g(n)

seklindedir. Denklemin mertebesinin belirlenmesinde, y 'nin hesaplanabilmesi icin

gerekli olan baslangi¢ sart1 sayis1 goz Oniine alinmaktadir.



10

Teorem 2.1. [ reel sayilarin herhangi bir alt araligi olmak {izere,

f:IxI—1 sirekli diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Her x ,,x, €/

baslangig sartlar1 i¢in

KXo = f(xnaxn—l)a n= 0,1,2,--- (21)

denklemi bir tek {xn }::_1 ¢ozlimiine sahiptir.

Tamm 2.2. Eger {x,} dizisi i¢in X,., =X, ise, {x,} dizisi p periyotludur

denir ve p bu sart1 saglayan en kii¢iik pozitif tam sayidir.

Tanim 2.3. Eger {xn} dizisinde sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye

kalan sonsuz sayidaki terim i¢in x,, , =x, ise, {x,} dizisine er ge¢ p periyotludur

denir ve p bu sart1 saglayan en kiiciik pozitif tam sayidir.
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3. BOLUM

X, = max{L, xn_z} FARK DENKLEMININ COZUMLERI
xn—2

Bu boliimde, x_ ,,x ,,x, baslangi¢ sartlar1 sifirdan farkli reel sayilar olmak

lizere,

xn+l = maX{L’xn—Z}’ n= 051329“- (31)

‘xn—2

maksimumlu fark denklemi tanimlanmis ve ¢oziimleri incelenmistir.

Bu amagla (3.1) denkleminde karsilagilabilecek farkli durumlar igin sekiz ayri
teorem ifade ve ispat edilmistir. Daha sonra (3.1) denklemi i¢in niimerik O6rnekler

verilmistir.

Teorem 3.1. 0 <x_,,x ,x, i¢in (3.1) denkleminin ¢6ziimleri 3 periyotludur ve bu
¢oziimler;
(a) Eger O0<x_,,x,,x, <1 ise

1 1 1 1 1 1
(xn):(X_za)C_lax()a ) 9T aeees 9 5_3“')7
X X X X X X

(b) Eger 0 <x_,,x, <1 ve x,>1 ise

1 1 1
(xn) = (xfzrxflaxo: 9_:x()7"'7 9_7x0:"-):
X_, X X_, X4

(¢c) Eger O0<x_,,x, <1 ve x_ >1 ise

1 1 1
(xn) = (X_ZJX_l’xoa_a-X_l’_,-",_’-X_l5_3"')3
X_, Xy X_, Xy



(d) Eger O0<x_, <1 ve x_,x, >1 ise

1 1
(,) = (X5, X X0y X s X geeer——>X_ |, Xgees) 5
X, X
(e) Eger x , >1 ve 0<x_,,x, <1 ise
1 1 1 1
(xn) = (xfzaxfl’xoaxfz7_5_""7x725_5_"")7
X X X1 X
(f) Eger x ,,x,>1 ve 0<x_ <l ise
1
(xn) = (x_zax_laxoaX_za_axo 9-~-9-X_2 9_9x0 9) ’
X X
(g) Eger x ,,x , >1 ve O0<x, <1l ise
1 1
(X,) = (X5, X 15X, X 50X 1y eees X 5, X, 1l),
X9 Xo

(h) Eger x_,,x_,,x,>1 1ise

(X,) = (X 55X 15X, X 53X 53X seees X5y X5 Xg5eee)

seklindedir.

Ispat. (a) 0 < x_,,x_,,x, <1lolsun. Bu durumda

1
X, =maxs—,x , p=—o,
X, X,
1
X, =maxs—,x  r=—o,
X X
1 1
X, = max{—,X, p = —
Xo Xo
olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1 1 1

Xippl = s X300 = > X343
) 1 X9

12
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elde edilir. Bu durumda denklemin biitlin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1 1 1 1 1

(xn):(x_za'X_l:x():_s_v_:"': 7_:_9"')
X_, X X, X, X X,

seklindedir.

(b) 0<x_,,x, <1 ve x, >1 olsun. Bu durumda

1 1
X, =maxy—,x , =—o,
X_p X5

1 1
X, =maxq—,x_  p=—,
X X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1 1

X3per = s X300 = s X343 = Xo
X X

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢6ziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1 1

(X,) = (X5, X |, X0 X ey X 5:..)
X, X, X, X,

seklindedir.

(¢) 0<x_,,x, <1 ve x_ >1 olsun. Bu durumda

X, =maxq—,x , ¢ =—o,
X_ X5
X, =maxs—,x  p=x_,
X

B 1 1
X; =max{—,x, r =—
X9 X9

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1 1

X3 = s X340 T X5 X33 =
-2 0

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1 1
(X,) = (X5, XXy Xy ey Xy —5..)
X_2 xo x_z -x()
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seklindedir.

(d) 0<x_, <1 ve x,,x, >1 olsun. Bu durumda

1 1
X, =maxy—,xX , o =—,
X X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
— 1 J— J—
X3pe1 = s X2 = X X303 = Xy
-2
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,
1 1
(,) = (X5, X5 Xg =3 X s Xgseees——> X1, X 5ee0)
X_s X

seklindedir.

(e) x ,>1ve 0<x_,,x, <l olsun. Bu durumda

1
X, = max{—, X, 0 =X_,,
X
1 1
X, =maxq—,X  r =—0,
X, X

B 1 1
X; =max{—,X, r =—
X9 X9

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1 1
X3per = X0 X300 = s X3pp3 =
-1 0

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1 1 1
(‘xn) = (X_za'x’-_] ’x07X_27_5_5'-'5-X_2 5_5_7-'-)
a1 X X X

seklindedir.

® x_,x,>1ve 0<x_, <1 olsun. Bu durumda
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olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1
X3pa1 = X X300 = » X303 = X
-1

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,

1
(x,)= (x_2,x_l,xo,x_2,x—,xo,...,x_z,—,xo,...)
-1 -1

seklindedir.

(@ x,,x,>1ve 0<x, <1 olsun. Bu durumda

1
X, = max{—, X, =X,
X,
1
X, =max{—,X_ r=X_,
X
1 1
X; =max{—,x, r =—
X9 X9

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1

Xyner = X X3pyp = X X303 =
Xo
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,

1 1
(,) = (X5, X 15X, X 5 X s X, X, —un)
X9 X9

seklindedir.

(h) x_,,x_,x,>1 olsun. Bu durumda

1
X, =maxi—,X , r=X_,,
X



1
X, =maxy—,X_ s =X_,
X

X; = maxy—,X, r = X,
Xo
olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

Xapet = X0 X3ppn = Xy X303 = Xy

16

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢6ziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

(X,) = (X5, X5 X0s X 53X Xgseees Xy X5 Xg5eer)

seklindedir.

Teorem 3.2. 0 <x_,,x , ve x, <0 i¢in (3.1) denkleminin ¢6ziimleri 3 periyotludur

ve bu ¢oziimler;
a) Eger O<x ,x, <1l ve-1<x,<0 ise

1 1 1
(xn) = (x_zax_l’xo5_3_9x()5"‘7_9_ax09"')9
X_, X X_, X4

b) Eger 0<x ,,x, <1l ve x, <-11se

1
(xn) = (X72,x71,x0,—,
X2

1 1 1 1
9T seeey 5 5_5"')7
X1 X Xo X X

¢) Eger O<x, <Lx, >1ve -1<x,<0 ise

1
(xn) = (x_zax_laxoa_a-X_lax()a-'-a_aX_laxoa"') ’
) -2

d) Eger O<x, <Lx, >1ve x,<-11ise

1 1 1 1
(xn) = (‘xfzﬁxf]7x09_gx,19_,---,_,x71,_,...),
X_p X0 X5 X9

e) Egerx,,x,>1ve-1<x,<0 ise

(,) = (X 5, X3 X0 X 53X 3 Xgseees X 55X 15X 5ee)
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f) Eger x ,,x , >1ve x, <-1ise
1 1

(X,) = (X5, X 15X, X 50X 1y eees X 5, X, 1l),
X9 Xy

g) Eger x , >1,0<x, <1 ve -1<x,<0 ise
1

(xn) = (X_25X_1 ’x()5X_2a_,x0 a---ax_za_axo a) 5
X X

h) Eger x , >1,0<x_, <1 ve x, <—1 ise

1 1 1 1
(X,) = (X5, X1, X0 X gy ey Xy ...)
X1 X X X

seklindedir.

ispat. (@) 0<x_,,x, <1l ve —1<x, <0 olsun. Bu durumda

1 1
X, =maxy—,x , =—o,
X_p X5

1 1
X, =max{—,x_ r=—,
X X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1 1
X3per = s X300 = s X343 = Xo
X 1

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1 1

(X,) = (X5, X 1, X0 X ey X 5:..)
X, X, X, X,

seklindedir.

(b) 0<x_,,x, <1 ve x, <-1 olsun. Bu durumda

1 1
X, =maxq—,x , ¢ =—o,
X_ X5
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olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1 1 1
Xl = o X3p2 T T o X33 T
X, X, X,
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,
I 1 1 I 1 1
(x,) = (x5, X 1, Xg,—— ey —————...)
X, X, X, X, X, X,

seklindedir.

(¢)0<x,<1l,x,>1ve —1< x,<0 olsun. Bu durumda

1 1
X, =maxy—,X , o =—,
X X5

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1
X3pa1 = s X320 = X_15 X33 = X
)

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1

(,) = (X5, X5 X=X Xgseres—— X1 X 5ee0)
X_o X,

seklindedir.

d O0<x,<lx,>1ve x, <-1 olsun. Bu durumda

1 1
X, =maxy—,X_, r=—,
X, X,
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olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1 1
X3pet = s X340 T X5 X33 =
- 0

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1 1 1
(‘xn) = (X_za'x’-_] "x()7_)'X_] 5_5'-'5_5X_1 5_7-'-)
X_, X, X_, Xy

seklindedir.

() x ,,x , >1ve —1<x, <0 olsun. Bu durumda

1
X, =maxq—,X,  =X_,,
X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
X3pil = X5 X300 = Xy X33 = X
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,
(,) = (X5, X 15X X 55X 5 Xg0eees X, X1, Xg5een)
seklindedir.

® x_,,x, >1 ve x, <—1 olsun. Bu durumda

1
X, =maxs—,X, (=X_,,
X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
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1
Xansr = Xogs X3 T Xy X33 =
Xo
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢6ziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1
(,) = (X5, X 15X, X 5 X s X, X, —u0)
Xo Xo

seklindedir.

(@ x,>L0<x, <1lve —1<x, <0 olsun. Bu durumda

1
X, = maxy—,X_, = X_,,
X,

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1
Xiner = Xgs X3pin = 5 X33 = X
-1
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1
(,) = (X5, X 15X, X 5y X seees Xy, X 5e2)
X, X,

seklindedir.

(h) x , >1,0<x, <1 ve x, <—1 olsun. Bu durumda

1
X, = matx{—,x2 =X,
X
1 1
X, = maxy—,x_ r=—,
X X
1 1
X; = maxy—,X, r = —
X9 X9

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 icin

1 1
Xapet = X205 X300 = s X343 =
.l 0

elde edilir. Bu durumda denklemin biitlin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
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1 1 1 1
(X,) = (X5, X 15X X gy ey Xy ...)
X1 X X X

-

seklindedir.

Teorem 3.3. 0<x_,,x, ve x, <0 i¢in (3.1) denkleminin ¢6ziimleri 3 periyotludur

ve bu ¢oziimler;

a) Eger 0<x_,,x, <1 ve -1<x_, <0 ise

1
(xn) = (x_zax_l’xoa_ax_la_a"‘a_a-X_l3_9"')9
X_, Xy X_, Xy

b) Eger 0<x ,,x, <1 ve x, <-1 ise

1
(xn) = (X72,x71,x0,—,
X2

1
_’ e
X Xy X X Xy

¢) Eger O0<x, <Lx,>1ve -1<x, <0 ise

1
(xn) = (X_25X_1axo,_aX_1,-x0 a---a_a-X_laxo a) ’
) -2

d) Eger O0<x ,<l,x,>1ve x,<-1i1se

1 1 1
(xn) = (x_zax-laxoa_a_9x()3"'3_9_9x()3~“) s
2 X X X

e) Eger x ,,x,>1ve —-1<x <0 ise

(,) = (X5, X5 X0s X5y X Xy geees Xy X5 X 0eee) 5

f) Eger x,,x,>1ve x <-1 ise
1 1

(xn) = (X_25X_1axo,X_2a_,x0 a---ax_zax_axo a) )
-1 -1

g) Eger x , >1,0<x, <1 ve —1<x,<0 ise



1 1
(‘xn) = (xfz7x71)x()ax,zgx,lg_,-n-,xiz,xil,_,...) N
Xo Xo

h) Eger x , >1,0<x, <1 ve x, <-1 ise

1 1 1 1
(‘xn) = (X_za'x’-_] ’x07X_27_5_5'-'5-X_2 5_5_7-'-)
X1 Xo X X

seklindedir.

Ispat. (a) 0 <x_,,x, <1 ve —1<x_ <0 olsun. Bu durumda

1 1
X, =max{—,X , o =—o,
X, X,
1
X, = maxy—,X_ ¢ =X_,
X
1 1
X; = maxy—,X, r = —
X9 X9

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1 1

X3pet = s X340 T X 15 X3pp3 =
) 0

22

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1 1 1
(x,) = (X5, X 1, X0, Xy ey X_ ;=)
X, X, X, X,

seklindedir.

(b) 0<x_,,x, <1 ve x, <—-1 olsun. Bu durumda

X, = maxy—,x_, r=—,
X, X
{ 1 } 1

X, =maxq—,X  r =—0,
X X

1 1
Xy =Mmax{—,X, = —
X, X,

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1 1 1

Xappl = s X300 = s X343 =
2 -1 0
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elde edilir. Bu durumda denklemin biitlin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1 1 1 1 1
(xn):(x_zJX_l7-x0:_9_7_:"':_7_:_9"')
X_, X X, X, X X,
seklindedir.

(¢) 0<x,<l,x,>1ve —-1<x_, <0 olsun. Bu durumda

1 1
X, =maxy—,x , =—o,
X_p X5

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1
X341 = 5 X3pp0 = X5 X33 = X
X

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1
(,) = (X5, X, X013 X s Xgeer—>X_; s X 5e..)
X, X,

seklindedir.

(d O0<x,<1l,x,>1ve x, <-1 olsun. Bu durumda

{ l } 1
X, =maxq—,x , =—o,
X Xy
{ l } 1
X, =maxy—,x_  r=—,
X X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1 1
X3 = s X340 = s X343 = Xo
-2 -

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1 1
(x,) = (X5, X, X=X seeer——>——5 X 5e--)
X, X, X, X,



seklindedir.

(e) x ,,x,>1 ve —1<x, <0 olsun. Bu durumda

1
X, =maxi—,X , r=X_,,
X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

Xpet = X0 X300 = X5 X33 = X

24

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

(x,) = (X5, X5 X0s X 53 X5 Xgseees Xy X5 Xg5eer)

seklindedir.

® x_,,x, >1 ve x ; <—1 olsun. Bu durumda

1
X, = max{—,X_, = X_,,
X,

1 1
X, =maxq—,x_ r=—,
X X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 icin

1

X3pag T X g5 X3,40 = P X3p43 = Xo
-1

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1

(xn) = (X72,x71,x0,x72 5_7x0"'-’x727_

X X

seklindedir.

(g x,>L0<x, <1 ve -1<x, <0 olsun. Bu durumda

1
X, =maxs—,X, (=X_,,
X
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1
X, =maxy—,X_ s =X_,
X

1 1
X; = maxy—,X, p = —
Xo Xo
olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
Xynel = X5 Xapip = X5 X303 =
Xo
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,
1 1
(,) = (X5, X 15X, X 50 X sy X, X, —un)
Xo Xo
seklindedir.

(h) x, >1,0<x, <1 ve x, <-1 olsun. Bu durumda

1
X, = rnax{—,x_2 =X_,,
X
1 1
X, = maxy—,x_ r=—,
X X
1 1
X; = maxy—,X, r = —
X9 X9

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
B 1 1
Xynr1r = Xogs X3pan = s X33 =
-1 0

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1 1 1
(‘xn) = (X_za'x’-_] ’x07X_27_5_5'-'5-X_2 5_5_7-'-)
X, Xy X X,

seklindedir.

Teorem 3.4. 0 <x_, ve x_,,x, <0 i¢in (3.1) denkleminin ¢6ziimleri 3 periyotludur

ve bu ¢oziimler;
a) Eger O<x ,<1ve -1<x,,x,<0 ise
1

1
(X,) = (X5, X |, X010 X s Xgseer—>X_ X 5ee2) 5
X, X,



b) Eger 0<x , <1 ve x,x,<-1 ise

1
(x,)=(x_,x,x,—,
X,

1 1
9T geees D 7_:"')7
X1 X Xo X X

¢) Eger O0<x, <L -1<x,<0ve x,<-1 ise

1 1 1
(xn) = (X_2>X_1 ’xoa_a-X_]’_,"',_’x—] 5_5"')5
X_, Xy X_, Xy

d) Eger O<x , <Lx <-1ve-1<x,<0 ise
1 1 1

(xn):(x_29x_17x()7_9_7x()7"'7_9_7x07"-)9
X, X, X, X

e) Eger x ,>1ve -1<x,x,<0 ise

(,) = (X5, X, X0 X 5y X5 Xg s X gy X 5 X0 5en)

f) Eger x , >1 ve x_,x,<-1 ise

1 1 1 1
(,) = (X 5, XXX 5y ey Xy s 1.0)
X1 X X X

g) Eger x , >1,-1<x, <0 ve x, <-1 ise

1 1
(Xn) = (-X_z,-X_l ax(),-X_za-X_1 ,—,...,x_z,x_l ,_a---) )
Xo Xo

h) Eger x , >1,x, <-1 ve —1<x,<0 ise
1
(,) = (X5, X1, X0, X gy Xgeeer X gy =3 X 5...)

X X

seklindedir.

ispat. (@) 0<x, <1l ve -1<x,,x, <0 olsun. Bu durumda



27

1 1
X, =maxq—,xX_, r=—,
X, X,

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
— 1 J— J—
X3pe1 = s X2 = X X303 = Xy
-2
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,
1 1
(,) = (X5, X3 X=X X seees——> X1, X 5ee2)
X 2

seklindedir.

(b) 0<x_, <1 ve x,,x, <—1 olsun. Bu durumda

1 1
X, = maxy—,x_, r=—,
X, X,
{ 1 } 1
X, =maxq—,X  r =—0,
X X
1 1
X; =max{—,x, r =—
X9 X9

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1 1 1
Xl = o X3p2 T o X33 T
X, X, X,
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,
I 1 1 I 1 1
(x,) = (x5, X 1, Xg,—— ey ———— =)
X, X, X, X, X, X,

seklindedir.

(¢)0<x,<1l,-1<x, <0 ve x,<—1 olsun. Bu durumda

1 1
X, =Mmaxy—,X_, r=—,
X_, X_,
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1
X, =maxy—,X_ s =X_,
X
B 1 1
X; =max{—,X, r =—
X9 X9

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1 1
Xl = o Xgpn T X Xapyy =
X_, Xo
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,

1 1 1
(‘xn) = (X_za'x’-_] "x()7_)'X_] 5_5'-'5_5X_1 5_7-'-)
) Xo

seklindedir.

dO<x,<lx, <-1ve-1<x,<0 olsun. Bu durumda

1 1
X, =maxy—,X , o =—,
X X
1 1
X, = maxy—,x_ r=—,
X, X,

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1 1
Xynrl = o X2 T 0 X33 T X
-2 X
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1 1 1
(‘xn) = (X_za'x’-_] ’xoa_a_a-xoa'-'5_5_5x07-'-)
X_, X X_, X4

seklindedir.

(e) x ,>1 ve —1<x,,x, <0 olsun. Bu durumda

1
X, = rnax{—,x_2 =X,
X
1
X, =max{—,X_ r=X_,
X
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olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 igin
Xanr1 = X 25 X3 = X 15 X33 = X
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
(,) = (X5, X 15X X 553X 5 Xg0eees X, Xy, X 5en)

seklindedir.

) x_, >1ve x_,x, <-1 olsun. Bu durumda

1
X, = max{—,x_2 =X,
X
1 1
X, = maxy—,x_ r=—,
X X
1 1
X; = max{—,X, r =—
X9 X9

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1 1

Xyper = Xgs Xapin = 7o X303 T
X Xo
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1 1 1
(‘xn) = (x—29x—19x()9x_29_7_:~":X_2 :_:_9-")
X X X X

seklindedir.

(g x,>L—-1<x,<0 ve x, <-1 olsun. Bu durumda

1
X, = malx{—,x_2 =X,
X5
1
X, =maxy—,X_ =X,
X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
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1
Xansr = Xogs X3 T Xy X33 =
Xo
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢6ziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1
(,) = (X5, X 15X, X 5 X s X, X, —u0)
Xo Xo

seklindedir.

(h) x , >1,x, <-1 ve —1<x, <0 olsun. Bu durumda

1
X, = max{—,x2 =x_,,
X,
1 1
X, = maxq—,xX  r =—0),
X, X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1
Xiner = Xgs X3pin = 5 X33 = X
-1
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1
(,) = (X5, X 15X, X 5y X seees Xy, X 5e2)
X, X,

seklindedir.

Teorem 3.5. x_,,x ,,x, <0 i¢in (3.1) denkleminin ¢6ziimleri 3 periyotludur ve bu
¢Oziimler;
a) Eger —-1<x,,x,,x,<0 ise

(,) = (X5, X, X0 X gy X5 X eees X gy Xy 5 X(5eee) 5

b) Eger —1<x_,,x, <0 ve x,<-1 ise

1 1
(Xn) = (x_zax_1axoaX_zaX_la_a“-aX_zaX_la_a-'-) 5
Xo Xy

¢) Eger -1<x,,x,<0 ve x,<-1ise
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1 1
(X,) = (X5, X [, X0, X 53 Xgseeer X 3% 5e2) 5
X X,

d) Eger -1<x_, <0 ve x,x,<-1 ise

1 1 1 1
(xn) = ('x—2>'x—1 ’XOJ'X_za_’_,"',-X_z ,_5_5"')5
X Xy X Xy

e) Eger x, <-1ve -1<x,,x,<0 ise

1 1
(X,) = (X5, X, X0 X s Xgseer—>X_, X 5ee2) 5
X, )
f) Eger x ,,x, <-1ve —1<x,<0 ise
1 1 1 1
(,) = (X5, X, X X ey X, 5ue)
X, X, X, X,
g) Eger x ,,x  <-1ve -1<x,<0 ise
1 1 1
(,) = (X5, X, X33 X geres—— > X ee) 5
X, X X X,
h) Eger x ,,x ,,x, <-1 1ise
1 1 1 1 1 1
(,) = (X5, X |, Xy ey, ...)
X, X, X, X, X, X,

seklindedir.

Ispat. (a) —1<x_,,x_,x, <0 olsun. Bu durumda

X, =Mmaxs—,X_, r=X_,,
X

X, =Mmaxy— X =X,
X
1
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olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

Xppt = X0 X300 = X5 X33 = X

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,

(x,) = (X5, X 15 X05X 553X Xg0eees X, Xy, X 5een)

seklindedir.
(b) -1<x,,x, <0 ve x, <—1 olsun. Bu durumda

1
X, =maxy—,X, (=X_,,
X

1
X, =maxy—,X_ r =X,
X

1 1
X, = Maxq—,x, = —
X9 Xo

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1

=X X33 =

Xippt = X205 X350
0

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢6ziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1
(,) = (X5, X 15X, X 00 Xy ey X5, Xy —...)
X9 X9

seklindedir.
(¢) -1<x_,,x,<0 ve x, <—1 olsun. Bu durumda

1
X, =maxs—,X, (=X_,,
X,

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1

= > X3003 = X
-

X341 = X205 X340

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,



1
(x,)= (xfz,xfl,xo,xfz,x—,xo,...,xfz,—,xo,...)

-1 X

seklindedir.

(d -1<x, <0 ve x,x, <—1 olsun. Bu durumda

1
X, = max{—,x_2 =X,
X
1 1
X, =maxq—,x_  r=—,
X X
1 1
X; = max{—,X, r =—
X9 X9

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1 1

X3ppr = X 25 X3ppn = s X343 =
-1 0

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢6ziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1 1 1
(X,) = (X5, X1, X0 X gy ey Xy ...)
X, X, X, X,

seklindedir.

() x , <-1ve —-1<x_,x, <0 olsun. Bu durumda

X, =maxy—,x , =—,
X_p X5

X, =maxq—,x  p=x_,
X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1
X341 = 5 X3pp0 = X5 X33 = X
-

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢6ziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1

1
(,) = (X5, X1, X0 X s Xgpeer > X_1 s X 5e..)
X 2

seklindedir.

33



34

® x,,x, <—-1ve —1<x, <0 olsun. Bu durumda

1 1
X, = maxy—,x_, r=—,
X, X
1
X, =Mmaxy—,x , =X,
X
1 1
X, =Mmaxq—,x, = —
X9 Xo

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1 1
Xyper = o X T X X3 T
X, X,
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1 1 1
(xn) = (X_z ’X_l ) x()’_a X_l 5_5"'5_7X_1 ’_"")
X, X, X, X,

seklindedir.

(g x,,x, <-1ve —1<x, <0 olsun. Bu durumda

1 1
X, =maxy—,x_, =—o,
X_p X5
{ 1 } 1
X, = maxq—,x_ r=—,
X X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1 1

Xynrt = o X2 T 0 X33 T X
-2 -1
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1 1 1

(,) = (X5, X |, Xg X peees > X e")
X, X, X, X,

seklindedir.

(h) x_,,x ,x, <—1 olsun. Bu durumda
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olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1 1 1
X3pr1 = > X3pi2 = s X3pe3 =
Xy X Xo

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,

1 1 1 1 1 1
(x;z)z(X_za-X_]axo, s 95T seees ) a_a"')
X, X X, X, X X

seklindedir.

Teorem 3.6. x ,,x , <0 ve x, >0 i¢in (3.1) denkleminin ¢6ziimleri 3 periyotludur
ve bu ¢oziimler;
a) Eger —1<x,,x,<0veO<x,<1 ise

1 1
(xn) = (xfz5x71>x07x72’x715_’---’x727x715_"") 5
Xo Xo

b) Eger —1<x,,x, <0 ve x,>1 ise

(,) = (X5, X3 X05X 50X 15 Xg s X 55X 15X 5en)

¢) Eger -1<x,<0,x,<-1ve O<x,<1 ise

1 1 1 1
(xn) = (X_2’X_1 7x0’X_2’_’_7"'7-X_2 7_5_"")’
X X, X X

d) Eger —1<x,<0,x, <-1ve x,>1 ise

1 1
(X,) = (X5, X3 X0s X 5y X seees Xy X ee-) 5
X, X,

e) Eger x ,,x , <-1ve O<x,<1 ise
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1 1 1 1 1
(xn):(xfzaxflaxov s 5 seees D 9 :"')7
X, X X, X, X X,

f) Eger x ,,x, <-1ve x,>1 ise
1 1 1

(xn)=(X_za'X_]5xoa_a_ax()r",_a_,xoa'“)5
o X X, X,

g) Eger x , <-1,-1<x, <0 ve O0<x, <1 ise

1 1 1 1
(,) = (X5 Xy Xy X ey Xy 1ee")
X, X0 X, X9

h) Eger x , <-1,-1<x, <0 ve x, >1 ise

1 1
(,) = (X5, X 15X, X5 Xgseees ™ X1, X 5ee0)
X X

-2 -2

seklindedir.

Ispat. (a) —1<x_,,x, <0 ve 0<x, <1 olsun. Bu durumda

1
X, = max{—,X_, = X_,,
X,

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

Xapet = X5 X300 = X_p5 X353
0

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1
(,) = (X5, X 15X, X 5 X ey X, X, —un)
Xo Xo

seklindedir.

(b) -1<x,,x, <0 ve x, >1 olsun. Bu durumda



olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
Xapar = Xogo Xgpip = X5 X303 = X
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
(X,) = (X5, X5 X0s X 53 X3 Xgseees Xy X5 Xg5ees)

seklindedir.

(¢) -1<x,<0,x, <-1ve 0<x,<1 olsun. Bu durumda

1
X, = max{—,X_, = X_,,
X,

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 icin

1 1

Xapet = X205 X300 = s X343 =
-1 0

elde edilir. Bu durumda denklemin biitlin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

I 1 1 1
(xn) = (xfz’xflaxo’x,z,_,_,... X

9
X X X X

seklindedir.

(d -1<x,<0,x, <-1ve x,>1 olsun. Bu durumda

1
X, = matx{—,x_2 =X,
X
1 1
X, =max{—,x_ r=—,
X X
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olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 igin
— — 1 —
Xynel = Xogs X3ppn = » X3p43 = X
-1
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1
(,) = (X5, X 15X, X 53X seees Xy X 5ee2)
X X

seklindedir.

() x ,,x , <-1 ve 0<x, <1 olsun. Bu durumda

1 1
X, =maxy—,x , r=—o,
X X5
{ 1 } 1
X, =maxs—,x , r=—o,
X X

1 1
X, = Mmaxq—,x, = —
X9 Xo

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1 1 1

Xappl = s X300 = s X343 =
2 -1 0

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1 1 1 1 1
(x,) = (x5, X |, Xg,— ey, —...)
X, X, X, X, X, X,

seklindedir.

® x_,,x, <-1 ve x, >1 olsun. Bu durumda

1 1
X, =maxq—,x_, r=—o,
X_p X5
{ 1 } 1
X, =maxs—,x  r=—,
X X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
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1 1
X3pe1 = s X3 = s X343 = Xo
X, X,
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢6ziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1 1
(x,) = (X5, X 1, X0, X seeer——>——5 X 5--)
X, X, X, X,

seklindedir.

(@ x,<-1,-1<x, <0 ve 0<x, <1 olsun. Bu durumda

1 1
X, = Maxy—,x_, r=—,
X, X )

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1 1
Xynel = o X = Xoo Xapuz =
-2 0
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1 1 1
(xn) = (X_Q’X_l 5x()’_7X_1 5_5"'5_7X_1 7_"")
X, X, X, X,

seklindedir.

(h) x , <-1,-1<x_, <0 ve x, >1 olsun. Bu durumda

X, =maxy—,x_, r=—,
X_p X5

X, =maxy—,X_ ¢ =X_,
X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1

X3pa1 = 5 X300 = X5 X33 = X
-

elde edilir. Bu durumda denklemin biitlin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
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1

1
(X,) = (X5, X |, X010 X s Xgseer—>X_ X 5e..)
X, X,

seklindedir.

Teorem 3.7. x_,,x, <0 ve x_, >0 i¢gin (3.1) denkleminin ¢oziimleri 3 periyotludur
ve bu ¢oziimler;
a) Eger —1<x,,x,<0 ve O0<x_ <1 ise
1

(xn) = (x_zax_laxoaX_za_axo 9-~-9-X_2 9_9x0 9) ’
X X_

b) Eger —1<x,,x,<0 ve x,>1 ise

(,) = (X5, X, X0 X 5y X5 Xg s X gy X 5 Xg0en)

¢) Eger —1<x,<0,x,<-1ve 0<x <1 ise

1 1 1 1
(,) = (X5, X, X5 X gy ey Xy 1.0)
X, X, X, X,

d) Eger -1<x, <0,x, <—-1ve x, >1 ise

1 1
(xn) = (X_zaX_1 axoaX_z’X_1 a_’---’X_27X_1 7_’---) 5
Xo Xy

e) Eger x ,,x,<-1ve O<x, <1 ise

1 1 1 1 1 1
(xn):(x_zax_laxoa 5 9T seees 5 a_a"')a
X, X, X, X, X X,

f) Eger x_,,x,<-1ve x_ >11ise

1 1 1 1
(,) = (X5 X Xy X ey Xy ee")
X, X0 X, X9

g) Eger x , <-1,-1<x,<0 ve 0<x_ <I ise
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1 1 1
(xn) = (-xfza-xq7x09_:_9x()7--'3_9_ax09-'-)’
X_ 5, X X, X4

h) Eger x , <-1,-1<x, <0 ve x, >1 ise

1 1
(,) = (X5, X5 X=X Xgseees X1, X 5ee0)
X

2 X,

seklindedir.

Ispat. (a) —1<x_,,x, <0 ve 0<x_ <1 olsun. Bu durumda

X, =maxs—,X , =X,
X
1
X, =maxs—,x  r=—,
X X

X; = maxy—,X, r = X,

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1
Xapet = X5 X300 = > X343 = X
-

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,
1
(,) = (X5, X1, X0, X 5y, Xgseeer Xy, X 5e..)
X, X

seklindedir.

(b) -1<x,,x, <0 ve x, >1 olsun. Bu durumda

X, =Maxy—,X , =X _,,
X
X, =maxs—,X , =X,
X
X; = Mmaxs—, X, ¢ =X,
X9

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

Xapet = X5 X300 = X5 X33 = X
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elde edilir. Bu durumda denklemin biitlin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
(x,) = (X5, X5 X0s X 53 X3 Xgseees Xy X5 Xg5ees)
seklindedir.

(¢) -1<x,<0,x, <-1 ve 0<x_, <1 olsun. Bu durumda

1
X, = matx{—,x2 =X_,,
X
1 1
X, = maxy—,x_ r=—,
X X
1 1
X; = maxy—,X, r = —
X9 X9

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1 1
Xyper = Xgs Xapyn = o X33 T
X 0
elde edilir. Bu durumda denklemin biitlin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1 1 1
(xn) = (xfz’xfl>x0’x72’_5_>"'ax72 5_7_"")
X X Xy X

seklindedir.

(d -1<x,<0,x, <-1 ve x, >1 olsun. Bu durumda

1
X, = max{—,x2 =X,
X
1
X, =max{—,X_ r=X_,
X

1 1
X; = max{—,X, r =—
X9 X9

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1

Xapal = X gs X300 = X5 X303 =
0

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1
(,) = (X5, X 15X X 00X s ey X 5, Xy ...)
X9 X9

seklindedir.
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(e) x ,,x, <—1ve 0<x, <1 olsun. Bu durumda

X, = maxy—,x_, r=—,
X, X
{ 1 } 1

X, =maxq—,X  r=—o,
X X
1 1
X, =Mmaxq—,x, = —
X9 Xo

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1 1 1

Xappl = s X300 = s X343 =
Xy X X9

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢6ziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1 1 1 1 1
(xn):(X_za-X_laxoa ) 5 9y 5 5_"")
X_, X X, X, X X

seklindedir.

® x_,,x, <-1ve x, >1 olsun. Bu durumda

X, =maxy—,x_, =—o,
X_p X5
X, =maxs—,X_ r=Xx_,
X
X; = maxy—,X, r = —
X9 X9

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 icin
1 1
Xyper = o Xa T X5 X3 T
-2 0
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1 1 1
(xn) = (.X;Z ,x71 ) xo’_a x71 5_5"'5_7x71 ’_"")
X72 XO x72 x()

seklindedir.

(@ x,<-1,-1<x,<0 ve 0<x, <1 olsun. Bu durumda

1 1
X, = maxy—,x_, r=—,
X, X
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olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1 1
Xl = o X3p2 T T 0 Xana3 = X
X, X,
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,
1 1 1
(x,) = (X5, X 1, X0, X seeer——>——5 X 5--)
X, X, X, X,

seklindedir.

(h) x, <-1,-1<x, <0 ve x_, >1 olsun. Bu durumda

1 1
X, =maxy—,X , o =—,
X X5
1
X, = maxy—,X_ ¢ =X_,
X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1

X3pe1 = s X3pa0 = X X303 = X
-2
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1
(,) = (X5, X5 X=X Xgseres—— X1 X 5ee0)

X, X,

seklindedir.

Teorem 3.8. x , <0 ve x_,x, >0 icin (3.1) denkleminin ¢6ziimleri 3 periyotludur

ve bu ¢oziimler;

a) Eger —1<x,<0veO<x,x,<1 ise

1 1 1 1
(,) = (X 5, X3 X0 X 5y s Xy 1.0)
X, X, X, X,

-



b) Eger —1<x,<0,0<x, <1 ve x,>1 ise
1 1

(X,) = (X5, X 15X, X 5y Xgseeer X =3 X7 5e2) 5
X X,

¢) Eger -1<x,<0,x,>1ve O<x,<I ise

1 1
(Xn) = (-X_z,-X_l ax(),-X_za-X_1 ,—,...,x_z,x_l ,_a---) )
Xo Xy

d) Eger -1<x , <0 ve x,x,>1 ise

(,) = (X5, X5 X0 s X5y X Xy seees Xy X5 X 5eee) 5

e) Eger x , <-1ve O0<x_,x,<1 ise

1 1 1 1 1 1
(xn):(x_zax_laxoa 5 9T seees 5 a_a"')a
X X X X X X

f) Eger x , <-L0<x <1 ve x,>11ise

1 1 1
(xn) = (-xfz:xf]7x07_9_9x()7"'3_9_7x09“-)9
2 X Xo X

g) Eger x , <-1,x,>1ve O<x,<1 ise

(xn) = (X_25X_15x05 5X_17_,"'5 7-X_15_>"')>
X, X, X, X,
h) Eger x_, <-1ve x_,x,>11se
1 1
(,) = (X5, X1, X010 X s Xgpeer > X_1 s X 5e..)
X, X,

seklindedir.

ispat. (@) —-1<x,<0ve0<x,x,<1 olsun. Bu durumda

45



olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1 1
X3pet = X025 X300 = s X343 =
-1 Xo

46

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,

1 1 1

(‘xn)z('X_za'x’-_l’xoa'X_z’_,_a“'a-X_z5_5_7-'-)
X1 X X X

seklindedir.

(b) -1<x,<0,0<x, <1 ve x,>1 olsun. Bu durumda

1
X, = max{—,X_, = X_,,
X,

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

1
Xapet = X025 X300 = P X3ne3 = X
-

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,

1

(x,)=(x_,,x, ,xo,x_2,x—,xo,...,x_z,—,xo,...)

-1 X

seklindedir.

(¢) -1<x,<0,x,>1ve 0<x, <1 olsun. Bu durumda

1
X, =maxi—,X , r=X_,,
X
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1
X, =maxy—,X_ s =X_,
X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in

Xynel = X5 Xapip = X5 X303 =
Xo
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢éziimler,

1 1
(,) = (X5, X 15X, X 50 X sy X, X, —un)
X9 X9

seklindedir.

(d -1<x, <0 ve x,,x,>1 olsun. Bu durumda

1
X, =maxi—,X , r=X_,,
X

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
Xynr1 = Xogo Xapan = Xops X303 = X
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢6ziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
(x,) = (X5, X 15X X 55X 5 Xg0eees X, Xy, Xg5en)
seklindedir.

() x , <-1ve 0<x_,x, <1 olsun. Bu durumda

{ l } 1
X, =maxy—,x , =—,
X_ X5
{ l } 1
X, =maxq—,x_  r=—,
X X
1 1
X; = max{—,X, r =—
X9 X9
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olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1 1 1

Xappl = s X300 = s X343 =
2 X 0

elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢6ziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1 1 1 1 1

(xn):(X_za-X_]7x()5_’_7_5"'3_7_5_7"')
X, X5 Xy X, X4 X,

seklindedir.
® x,<-10<x_, <1 ve x,>1 olsun. Bu durumda

1 1
X, =maxq—,x_, =—
X_p X5

1 1
X, =maxy—,X_ r=—,
X X,

-1

“

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1 1

Xyl = o X2 T o X33 T X
X, X,
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1 1

(X,) = (X5, X |, X0 X ey X 5e-.)
X, X, X, X,

seklindedir.
(@ x,<-1Lx,>1ve 0<x, <1 olsun. Bu durumda

{ 1 } 1
X, =maxy—,Xx , r=—o
X, X
{ 1 }
X, =maxq—,X =X,
x*l

X; = maxy—,X, r = —
Xo Xo
olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 icin
1 1

X3pet = s X300 T X5 X303 =
-2 0
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elde edilir. Bu durumda denklemin biitlin ¢éztimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,

1 1 | 1
(X,) = (X5, X, X=Xy ey X_ |, —...)
X, X0 X, X9

seklindedir.

(h) x_, <-1 ve x_,x, >1 olsun. Bu durumda

1 1
X, =max{—,x ,  =—,
X, X 5

olur. Buradan, iterasyonla her n > 0 i¢in
1
X3p1 = s X3pa0 = X X303 = X
X,
elde edilir. Bu durumda denklemin biitiin ¢oziimleri 3 periyotludur ve bu ¢oziimler,
1 1
(,) = (X5, X, X013 X s Xgeer—>X_; s X 5e..)

X5 X,

seklindedir.

Simdi de, yukarida ifade ve ispat edilen teoremler i¢in niimerik Ornekler

verilecektir.

Ornek 3.1. Teorem 3.1. igin asagidaki 6rnekleri verebiliriz.
a) (3.1) denkleminde; baslangi¢ sartlar1 x , =0,2, x, =0,5 ve x,=3 olmak

lizere, denklemin ¢ozlimleri asagida verilmistir.

n Xn+1 n Xn+1

O o0 3

R WD = O
W N W N W
W N W N W




b) (3.1) denkleminde; baslangi¢ sartlart x_,

lizere, denklemin ¢ozlimleri asagida verilmistir.
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3,x, =04 ve x,=2 olmak

n Xn+1 n Xn+1
0 3 6 3

1 2,5 7 2,5
2 2 8 2

3 3 9 3
4 2,5 10 2,5
5 2 11 2

Ornek 3.2. Teorem 3.2. i¢in asagidaki drnekleri verebiliriz.

a) (3.1) denkleminde; baslangi¢ sartlart x , =0,8, x_, =0,3 ve x, =-0,2 olmak

lizere, denklemin ¢ozlimleri asagida verilmistir.

n Xn+1 n Xn+1
0 1,25 6 1,25
1 3,333333 7 3,333333
2 -0,2 8 -0,2
3 1,25 9 1,25
4 3,333333 10 3,333333
5 -0,2 11 -0,2

b) (3.1) denkleminde; baslangi¢ sartlart x_,

lizere, denklemin ¢ozlimleri asagida verilmistir.

3, x, =04 ve x, =—6 olmak

n Xn+1 n Xn+1

0 3 6 3

1 2.5 7 25

2 -0,166666 8 -0,166666
3 3 9 3

4 2.5 10 2.5

5 -0,166666 11 -0,166666

Ornek 3.3. Teorem 3.3. igin asagidaki 6rnekleri verebiliriz.

a) (3.1) denkleminde; baslangi¢ sartlar1 x , =0,1, x , =-0,3 ve x, =0,7 olmak

izere, denklemin ¢ozlimleri asagida verilmistir.
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n Xn+1 n *n+1
0 10 6 10
1 -0,3 7 -0,3
2 -1,428571 8 -1,428571
3 10 9 10
4 -0,3 10 -0,3
5 -1,428571 11 -1,428571

b) (3.1) denkleminde; baslangi¢ sartlart x , =4, x , =-0,8 ve x, =0,9 olmak

tizere, denklemin ¢oziimleri asagida verilmistir.

n Xn+1 n Xn+1

0 4 6 4

1 -0,8 7 -0,8

2 111111 8 1111111
3 4 9 4

4 -0,8 10 -0,8

5 1111111 11 1111111

Ornek 3.4. Teorem 3.4. i¢in asagidaki drnekleri verebiliriz.

a) (3.1) denkleminde; baslangi¢ sartlar1 x , =0,3, x , =-0,4 ve x, = -3 olmak

tizere, denklemin ¢ozlimleri asagida verilmistir.

n Xn+1 n Xn+1
0 3,333333 6 3,333333
1 -0,4 7 -0,4
2 -0,333333 8 -0,333333
3 3,333333 9 3,333333
4 -0,4 10 -0,4
5 -0,333333 11 -0,333333

b) (3.1) denkleminde; baslangi¢ sartlar1 x , =4, x , =-2 ve x, =-0,6 olmak

tizere, denklemin ¢ozlimleri asagida verilmistir.

n Xn+1 n Xn+1
0 4 6 4

1 -0,5 7 -0,5
2 -0,6 8 -0,6
3 4 9 4

4 -0,5 10 -0,5
5 -0,6 11 -0,6
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Ornek 3.5. Teorem 3.5. i¢in asagidaki drnekleri verebiliriz.
a) (3.1) denkleminde; baslangi¢ sartlart x , =—0,2, x , =3 ve x, =—4 olmak

tizere, denklemin ¢ozlimleri asagida verilmistir.

n Xn+1 n *n+1

0 -0,2 6 -0,2

1 -0,333333 7 -0,333333
2 -0,25 8 -0,25

3 -0,2 9 -0,2

4 -0,333333 10 -0,333333
5 -0,25 11 -0,25

b) (3.1) denkleminde; baslangi¢ sartlar1 x , =-2, x , =-3 ve x, =—-6 olmak

tizere, denklemin ¢oziimleri asagida verilmistir.

n Xn+1 n Xn+1
0 -0,5 6 -0,5
1 -0,333333 7 -0,333333
2 -0,166666 8 -0,166666
3 -0,5 9 -0,5
4 -0,333333 10 -0,333333
5 -0,166666 11 -0,166666

Ornek 3.6. Teorem 3.6. i¢in asagidaki rnekleri verebiliriz.
a) (3.1) denkleminde; baslangi¢ sartlarnn x , =-0,1, x , =-0,7 ve x, =0,8

olmak iizere, denklemin ¢oziimleri asagida verilmistir.

n Xn+1 n Xn+1
0 -0,1 6 -0,1
1 -0,7 7 -0,7
2 1,25 8 1,25
3 -0,1 9 -0,1
4 -0,7 10 -0,7
5 1,25 11 1,25

b) (3.1) denkleminde; baslangi¢ sartlart x , =-5, x , =-0,3 ve x, =4 olmak

tizere, denklemin ¢oziimleri asagida verilmistir.
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n Xn+1 n Xn+1
0 -0,2 6 -0,2
1 -0,3 7 -0,3
2 -0,25 8 -0,25
3 -0,2 9 -0,2
4 -0,3 10 -0,3
5 -0,25 11 -0,25

Ornek 3.7. Teorem 3.7. igin asagidaki 6rnekleri verebiliriz.
a) (3.1) denkleminde; baslangi¢ sartlar1 x , =-0,5, x , =-7 ve x, = 0,6 olmak

izere, denklemin ¢ozlimleri asagida verilmistir.

n Xn+1 n Xn+1
0 -0,5 6 -0,5
1 -0,142857 7 -0,142857
2 1,666666 8 1,666666
3 -0,5 9 -0,5
4 -0,142857 10 -0,142857
5 1,666666 11 1,666666

b) (3.1) denkleminde; baslangic sartlarn x , =—4, x , =0,3 ve x, =-0,2

olmak iizere, denklemin ¢oziimleri asagida verilmistir.

n Xn+1 n Xn+1

0 -0,25 6 -0,25

1 3,333333 7 3,333333
2 -0,2 8 -0,2

3 -0,25 9 -0,25

4 3,333333 10 3,333333
5 -0,2 11 -0,2

Ornek 3.8. Teorem 3.8. i¢in asagidaki drnekleri verebiliriz.

a) (3.1) denkleminde; baslangi¢ sartlar1 x , =-0,9, x , =0,8 ve x, =0,1 olmak

lizere, denklemin ¢ozlimleri asagida verilmistir.
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n Xn+1 n *n+1
0 -0,9 6 -0,9
1 1,25 7 1,25
2 10 8 10

3 -0,9 9 -0,9
4 1,25 10 1,25
5 10 11 10

b) (3.1) denkleminde; baslangi¢ sartlar1 x , =—4, x , =3 ve x, =0,7 olmak

tizere, denklemin ¢oziimleri asagida verilmistir.

n Xn+1 n *n+l

0 -0,25 6 -0,25

1 3 7 3

2 1,428571 8 1,428571
3 -0,25 9 -0,25

4 3 10 3

5 1,428571 11 1,428571
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4. BOLUM

X, = l(ﬂ FARK DENKLEMININ COZUMLERI VE
+ xn—k

PERIYODIKLIiGi

Bu bolimde; x_ 5,1y, X (5 50 X5 X, €(0,0) ve k =0,1,2,... olmak iizere,

Xk
I+x, ,

n+l

,n=0,1.2,.. 4.1)

fark denklemi i¢in bir teorem ve ispati verilmistir. Ayrica (4.1) denkleminin £ =2

icin ¢ozlimleri incelenmis ve niimerik drnek verilmistir.

Teorem 4.1. (4.1) fark denklemi i¢in asagidakiler dogrudur.
a) (x(2k+2)n_(2k+1) ),(x(2k+2)n_(2k) )yerns( x(2k+2)n) azalan diziler ve a,,a,,...,a,,,, 20
olmak iizere

lim x

X o p2)n-(2k41) = a, ’lll_r}; Xk2)n-2k) — Ao 50025 r}1_r)r; X(2k42)n—(k+3) = A1 >

M X0 s2pn—ke2) = @ 5 M Xop0yne(rat) = Gpat 5o s MM X000, = @y, dir

n—>0 n—>0 n—»0

b) (a,,a,,...,a5,,,a,,05,...,05.,,...), (4.1) denkleminin ¢Oziimiidir ve bu
¢Oziim 2k + 2 periyotludur.

¢) lim X (2k+2)n—(2k+1) lim Xk = 0505 hmx(2k+2)n—(k+1) lim Xks2yn =0 veya

n—>0 n—>0 n—>0 n—>0

al.ak+2 = 0,. .oy ak+1.a2k+2 :0 dlr.

d) Eger n>n, e N iken x, , 2 x,,, 1se limx, =0 dir.

n—om

e) Asagidaki ifadeler:
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Xoksnt = Xk (1-— )

2j
X, + 1
Xk+2)ntk+l = X_(kt1) (1- 1+ x 1+ )
0 j=0 i=l (k)i
X n_2j+l 1
_ ~(2k+1)
Xke2ynrk+2 = X_(k) (1- )

T 55070 T+ X

n 2j+1

X_(k+1)
X2k+2)n+2k+2 = Xo (1- Z H

1+, 52074 1+x(k+l)z

elde edilir.

f) n — oo halinde eger x,,.,,,.; = @ #0 iS¢ X (3,54, — O dir. Benzer

sekilde n — oo halinde eger X 54,5, = @4y # 0 18€ X34 10),10050 —> 0 dir.

Ispat:
a) (4.1) denkleminden x, (I1+x,,)=x, ., eclde edilir. Buradan

X, €(0,0)o0ldugu i¢in (I+x, ,)e(l,0)olur. Boylece x,,, <x, ,,, bulunur.

Simdi bu ifadeyi n nin degerleri i¢in irdeleyelim.

n = 01¢in Xy <X_gpany = X g4
n = ligin Xy < Xihsty = X
n =2igin X3 <Xy (ks = Xookn

n=k-ligin  x; <X, ) =X 4,

n = kigin X1 < Xpren) = Xp

n=k+ligin  x,, <X op) = X

n=2k-ligin  xy <Xy ) =X,

n =2k igin X1 < Xop—aks1) = X
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n =2k +ligin Xokra < Xopsi-2rsn) = Xo
n=2k+2i¢In Xy 5 <Xy gy =X <Xy
n=2k+3igin x4 <Xy opa) =X <Xy

n=2k+4i¢In X5 <Xy o) = X3 <Xy
islemlere bu sekilde devam edilirse;

lim X 2k+2)n-(2k+1) — 4y
n—o0

lim X2k+2)n-(2k) — G2
n—>0 .

111nx(2k+2)n—(k+3) =da;
n—o
hmx(2k+z)n-(k+2) =da;
n—w0

n—>x0

M X0y )ty = Qe

hmx(2k+2)n =y
n—»0
elde edilir.

b) (a,,a,,...,a5,,,,8,,0y,...,05.5,...), (4.1) denkleminin ¢6ziimii oldugu a)

sikkindan aciktir ve ¢6ziim 2k + 2 periyotludur.

¢) (4.1) denkleminde n = (2k + 2)n alinirsa

X k+2)n-(2k+1)
X 2k+2)ne1 = 1
T X ok42)n—k

elde edilir. Denklemin her iki tarafinin limiti alinirsa;

X
: ) 2k+2)n-(2k+1
lim x — i —Fkr D=2k
i Xk = I
X(2k+2)nk

a,

olup a, = ise a, +a,a,,, =a, den a,a,,, =0 olur.

+ ak+2

(4.1) denkleminde n = (2k +2)n +1 alinirsa

_ X@k+2)n-2k)

X =
(2k+2)n+2
1 X (2k+2)n—k+1

elde edilir. Denklemin her iki tarafinin limiti alinirsa;
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X
. . 2k+2)n—(2k
hmx = hm—( 220
>0 (2k+2)n+2 b 001
"C(2k+2)n—k+l

a
__ % _
olup a, = ise a, +a,a,,; =a, den a,a,,; =0 olur.

T3
Islemlere bu sekilde devam edilirse;

(4.1) denkleminde n = (2k + 2)n + 2k +1 alinirsa

Xk
Xk2yns2k+2 = 1
+ X ok 2)niksl

elde edilir. Denklemin her iki tarafinin limiti alinirsa;

T _ 1 X2k+2)n
M X5 p0ypi2k+2 = UM
n—o0

o] + X (2k+2)n+k+1

Ao

olup a,,,, = 1S€ A,y 5 + Ay ,,0,,, =ay,, den ay,,a,,, =0 olur. Buradan da

ak+1

yukarida yapilan islemler birlestirilirse a,a,,, =0, a,a;,5 =0,...,a;, a5, =0 bulunur.

d) Eger n, € N iken her n > n, i¢in
Xt S Xy (4.2)

(4.2) ifadesinde n=(2k+2)n+1 almirsa X550 < X0, Olur, elde edilen

esitsizligin her iki tarafinin limiti alinirsa a, < a,,, sonucu bulunur.

(4.2) de n=(2k+2)n+2 alinirsa X ;5,5 < X410, 452 Olur, elde edilen esitsizligin

her iki tarafinin limiti aliirsa a, < a,,, sonucu bulunur. Benzer sekilde islemlere

devam edilirse,

(4.2) de n=Q2k+2)n+2k+1 alinirsa X,..50,00000 < Xapapmens OlUL, €lde edilen
esitsizligin her iki tarafinin limiti alinirsa a,,,, < a,,, sonucu elde edilir.
(4.2) de n=Q2k+2)n+2k+2 alimirsa X;,5.0005 < Xopsamiusn OlUT, elde edilen
esitsizligin her iki tarafinin limiti alinirsa a, <a,,, sonucu elde edilir. Bulunan bu
sonuglardan;

Ay SApyy Ay SApyy oeny oy Sy, A <Ay, (4.2a)

ifadesini yazariz.
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X
< ks (4.3)
I+x,,

n+l

X (2k+2)n-2k

4.3) ifadesinde n=(2k+2)n+1 alinirsa x < olur, elde edilen
(2k+2)n+2

1+ X(2k+2)n+2

esitsizligin her iki tarafimin limiti alinirsa @; <0 sonucu bulunur.

X (2k+2)n-2k+1

(43) de n=Qk+2)n+2 alnirsa x5 < olur, elde edilen

1+ X(2k+2)n+3
esitsizligin her iki tarafinin limiti alinirsa a32 <0 sonucu bulunur. Benzer sekilde
islemlere devam edilirse,

X(2k+2)n

(4.3)de n=Q2k+2)n+2k+1 almirsa X5 5,000 < olur, elde edilen

1+ XQk+2)n+2k+2

esitsizligin her iki tarafimin limiti alinirsa a;,,, <0 sonucu elde edilir.

X (2k+2)n+1
(4.3) de n=Q2k+2)n+2k+2 ahnirsa X005 < P olur, elde
T X 2kr2)ne2k43

edilen esitsizligin her iki tarafinin limiti alinirsa @ <0 sonucu elde edilir. Bulunan
bu sonuglardan;

a;<0,a;<0,...,a5,,<0,a <0 (4.32)
ifadesini yazariz. (4.2) esitsizligi, (4.3) esitsizligini gerektirdiginden bu esitsizliklerin
sonucu olan (4.2a) ve (4.3a) ifadeleri asagidaki gibi,

2
a,<a,,— a, <0

2
a;<a,, — a; <0

2
Uypyy Sy = Ay S0
2
a, <a,,— a <0
yazilabilir. Buradan da a, <a,,, <a,, a, <a,,;, <a,,..., a,,, <a,,,, <a,,, bulunur

ki, bu da aranilan sonugtur.



e) (4.1) denkleminin her iki tarafindan x, ,,.,, ¢ikartilirsa;

1

KXol = Xu_ka) = 1+ x (X, — xn—(3k+2))
n—k

elde edilir. n =0,1,....k,...,2k+2 degerleri i¢in asagidaki denklemler;

.. 1
n =0 i¢in X=Xk = F(X_k - x_(3k+2)) =(x, — X_(2ks1y)
-k
.. 1
n=11¢in Xy =X_(p) = W(xwrl = X_pan) = (X = X_ap))
—k+1
.. 1
n=2 igin Xy = X_ ) = ?(x_k+2 = X_35)) = (X3 = X_ 1))
—k+2
.. 1
n=k-licin x, —x_ 4, = W(x—l —X_(343))
-1
.. 1
n=k igin Xt =X iy = m(xo - x—(2k+2))
0
.. 1
n=k+11gin x,,— X_jy = m(xl - x7(2k+1))
1
. 1
n=2k icin Xopo — X = (Xp =X _(412))
1+x,
.. 1
n=2k+1li¢in x,,,—Xx,= T(xkﬂ =X i)
k+1
.. 1
n=2k+2igin x,,,—x = ?(xk+2 —X_ 1)
k+2

bulunur. Bulunan bu denklemler taraf tarafa toplanirsa, n > k+1 ve n=0,1,2,...

n=(k+1)
X ernyn-tresnt-n ~ Xsnnqa?-21 (x, —x (2k+1)) H 1+x(k b
+1)i—

n—(k+1)

Pkttt —(esn] ~ K hstn-i(h2)2-ke2)] (X = —(k+l)) H

1+ X (k+1)i
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i¢in

(4.4)



elde edilir. (4.4) denklemi incelendiginde asagidaki formiiller;

n
X2k+2)n1 ~ X_2k4) T (x, — X_2k+1) )ZH

J=0 =l 1+x(k+l)l

n
Xk+2ynrkel ~ X gy = (X — —(k+1))ZH—

20 T X,

n 2j+l

Xk+2ynrks2 ~ Xk = (x, — X_2k+1) )ZH

=0 i=1 l+x(k+l)z

n 2]+1

Xke2yns2k+2 ~ X0 = (X4 — —(k+1))ZH

=0 i=1 1+‘x(k+l)z

elde edilir. Yukaridaki formiiller diizenlenirse,

n 2j 1

Xk
X2k+2yne1 = X_(2k41) (1- 1 ZH 1 )
X G20 = L Xgeayiok

n
ot = (- ST
(2k+2)n+k+1 —(k+1)
1+x0 o0 i 1+x<k+l)l

n 2/+1

X_(2k+1)
X@k+2yn+k+2 = K- (1- Z H )

I+x, 53054 1+x(k+l)z

2j+1

x n
—(k+1)
X2k+2ynr2k+2 = X (I- ZH

Xy =0 i=1 1+x(k+1)1

elde edilir.

f) a, =a,,, =0 olsun. Bu taktirde

;111—{2 Xok+2)nsl = }I}_I}; X_(2k+1) (1- ZH

—k j=0 i=1 1+x(k+l)z

X = 2
a, =x_pp . (1-—F—
1 (2k+1) l_l_x_k ijH

iot L X

)
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olur. a, =0 ise

1+xk il—[ (4.5)

=0 i=l 1+x(k+1)l

olur. Benzer sekilde islemlere devam edilirse,

. . —(2k+1)
}gg Xks2neks2 = igg x (1= Z H )

+ X, G20 ia 1+x(k+1)l

apy =x (1= aEil) iH

—k j=0 i=1 1+x(k+1)l

bulunur. a,,, =0 ise

oo 2j+1
T+x,

=21l (4.6)
X ks =0 izl 1+x<k+1>z
bulunur. (4.5) ve (4.6) denklemlerinden,

1+x i 1+x_ 2 274
—* ZH > —+=3[l-——

=0 i=1 1+x(k+1), X_ks1y =0 i=1l 1+x(k+1)t

1+x 1+x
% —k

X_k X_(2k+1)
1 1
>
X_ X_(2k+1)

X_okny = Xk
elde edilir. Boylece x_,,,,, > x_, bulunur. Buda kabuliimiizle gelisir.

a,,, =da,,., =0 olsun. Bu taktirde

lim x =limx_,,, (1- ZH )
(2k+2)n+k+1 —(k+1)
n—o n—o 1+x0 i 1+x(k+l)z

0
Ay = Xy (1= ZH
l"’xo =0 i=1 1+x(k+1)1
olup, a,,, =0 ise

2
1+xO

Jj=0 i=1 1+x(k+1)1

(4.7)

bulunur. Benzer sekilde islemlere devam edilirse,
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2j+1
o T L )

lim x =limx,(1—
2k+2)n+2k+2 0
Nn—>0 (2k+2)n+2k+ H—>00 1+x0 = 1+x(k+l)i

X o 2j+1 1
_ —(k+1)

Aypyy =X (1— )
T4 xy 5705 T+ Xy

olup, a,,,, =0 ise

1+ x, :i' e (4.8)

1 1

X9 X_(k+1)
X_es1y = Xo
olur. Béylece x_,,,, > x, elde edilir. Buda kabuliimiizle ¢elisir. Boylece teoremin

ispati tamamlanmis olur.

Ornek 4.1. Yukarida ispati yapilan fark denkleminde k=2 igin elde edilen

X .. v . . < 2 U
= e "= fark denkleminin ¢6ziimleri asagida verilmistir.
+ 'xn—2

n+l

Bu boliimde; x ,x_,,x5,x ,,x ;,x, €(0,00) olmak iizere,

_ xn—S

, n=0,12,.. (4.9)

xn+l

I+x,,

fark denklemi i¢in asagidakiler dogrudur.

a) (xq,.5)(xg,4)(X6,3)(X6,5 )s(X,-1 )-(Xx¢, ) azalan diziler ve p,q,r,s,t,u>0
olmak tizere

limx,, , =p,limx,, , =¢,limx,, ; =r,limx,, , =s,limx,, , =¢,limx,, =u
—>0 n—>0 n—0 n—0 n—0 n—>0

n

dir.
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b) (p,q,r,s,t,u,p,q,r,s,t,u,...), (4.9) denkleminin ¢éziimiidiir ve bu ¢6ziim 4

periyotludur.

¢) limxg, s hmx(m , =0, limxén_4 limx,, , =0 ve limxg, ,limx,, =0 veya
n—o n—>x0 n—x0 n—x0

n—0

ps=0,qgt=0 ve ru=0 dir.

d) Eger n>n, e N iken x, , 2 x,,, ise limx, =0 dur.

n—»0

e) Asagida ki ifadeler:

n 2j
X, =X
6n+1
Z2 j=0 i=1 1+x31
n 2j
X =X
6n+2
Jj=0 i=l 1+x3z
n 2j
Xonss = X_5( I | 1
Jj=0i=l +x31
n 2]+1

211

Xonia =X (1= 1
2 =0 =l 1+ X5,

n 2]+1
I 1
6n+5 —1
1+ g L+ xg,,
n 2j+l1 1
Xonrs = Xo 1
=0 i=1 + x};

elde edilir.

f) n — o halinde eger x,,,, > p#0 ise x,,,, =0 dir. 5 - o0 halinde eger
Xg,0 = q %0 1se x4, = 0 dir. Benzer sekilde 5 — oo halinde eger x,,,;, > r#0

ise x4,,, — 0 dir.

Ispat:
a) (4.9) denkleminden x,,(1+x,,)=x,, elde edilir. Buradan

x, , €(0,0)o0ldugu icin (1+x, ,) e (1,0)olur. Béylece x,,, <x, ; bulunur. Simdi

n+l

bu ifadeyi n nin degerleri i¢in irdeleyelim.
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n =0 i¢in X, <X_g
n=1 i¢in X, <X_,
n=2 igin X; <X,
n =3 i¢in X, <X,
n=4 igin X5 <X
n=35 igin Xg < X,
n =06 i¢in X, <X <X_g
n=7 i¢gin Xy <X, <Xx_,
n =38 i¢in Xg <Xy < X4
n=9 igin X <X, <X,
n =10 igin X <X <X
n=11 i¢in X, <Xg <X,

islemlere bu sekilde devam edilirse;

limxg, s = p

n—o0

limx,, , =¢

n—0

limx,, ; =r

n—o0

limx,, , =s

n—00

limx,, , =t

limx,, =u

n—>x0

elde edilir.

b) (p.q,7r,s,t,u, p,q,r,s,t,u,...), (4.9) denkleminin ¢6ziimii oldugu a) sikkindan
aciktir ve ¢6ziim 4 periyotludur.
¢) (4.9) denkleminde n = 6n alinirsa x,,,, = _Yers ¢lde edilir. Denklemin her
x6n—2

iki tarafinin limiti alinirsa;
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. . X,

limx,,,, = lim—=—

n—w n—oo | 4 Xgun
n-

p:li olup p+ ps=p den p.s =0 olur.
+s

(4.9) denkleminde n = 6n+1 alinirsa x,,,, = —Yont_ ¢lde edilir. Denklemin
Xen-1
her iki tarafinin limiti alinirsa;
X
limx, ., = lim—%=*_
n—o 6n+2 n—w | 4+ Xgoi
qzi olup g + gt =g dan g.t =0 olur.
1+¢
(4.9) denkleminde n = 6n+2 alinirsa x,, ., = 1956#_3 elde edilir. Denklemin
+ Xy,
her iki tarafinin limiti alinirsa;
X
limx,, , = lim—%=-
n—o 6n+3 n—w | 4+ X,
r= olup »+ru=r den ru =0 olur.
I+u
d) Eger n, € N iken biitiin n > n, i¢in
xn+1 < ‘xn—Z (410)

(4.10) ifadesinde n = 6n+1 almirsa xg,,, < x,,, olur, elde edilen esitsizligin her iki
tarafinin limiti alinirsa ¢ <¢ sonucu bulunur.
(4.10) da n =6n+2 almirsa x,,; < x,, olur, elde edilen esitsizligin her iki tarafinin

limiti alinirsa » < u sonucu bulunur.

(4.10) da n=6n+3 almrsa x,, , <x,,, olur, elde edilen esitsizligin her iki
tarafinin limiti alinirsa s < p sonucu bulunur.
(4.10) da n=6n+4 alnsa x,,.,, <x,,, olur, elde edilen esitsizligin her iki

tarafinin limiti alinirsa ¢ < ¢ sonucu bulunur.
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(4.10) da n=6n+5 almirsa x,,,, <x ., olur, elde edilen esitsizligin her iki

tarafinin limiti alinirsa u <r sonucu elde edilir. Benzer sekilde islemlere devam
edilirse,

(4.10) da n=6n+6 ahnwrsa x, , <x,,,, olur, elde edilen esitsizligin her iki

tarafinin limiti alinirsa p < s sonucu elde edilir. Bulunan bu sonuglardan;

q<t,r<u,s<p,t<q,u<r, p<s (4.10a)
ifadesini yazariz.
X, < (4.11)
I+x,,
(4.11) ifadesinde n = 6n+1 alinirsa x,,,, < Fons olur, elde edilen esitsizligin her
Xen+2

iki tarafinin limiti alinirsa ¢° <0 sonucu bulunur.

(4.11) de n=6n+2 almmrsa x,, ;< 1)6";‘3 olur, elde edilen esitsizligin her iki
F Xonss

tarafinin limiti alinirsa #> <0 sonucu bulunur.

(4.11) de n=6n+3 ahnwrsa x,,, < Tenz olur, elde edilen esitsizligin her iki

1+ X6,.4

tarafinin limiti alinirsa s> < 0 sonucu bulunur.

xén—l

(4.11) de n=6n+4 alnirsa x, , < olur, elde edilen esitsizligin her iki

1+ X5

tarafinin limiti alinirsa > <0 sonucu bulunur.

x(m

(4.11) de n=6n+5 alinirsa x,, ., < olur, elde edilen esitsizligin her iki

1+,
tarafinin limiti almirsa u> <0 sonucu elde edilir. Benzer sekilde islemlere devam

edilirse,

Xenil

(4.11) de n=6n+6 alnwsa x,,, <
1+ x6n+7

olur, elde edilen esitsizligin her iki

tarafinin limiti alinirsa p*> < 0 sonucu elde edilir. Bulunan bu sonuglardan;

qZSO,rZSO,SZSO,tZSO,uZSO,pZSO (4.11a)
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ifadesini yazariz. (4.10) esitsizligi, (4.11) esitsizligini gerektirdiginden bu
esitsizliklerin sonucu olan (4.10a) ve (4.11a) ifadeleri asagidaki gibi,

g<t ¢*<0

u<r u*<0
p<s p’<0
yazilabilir. Buradan da p<s<p, ¢g<t<qg ve r<u <r bulunur bu da aranilan

sonugtur.

e) (4.9) denkleminin her iki tarafindan x, ; cikartilirsa;

1

X =
l+x,,

(‘xn—Z - xn—8)

n+l xn—S

elde edilir. n =0,1,... degerleri i¢in asagidaki denklemler;

.. 1
n =0 i¢in X, —X_ 5= (x,=xg)=(x—x5)
l+x,
.. 1
n =1 1i¢in Xy =X 4 = (x —x;)=(x; —x_)
I+x,
.. 1
n=2i¢in  x;—x,= (xg =x_¢)=(x; —x_3)
1+x,
.. 1
n =73 1¢in X, —X_, = (x, —x_5)
I+x,
. 1
n=4 i¢in Xg—X_ | = (x, —x_,)
I+x,
.. 1
n=>5 i¢in Xg =Xy =—(x; —x3)
1+ x,
- 1 1 1
n =06 ic¢in X, —x, =—(x, —x_,)= X, —Xx
¢ 7% 1+x1( 4T X,) x 1H“( 1T Xs)
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1

.. 1
n="7 igin Xg =X, =—— (x5 —x) = (x; —x_4)
I+ xg I+x 21+x5
.. 1 1 1
n =28 icin Xg—X, =—(x, —x,) = X, —X
¢ 9 — X3 +x6( 6 —Xo) I+x, 1+x6(3 )

bulunur. Bulunan bu denklemler taraf tarafa toplanirsa; n >3 ve n=0,1,... igin

n-3

X3p-g ~X3po1a = X_s )H
X3,g = X33 = (X, =X, )H

n3

X3n6 ~ X3po12 = X3 )H

elde edilir. (4.12) denklemi incelendiginde asagidaki formiiller;

n
Xomt —X_s = (X =X )ZH

1+ x3l

(4.12)
1+ x3,

I+ x;,

J=0 i=1 1+x3l
n
Xensa — =(x, —x_4 )ZH 1
Jj=0 i=1 +x31
n
Xonez — X3 = (x5 — 3)21_[1
Jj= =0 i=1 +x3l
n 2j+l
x6n+4 = - x—S )Z H 1
j=0 i=1 +x31
n 2/+1
x = 211
6n+s5 —4
Jj=0 i=1 1+x3l
n 2/+1
Xeure — X0 = (X _x_3)ZH1
Jj=0 i=1 +x31

elde edilir. Yukaridaki formiiller diizenlenirse,

n_ 2j

Xo, o =x_(
6n+1 -5
=0 1+x3,

n 2j

Xeppa = X 1
1]011 +x3l
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n 2j
X =X
6n+3 -3
=0 =1 1+x31
n 2j+1
Xenra =X (1= 1 Hl
+Xx -2 j=0 i=1 +x3z
n 2j+l1
X =X
6n+5
-1 j=0 i=1 1+x31
n 2j+l1
Xense = Xo

,0111+x31

elde edilir.

f) p =s =0 olsun. Bu taktirde

limx,,,, =limx_ (1- iH )

2/0111+‘x31

iﬁ

+ _2j0111+x31

p=x_5(1—1

olur. p =0 ise

1 o 2j
Ty ! (4.13)
X_, o Xy,
bulunur. Benzer sekilde islemlere devam edilirse;
n 2j+l1 1
limx,,,, =limx ,(1-—
n—»o0 n—o0 +X_2 =0 1+x31 5
X o 2j+1 1
s=x_,(1-—2 )
: I+x, ]Z(; i 1+,
olur. s =0 ise
1+ o 2j+1 1
2oy (4.14)




L

X_p

1

>
X
X s > X_,

olur. Boylece x_>x_, elde edilir. Buda kabuliimiizle ¢elisir.

q =t =0 olsun.

n
limx,,,, =limx_,(1- ZH
n—0 n—x0

x110,11+x3l

o 2j

q=x

I+x_, =74 1+x31

olur. ¢ =0 ise

I+x =i :

bulunur. Benzer sekilde islemlere devam edilirse;

n 2j+1 1
. . X_4
limx,,, s =limx  (1- H
o "o I+ x_, 5300 1+ x5,
2j+1 1

olur. 1 =0 ise

1+x1:Z°°:2j 1 1—i—)c1:Z°°:21L+[l 1
X D L+ X_4 0 L+

olur. Boylece x_, > x_, elde edilir. Buda kabuliimiizle celisir.
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)

(4.15)

(4.16)
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r =u =0 oldugu kabul edilsin.

n_ 2j
hmxm+3 = hmx 3(1— ZH
Xo j=0 i=l +x31
w 2j

r=x
x0j0,11+x3l

olur. » =0 ise

I+x, <& 2
4.17)
]ZO i=1 1+x31
bulunur. Benzer sekilde islemlere devam edilirse;
n 2J+1
limx,, , =limx (1—
n—o 6n+6 n—o 0 xO 1201—1[14_)(31
w 2j+1
u=x,(1-
’ Xo JZO i=1 1+x31
olur. u =0 ise
1+ w 2j+1
oy ! (4.18)

Xo X3
1 1
>
X0 X3
X5 > X,

olur. Boylece x , > x, elde edilir. Buda kabuliimiizle celisir. Boylece teoremin

ispati tamamlanmis olur.

Ornek 4.2. Yukarida ¢oziimii Ornek 4.1. de incelenen (4.9) denkleminde; baslangig
sartlar1

X5 =03, x_4 =0,004, x 5 =0,05,x_, = 0,006, x_; =0,0007, x, = 0,008

olmak iizere, denklemin niimerik sonuclari agagida verilmistir.
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x, = 0.2982107356 x5, =0.2938660574

x, =0.003997201959 x5, = 0.003983406456
x; = 0.04960317460 Xy, =0.04791634323
x, =0.004621745787 x5, =0.001268194583
x; =0.0006972130984 X35 = 0.0006834724031
x, =0.007621928163 Xy, = 0.006013261698
x, =0.2968388220 x5, =0.2934938500

x, =0.003994417000 Xy = 0.003980685769
x, = 0.04922796261 Xy =0.04762993197
x,, = 0.003563855206 X, = 0.0009804411385
x,, =0.0006944392186 x,, =0.0006807625013
x,, = 0.007264320464 x,, =0.005739871986
x5 =0.2957846883 X, = 0.2932063784

x,, = 0.003991645046 x,, = 0.003977977709
x5 =0.04887293398 x,s = 0.04735810252
X, = 0.002750345207 X, = 0.0007581474660
x,, =0.0006916782844 x,, =0.0006780651730
x5 = 0.006925834606 X, = 0.005480333775
X,y = 0.2949734097 X, = 0.2929842533

X,, = 0.003988886021 x5, = 0.003975282209
x,, =0.04853677628 x5, =0.04709997890
x,, = 0.002123862302 x5, = 0.0005863547559
x,, = 0.0006889302203 x5, =0.0006753803457
x,, = 0.006605237665 x5, = 0.005233820920
X,s = 0.2943482546 Xy =0.2928125612

X,, = 0.003986139850 x5, =0.003972599195
x,, = 0.04821828304 x5, = 0.04685474953
X, = 0.001640873925 X5 = 0.0004535497052
X,y = 0.0006861949512 x5, = 0.0006727079468
Xy, = 0.006301395208 Xy, = 0.004999567438

(4.9) denkleminden elde edilen niimerik ¢oziimlere ¢) sikki uygulanirsa; yani
Uy =X,.X,, Uy =X,.X5, Uy =X3.Xs, U, =X;.X,,.. Islemlere bu sekilde devam
edildiginde asagidaki sonuglar:



elde edilir.

u, =0.001378254211
u, =0.278690156310°°
u; =0.0003780718335
u, =0.001371913575

u; =0.278495985310°°
1, =0.0003752119946
u, =0.001057890581

ug =0.277387982010°°
u, = 0.0003576076962
u,, =0.001054133801

u,, =0.277195486710°°
u,, =0.00035502866544
u,; =0.0008135099998
u, =0.276093419710°
u,; =0.0003384858575
u,, =0.0008112787036
u,, =0.275902584010°
1, =0.0003361576848
1,y = 0.0006264829050
1, = 0274806412510

74
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SONUC VE ONERILER

Bu calismada, sifirdan farkli reel sayilar olan x ,,x ,,x, baslangi¢ sartlari
icin x,,, = max{L,xn_z} maksimumlu fark denklemi tanimlanmis, ¢oziimleri
xn—Z

incelenmis, farkli durumlar icin genel coziimler elde edilmis ve periyodikligi
incelenmistir. Bu fark denkleminde, birinci kisim ve ikinci kisim farkli katsayilarla
carpilarak olusturulacak yeni fark denklemlerinin ¢oziimleri ve periyodikligi
incelenebilir. Ayn1 zamanda maksimumlu fark denklemi genellestirilerek ¢oziimii ve
periyodikligi incelenebilir.

Ayrica yine bu calismada, x_ ;. ),X 55X 15X, €(0,0) ve k=0,L2,.

x
. —(2k+1 sos e . . . PR TE
olmak tizere, x,,, =——0 fark denklemi igin bir teorem verilmis, ¢oziimii ve
+X
n—k

periyodikligi incelenmistir. Denklemin katsayilar1 reel sayilar, dizi veya fonksiyon

aliarak yeni denklemler tanimlanabilir ve ¢ézlimleri incelenebilir.
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