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OZET
YUKSEK LiSANS TEZI

GENELLESTIRILMIS k-FIBONACCI VE k-LUCAS SAYILARININ
YENI BiR AILESI

Ayse ATALAY

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Yrd. Do¢. Dr. Kemal USLU

2013, 45 Sayfa

Jiiri
Damisman: Yrd. Do¢. Dr. Kemal USLU
Prof. Dr. Durmus BOZKURT
Dog¢. Dr. Bugra SARACOGLU

Bu calismada oncelikle, Moawwad El Mikkawy ve Tomohiro Sogabe tarafindan Fibonacci

sayilarinin yeni bir ailesi olan Fn(k) , k-Fibonacci sayilarinin yeni bir ailesi tanimlanip ve bu tanimdan

faydalanilarak Lucas sayilarinin yeni bir ailesi olan Lﬂ() , k-Lucas sayilarinin yeni ailesi elde edilmistir.

Bu yeni aileden yararlanilarak k-Fibonacci ve k-Lucas sayilar1 i¢in FS(’E) ve L(Skr)] seklinde gosterilen yeni

bir aile tamimlandi. Daha sonra FS(‘? ve L(Skr)] sayilar1 i¢in gesitli teoremler ve 6zdeslikler elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci Sayilari, Lucas Sayilari, k-Fibonacci Sayilari, k-Lucas Sayilari, k-
Fibonacci Sayilarinin Yeni Bir Ailesi, k-Lucas Sayilariin Yeni Bir Ailesi
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MS THESIS

A NEW FAMILY OF THE GENERALIZED k-FiBONACCI
AND k-LUCAS NUMBERS

Ayse ATALAY
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In this study, first the A new family of k-Fibonacci numbers Fn(k) were defined as a new family

of the Fibonacci numbers by Mowwad El-Mikkawy and Tomohiro Sogabe. Using this definition, A new
family of k-Lucas numbers L&k) were obtained as a new family of Lucas numbers. We have using this

new family, A new family of k-Fibonacci and k-Lucas numbers FS(’E) and L(Sk% were defined.

Finally, for a new family of k-Fibonacci and k-Lucas numbers Fs(ﬁ) and L(Skg some theorems

and identities were obtained by Binet Formula and some important properties.

Keywords: Fibonacci Numbers, Lucas Numbers, k-Fibonacci Numbers, k-Lucas Numbers, A
New Family of k-Fibonacci Numbers, A New Family of k-Lucas Numbers
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Calismamiz li¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde ¢alismamiza yardimct
olacak on bilgilerden bahsedilmistir. Fibonacci ve Lucas sayilari, k-Fibonacci ve k-

Lucas sayilar1 ve bunlarin yeni ailesi hakkinda kisaca bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde; k-Fibonacci sayilarmin yeni ailesi olan FS(’E) nin tanimi

yapilmistir. Ardindan tanimlanan bu yeni aile ile alakali ¢esitli teoremler ve 6zdeslikler
sunulmustur.

Ugiincii boliimde k-Lucas sayilarinin yeni ailesi olan LY), k-Fibonacci sayilarinin

yeni ailesi olan Fs(ﬁ) nin tanimindan faydalanilarak elde edilmis ve bu aile i¢in de ¢esitli
teorem ve O0zdeslikler bulunmustur.
Calismam siiresince en igten yardimlariyla bana yon veren Yrd. Do¢.Dr. Kemal

USLU hocama ve hem maddi hem manevi destekleriyle beni hi¢cbir zaman yalniz
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligmada yer alan bazi1 simgeler agiklamalari ile birlikte asagida verilmistir.
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F® k-Fibonacci Sayisinin Yeni Ailesinin n. Sayist
L&k) k-Lucas Sayisinin Yeni Ailesinin n. Sayisi
FS(’E) k-Fibonacci Sayisinin Yeni Bir Ailesinin n. Sayisi
L(Skg k-Lucas Sayisinin Yeni Bir Ailesinin n. Sayisi
F.} Fibonacci Dizisi
L.} Lucas Dizisi
Fk,n} k-Fibonacci Dizisi
L } k-Lucas Dizisi
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1. GIRIS

Giris boliimii, ¢alismama yardimei olan kaynaklarin verildigi boliimdiir. Bu
boliimde kaynaklar hakkinda kisa bir bilgi verilecektir.

[5]’te Falcon ve Plaza, genellestirilmis Fibonacci Sayilari olan k-Fibonacci
sayilarin1 tanimladilar ve Fibonacci dizisi ile Pell dizisinin bu say1 dizisinden elde
edilebileceginin gosterdiler.

[18]’de K. Uslu, N. Taskara, H. Kose, genellestirilmis k-Fibonacci ve k-Lucas

sayilarim tamimladilar. Bu ¢aligsmada K, ve L, k-Fibonacci ve k-Lucas sayilari
genellestirilmis k-Fibonacci ve k-Lucas sayilart G, , adi altinda genellestirildi. Buna

gore her k pozitif reel sayis1 i¢in G, , =a ve G,; =b baslangi¢ kosullar1 altinda;
Gk,n+1 = kan +Gk,n—1 ' n Zl

olarak tanimlanmistir.
[4]’de Moawwad El-Mikkawy, Tomohiro Sogabe k-Fibonacci sayilarinin yeni bir

ailesini tanimladilar. Bu c¢aliymaya gore n ve k (k#0) dogal sayilar olsun. Bu

takdirde n=mk+r (0<r<k) olacak sekilde m ve r sayilar1 bulunur. Bu

parametreleri kullanarak F®, genellestirilmis k-Fibonacci sayilari

Fn(k) — (\/%)k (am+l_ﬁm+l)r(am _ﬂm)k—r 1 N=mk+r (OS r<k)

seklinde tanimlanmistir. Dolayisiyla k-Fibonacci sayilarina yeni bir boyut getirilmistir.
[21]’de Nazmiye Yilmaz, Yasin Yazlik, Necati Taskara, k-Fibonacci sayilarinin

yeni ailesini genellestirdiler. Buna gore n ve k (k#0) dogal sayilar olmak tizere

genellestirilmis k-Fibonacci sayilarinin yeni ailesini

Gr(,k):ﬁ(Xam”—Y[)’m”)'(Xam—Y,Bm)k"  n=mk+r (0<r<Kk)

seklinde tanimladilar.



Biz ise bu ¢alismada k-Fibonacci ve k-Lucas sayilarinin yeni ailesini ele alarak

farkli bir aile tanimladik ve bu aile ile ilgili ¢esitli teoremler ve 6zdeslikler elde ettik.

1.1. Fibonacci Sayilari

Leonardo Fibonacci Italya’nin  Pisa sehrinde dogmus olan Italyan bir
matematik¢idir. Bu nedenle Pisali Leonardo olarak da anilmaktadir. Fibonacci bir
problemi arastirirken bu sayilar1 buluyor ve kendi adin1 veriyor:

{0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987, .. }
dizisi Fibonacci dizisi olarak gegiyor. Fibonacci dizisinin dzelligi kendinden onceki iki
ardisik sayinin toplaminin kendisinden sonraki sayiya esit olmasidir.

Italyan matematik¢i Fibonacci yazdigi matematik kitaplarindan birinde tavsan
ciftligi olan bir arkadasiyla ilgili oldugunu iddia ettigi bir problem sorar. Bu probleme
gore arkadasinin ciftligindeki tavsanlar dogduklar ilk iki ay yavru yapmazlar. Ugiincii
aydan itibaren her ¢ift her ay bir ¢ift yavru yapar. Buna gore Fibonacci'nin arkadasi bir
cift tavsanla baslarsa kag¢ ay sonra kag ¢ift tavsani olur?

Ik ay yeni dogmus bir ¢ift tavsanimiz olsun. Matematik problemlerinde bu
yavrularin anasiz babasiz nasil biiyiitiilecekleri konusuna pek girilmez. Ikinci ayda bu
tavsanlar heniiz yavrulamadiklari icin hala bir ¢ift tavsanimiz var. Ugiincii ay bunlar bir
cift yavru verecek ve iki cift tavsanimiz olacak. Yeni dogan cift dordiincii ay
dogurmayacak, oysa ana babalar1 yeniden bir ¢ift yavru yapacak ve toplam ii¢ cift
tavsanimiz olacak. Bu sekilde devam edersek pek bir yere varamayacagiz galiba.
Diisiinsenize 100. aya kadar hesab1 boyle gétiirmemiz miimkiin mii? Ornegin 100.ayda
kac¢ tavsanimiz olacagini dogrudan hesaplamaya ¢alisalim. 99.ayda kag¢ tavsanimiz varsa
onlarin hepsi 100. ayda da olacak. Bunlarin bir kismi yavrulayacak. Yavrulayacak
olanlarin en az iki aylik olmasi gerektigine gore 100. ayda yavrulayacak olanlar 98.ayda
sahip oldugumuz tavsanlarin hepsi olacak. Demek ki 100. aydaki tav-san sayisini
bulmak i¢in 98. aydaki tavsan sayisiyla 99. aydaki tavsan sayisini toplamak gerekiyor.

Bu hesaba bazi itirazlar yiikselebilir. Biz sadece 100. aydaki sayiyr merak
ediyorduk. Simdi onu bulmak i¢in hem 98. hem de 99. aylardaki sayiyr bulmamiz
gerekecek. Bu hesab1 100. ayda degil de {iglincli aydan itibaren yapalim. Birinci ve
ikinci aylarda birer ¢ift tavsanimiz vardi. Demek ki tigiincii ay iki ¢ift tavsanimiz olacak.
Ikinci aydaki bir ¢ift ile iigiincii aydaki iki ¢ifti toplarsak dérdiincii ay iic ¢ifti bulacagiz.

Buna gore Fibonacci dizisi soyle tanimlanir:



F=1, F,=1

Fn=Fp1+Fu2, n>2

Buna gore Fibonacci sayilarinin ilk birkag tanesi sOyle siralanir:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,2584,4181,6765,10946...
Dizilim i¢indeki bir sayiy1 kendisinden Once gelen sayiya bolerek ilerlersek

ulasacagimiz sonug¢ 1,618 rakamina siirekli yaklasacak sekilde olusacaktir.

Peki nedir Fibonacci Sayilarini yiizyillardir bu kadar o6nemli yapan?
1. Altn oran say1sinin cok Oonemli bir say1 olmasi,
2. Dizinin daha  kiicik  elemanlarinin  dogada  karsimiza  ¢ikmasi,
3. Sayilarm sayilar teorisinde farkli bir¢ok kullaniminin olmasi Fibonacci sayilarini

oldukca 6nemli yapmustir.

Simdi ¢ogu insan i¢in karmasik gelen bu 3 maddeyi biraz daha anlasilir bir dille
ifade edip aciklayalim;
1. Altin Oran’t eski Misirlilar ve Yunanlilar bulmus ve daha ¢ok mimaride
kullanmiglardi, basit anlamiyla altin oran; biitliniin pargalar1 arasinda olan geometrik ve

sayisal bir oran baglantisidir.
Bu tanim akillara su soruyu getirir; nedir altin oran ve Fibonacci arasindaki baglanti?

Fibonacci dizisindeki ardisik 2 sayimin orani sayilar biliyiidiikge Altin Oran’a

(1,618) yaklasir. Peki altin orani giinliik yasamda nerelerde gorebiliriz?

» Insanin Isaret Parmagi:

Bir insanin isaret parmagi (normal standartlardaki parmaklar i¢in gegerli) her bir

boliimil bir 6nceki boliime oran1 Altin Orani veriyor.

» Akcigerler;
Akcigeri olusturan brong agacinin goriilen en belirgin 6zelligi asimetrik
olmasidir. Soluk borusu, biri uzun (sol) ve digeri de kisa (sag) olmak tizere iki
ana bronsa ayrilir. Kisa bronsun uzun bronsa olan oraninin yaklasik olarak

1/1,618 degerini verdigi saptanmistir.

» Insan Yiizii;

Kulaklar arasindaki mesafe, gozle iist dudak arasindaki, burnun alt1 ile ¢ene



arasindaki mesafe altin oran igermektedir.
> Kollar:
Kolumuzun tist boliminiin alt bolime orani altin orani verir.

» Misir Piramitleri:

Her bir piramitin tabaninin yiiksekligine orani altin oran1 veriyor.

> Cam Kozalagi:

Cam kozalagindaki taneler kozalagin altindaki sabit bir noktadan kozalagin
tepesindeki baska bir sabit noktaya dogru spiraller olusturarak ¢ikarlar. Egrinin
egrilik acis1 altin orandir.

» Titiin Bitkisi:
Tiitiin Bitkisinin yapraklarinin dizilisinde bir egrilik s6z konusudur. Bu egriligin
tanjant1 altin orandir.

» Egrelti Otu:

Tiitiin Bitkisindeki egriligin tanjanti altin orana esittir.

Dogada Fibonacci sayilarinin nasil karsimiza ¢iktigini inceleyelim;

Bir bitkinin sapindaki yapraklarin, bir agacin dallarinin diizeninde her zaman
altin oran kurali vardir. Yapraklardan biri baslangi¢ noktasi olarak alindiginda, bundan
baslayarak yukariya dogru (asagiya dogru da olabilir) sayilirsa (ayn1 hizada birden fazla
yaprak olabilecegi diisiiniilirse donme islemi yapilabilir) farkli bitkiler i¢in farkli
sayilar bulunabilir ancak bunlarin tek ortak dzellikleri Fibonacci sayilari olmalaridir. Bir

papatyanin yaprak sayilarinin da 21,34,55,89 yani Fibonacci sayilarini verdigi bilinir.

Tim bunlarin sasirtict sonuglarin1 gordiikten sonra birka¢ ayrintiya deginmek
gerekirse; Altin Oran’1 sanatta ve mimaride oldukga fazla gormekteyiz. Ayni zamanda
resimde, miizik notlarinda, siir, ekonomi gibi bir¢ok alanda altin oran bulunmaktadir.

[3-25]

Tamm 1.1.1. F, Fibonacci say1 dizisi;
{0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,...}

seklindedir. Bu say1 dizisinin her bir elemanina “Fibonacci Sayis1” denir. F, sayilarinin

2. mertebeden lineer rekiirans bagintisi;



F.=F+F, , nx1
111
{ F =0 , F=1 ( )
seklinde tanimlanir. Baz1 Fibonacci sayilari;
n 0 1 2 3 4 5 6 7
F |0 1 1 |2 |3 [5 |8 13
seklinde verilebilir.
F, Fibonacci sayilari i¢in Binet Formiilii asagidaki gibi tanimlanir:
F:i(anﬂ_ﬂnﬂ) n:Ol,Z
n \/g y ] yres (1 1. 2)

Burada

1+5 15

= > ve 'B_T
dir. Fibonacci sayilarinin ayrica
11 -
-1 1 1
T.=| . . . |eR™
-1 1 1
-1 1]

Ozel tridiagonal matris formunun determinanti ile baglantili oldugu da bilinmektedir [4].




1.2. Fibonacci Sayilar le Tigili Ozdeslikler
Asagida bu ¢alisma igin gerekli olan birtakim 6zdeslikler verilmistir [3].

1) (Cassini’s Formiilii)

F..F.-F’=(-)"" n>1

n-1" n+l

2) (Fibonacci Binet Formiilii) a>0 ve [<0 olmak iizere,

n a—ﬂ
3) F,+F,, = o
I:n—l

4) (d’Ocagne Ozdesligi)
. I:n I:m+1 = (_1)n Fm,

m' n+l n

5) (Honsberger Formiilii)
F

n+m

—F,,F,+F.F.,

n+l' m
1.3. Lucas Sayilar

Fibonacci rekiirans bagintist kullanilarak, farkli baglangi¢ kosullart altinda, yeni
say1 dizileri elde edilebilir.

Tamm 1.3.1. L, Lucas sayilari;

(1.3.1)

L=Lotle s
Dol n2a.

seklinde tanimlanir. Lucas sayilari i¢in Binet Formdilii;

L =a"+4"n=01.. (1.3.2)



seklinde tanimlanir. Daha sonra Lucas sayilar1 ile Fibonacci sayilarinin

I_n = Fn —+ Fn_2 = % (133)

n-1
formiilii ile baglantili oldugunu goriirtiz [4, 24].
1.4. Lucas Sayilar Ile Tigili Ozdeslikler

Bu boliimde yararlanacagimiz bazi 6zdeslikler asagida verilmistir [3,5].

1) n=2 igin 2+1 - Lﬁ = Ln—l I-n+2

2) (Lucas Binet Formiilii)

n>1 i¢in L, =a"+/"
3) Ll =501
& =L, +2(-1)
1.5. Fibonacci Sayilari ile Lucas Sayilar1 Arasindaki Ozdeslikler [3]
1) n>1 i¢in F +F =L,
2) n>2 i¢in F,,-F_,=L,
3 L,,+L, ,=5F,
4) F,, =FL,

5)  5F7 =12 —4(-1)



6) m>n olmak lizere 2F

m+n = Fan +Fan
1.6. k-Fibonacci Sayilari
k-Fibonacci sayilari, Fibonacci sayilarinin bir genellestirilmesi olup Falco’n ve

Plaza tarafindan gelistirilmistir. Bu kisimda Kk-Fibonacci sayilar1  konusunda

yararlandigimiz tanim ve 6zdeslikleri ele alacagiz.

Tanmm 1.3.1. (Falco’n ve Plaza, 2007, [9])  Her k>0 reel sayisi igin;

{Fk,ml = ka’n + Fk,n—l ’ n Zl (161)

Fo=0 , R.=1

denklemi sabit katsayili ikinci mertebeden bir fark denklemi olup karakteristik

denklemi;
r’—kr—1=0

seklindedir. 1, ve 1, ; 1, >r, olacak sekilde karakteristik denklemin kokleri olmak

uzere;

_k+vk*+4 k—vk®+4

I ve r,=
olup bu iki kokten hareketle;
r+r,=k
rnr,=-1
rL—r,=vk*+4

e +r’ =k?+2

esitlikleri elde edilir.



k-Fibonacci sayilari i¢in Binet Formiilii asagidaki gibi tanimlanir:

F.=+—2, n=012.. (1.6.2)

n-nrn
{Fkv”}neN k-Fibonacci dizisinde;

> k=lalmmsa {F,|  =1{F}._ ={0112358,..} Fibonacci dizisi

neN —

> k=2 almsa {F,, |  =1{P} . ={0125122970...} Pell dizisi

ne neN —
elde edilir.
1.7. k-Fibonacci Sayilari icin Ozdeslikler [3]

1) (Falco’n ve Plaza, 2007, [9])
F. . F

k,n—r " k,n+r

- sz,n = (_1) e sz,r

2) (Falcon ve Plaza , 2007, [9])
I:k,r+s = Fk,l’+le,S + |:k,r I:k,s,—l

3) (Falcon ve Plaza , 2007 [9]) m>n olmak iizere
I:k,m I:k,n+1 - I:k I:k,n = (_1)n I:k,m—n

,m+1

E
4) Fena TR Fk'2n (1.7.0)

nl =
k,n

5  Feon =Zn:(?jk‘Fk,i (1.7.2)

i=0

6) (Falco’n ve Plaza, 2007, [9])
R —FanaFona =)™ (1.7.3)
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1.8. k-Lucas Sayilari

Tanim 1.8.1. Her k >0 reel sayisi i¢in;

L .=kL +L , nx>1
{ e = Ko + Lo (1.8.1)

Lo=2 v L,=1

denklemi sabit katsayili ikinci mertebeden bir fark denklemi olup karakteristik

denklemi;
r’—kr—1=0

seklindedir. 1, ve I, ; 1, >T, olacak sekilde karakteristik denklemin kokleri olmak

uzere;

r:k+Vk2+4 k—vk?+4

ve r,=
1 2 2

olup bu iki kokten hareketle;

r+r,=k

r.r,=-1

rL—r,=vk’+4

K2 +r,” =k?+2
esitlikleri elde edilir. k-Lucas sayist i¢in Binet benzeri formiil asagidaki gibi
tanimlanmaistir:

2+, 24T,
1 — 2

Teorem 1.8.1. X = .Y

I P

olmak tizere,

Ly _ X =G (1.8.2)

r1 - r2

dir.
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{Lk’n}ngN k-Lucas dizisinde;
k=1alnrsa Ly, |  =1{F, . =12134,7111829,..} Lucas dizisi elde edilir [3].

1.9. k-Lucas Sayilari icin Ozdeslikler

Bu boliimde arastirmamizda kullanacagimiz k-Lucas sayilar1 ile alakali bazi

Ozdesliklere yer verilmistir [3].

1) Lk,n—lLk,n+1 - Lin = (_1)n+1(2k +3)
2) I—k,n—r Lk,n+r - Lﬁn = (_1) " (Zk + 3)szr

3) Lk,m Lk,n+1 - Lk,m+1Lk,n = XY(_l)n I:k,m—n

1.10. k-Fibonacci Sayilariin Yeni Bir Ailesi

Tamm 1.10.1. (k-Fibonacci Sayilar) [4] n ve k (k=0) dogal sayilar olsun. Bu
takdirde n=mk+r (&r<k olacak sekilde m ve r sayilari bulunur. Bu

parametreleri kullanarak F®, genellestirilmis k- Fibonacci sayilari

F(k) — 1 (am+2 _ﬁm+2)r'(am+l _ﬂm+1)k—r n= mk +r (1101)

O

seklinde tanimlanir.
k=1 durumu g6z 6niine alindiginda 0<r <1 olacagindan r=0 ve m=n

bulunur. Bu durumda
Fol,={01123]

alisilmig Fibonacci sayilari olan F, elde edilir.
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Yeni ailenin k =23 i¢in say1 farkli say1 dizileri asagidaki sekildedir:
oL

n
oL

{0,01112,4}
{0,0,01111}

Tanim 1.10.1 ve (1.10.1) denkleminden genellestirilmis k-Fibonacci ve

Fibonacci sayilar1 arasindaki
FO =(F,)".(F,.) ,n=mk+r (1.10.2)
bagmntisi elde edilir.

Teorem 1.10.1. k,me{l,2,3,...} olsun. k, m sabit sayilar1 igin genellestirilmis k-

Fibonacci sayilar1 ve alisilmis Fibonacci sayilari arasinda;

) z<—1>'[ jastz. YRR

i) kzl“(k 1j|:<k> F.E&D o =F.(F,.)*?
| mk+i T (m+2)(k-1) m+2

i=0

) —(Fo)" ]—

(k)
(m+1)k -k

mk

k-1
i) ZFnﬁL‘l. =
i=0
esitlikleri bulunur.

ispat: i) Z( 1) ( jﬁﬁti. (—1)<“>_k_22(—1)“'( J(F ) (Fp)
:(—1)kl.Fm2(—1)kll( j (F )k —1-i ( +l)l

- (CF, kzl(k 1)( F) (o)

_( 1)k 1F ( m+1 Fm)k71
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= (DR (Fy)

_ k-1 (k-1)
= (DR, F(m—l)(k—l)

i) Benzer yolla,

kiEk leFnSEL :iﬂk—lj(,:m)k—i_(pmﬂ)i ((1.10.2) denkleminden)

i=0 i=0
—_k) _ k—i i_ I:m+l i k
- ka+i _(Fm) '(Fm+1) _( E )(Fm)
=F .(F,,+F)" (binomial teoremini kullanarak)
= Fm'(|:m+2)k71
=Fo R (r=0 igin (1.10.2) denkleminden)
i R0 (Y i _ (Fnayi o
I") ka+i _(Fm) '(Fm+l) _( ) (Fm)

=

m

esitliginden faydalanarak;

SR =S )R =S ey Ry =(Fm)k.k_zs(%)i

i=0 i=0 i=0 Fm m
(o) -1
= (R ()
Fia g
F,
ey L) —E) ] F,
e (Fm)k .Fm+1_Fm

:%[(Fmﬂ)k ~(F.)]

Fm

k k
(F(r(‘nJ)rl)k - ka)

m-1

Fibonacci sayilarimin 6zel tridiagonal matrislerin determinantlarindan da elde
edildigini biliyoruz. Benzer sekilde, genellestrilmis k-Fibonacci sayilari, 6zel bir k-
Tridiagonal matrisin determinantindan da elde edilebilir. Yani, k-Tridiagonal matrisin

formu,
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d 0 0 a O 0

0 d, 0 0

: : 0

T [0 0 dy 0 0 a .
" b, O .. 0 d,, O 0
0 b, 0 0 dy, 0

0 0 b 0 0 d, |

olsun. Bu durumda;

i¢in

F0 _ Ln<k
" detT® n>k>1

elde ederiz. T® matrisindeki a elemanmim i=1, 2, 3, ..., n-k degerlerinin her biri
icin siitun sayisiin (k+i) olduguna dikkat etmeliyiz. Ayrica T® matrisinde d, ve a

elemanlarmin arasinda da (k-1) tane sifir elemani olduguna dikkat etmeliyiz. Sonug

olarak k=1 igin iyi bilinen tridiagonal matris elde edilir.

Teorem 1.10.2. k=2 igin yeni aile N>0,5>0 ve n+S>1 oldugunda;

2 —1
F& - I:(n+s) . I:(n+s—2) = (_1) e

2(n+s-1)

bagintisi elde edilir.

. 11
Ispat: C :£1 Oj formunda Fibonacci matrisi olsun. Daha sonra C matrisi ve (1.10.2)

denkleminden
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F Fsa Foeax Fso 4R K
n+s n+s =C. n+s n+s — Cn+s 1 — Cn+s
el nlela A

n+s—1 n+s—2 n+s—2 n+s-3
elde edilir. Her iki tarafin determinant: alinirsa;
2 _ n+s
n+s—2 ( n+s—1) - (_1)

elde edilir.

2 (2)
( n+s—l) 2(n+s—l)

oldugunu k=2 ve r=0 igin (1.10.2) denkleminden elde ederiz.

(2) n+s-1
I:2(n+s—1) n+s* n+s 2 = (_ )

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

2 2) .. . ..
Teorem 1.10.3. Fn() ve Grﬁ) iirete¢ fonksiyonu i¢in
i) F(Z) F(Z) + Fn(zg + Fn(ﬂ , h=4,5,...

1

R R e

esitlikleri verilebilir.

Ispat: i) Oncelikle n sayisinin ¢ift say1 olmas1 durumunu inceleyecegiz.

F(Z) I:2(n21) 1 + I:2(n21) 3 + FZ(nZ"I)—4

2m

yukaridaki denklemin dogrulugunu goéstermek igin;

F2 =(F,)? (1.10.3)
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E® —FE F (1.10.4)

2m+1 m*" m+l

esitliklerinden yararlanacagiz. Bu bagintilar Tanim 1.10.1 den kolaylikla elde edilir.

B =(F)’= Fu(Ra+ o)
=F,,.F,+F, ,F,
=F, .F,+F ,.(F.,+F,,)
=F _,F +F ,F ,+(F. )
=F2 +E@_ +F2,

Benzer sekilde, n sayisinin tek say1 olmasi durumu i¢in inceleyecegiz. Yani,

2 _E®@ (2) )
I:2m+1 - I:2m + I:2 -2 + I:2m—3

m

Yukaridaki denklemin dogrulugunu gdstermek i¢in sol kismini yazalim:

Fi2, =\ F

m*" m+l

= I:m'(Fm + Fm—l)

= (Fm)2 + I:m'Fm—l

= (Fm)2 + I:m—l(Fm—l + mez)
= (I:m)2 + (I:m—l)2 + I:m—l'Fm—Z
= FZ(ri) + Fz(z)—z + F2(ri)—3

m

olup ispat tamamlanmis olur.
ii) GP(x)=> FP.x" (1.10.5)
n=0
olsun.

xGP(x) =D F3.x" (1.10.6)
n=1
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G (x)=> FAX (1.10.7)
n=3

x*GP(x)=> F&.x" (1.10.8)
n=4

(1.10.5)—{(1.10.6) +(1.10.7) +(1.10.8)} islemini ve Teorem 1.10.3" ii kullanarak;

@A-x—x*—x*).GP (X) = (R + EPx+ F2%* + E@x*) — (FPx+ F?x* + E2x%) - (F?x°)

N 2 2 2 2
+Z(Fn( ) — Fn(—:g - Fn(—ig - Fn(—z)t)xn
n=4

= (L X+X2+2X3) (X + X2+ X*) = x*+0
=1

1

SR ey

denklemi elde edilip ispat tamamlanmis olur.

Rl =R +F2,

2m+1

rekiirans bagintisini kolayca elde edebiliriz. Burada n=2m+1 sayisinin tek say1 olduguna

dikkat etmeliyiz.

Benzer sekilde n=2m durumunda da

2 2
F(z) — {FZ(m)l + Fz(mlz -1, m tek
2m 2 2 R
Fz(m)—l + Fz(m)fz , m cift

elde ederiz.

H 3 3 3 3 3 3 3 3 3
(I) I:n( ) = Fn(—i + Fn(—; - Fn(—:)% + Fn(—z)l + Fn(—% + Fn(—()S - Fn(—% - Fn(—% , nx7
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1-x°

(i) G® =
Tl X=X X=X =X = xO x4+ xE

ile verilen F® iin iireteg fonksiyonu G?(x) ve rekiirans bagintisin1 Teorem 1.10.3.”
in ispatina benzer bir yolla gosterebiliriz.

Burada F$ =0 olduguna dikkat etmeliyiz. Daha genel haliyle, k=1,2,... igin
F_(lk) =0 olmasi durumuna dikkat etmeliyiz. k=4, 5, ... igin Fn(k) yeni ailesinin iireteg
fonksiyonu ve rekiirans bagintilarini ifade edecgiz.

(i, ). elemanlari R olan Amatrisi A= 9] ise

1<i,j<n

1 , n tek
-1 , n cift

detAz{

olur. k=n-1 oldugunda m=r =1 olup F"™® =2 oldugunu kolayca gésteririz.

1.11. k-Fibonacci Sayilarinin Yeni Ailesine Ait Bazi Ozdeslikler

Son olarak bu teoremlerin disinda ispatlar1 verilmeden bazi 6zdeslikleri siralayalim[4]:
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(2) (2) _
2k, +Fy =F,

n
(2) (2) _ _
oF +F,, =F, —1+Z Fiy
i1

n
(2) (2) _ _
o — Rl =Fyy =14 Z F,
i1

° FZ(nZ) -F.Fai= (_1)n_i+l-Fzﬁ%)2 , 1=12,.,n

F.F.-1 , n tek
F.,F..+1 , n cift

n-1*" n+l

-y -]

oF®

3n+

3t F3(r?) - F3(r?33 =R,

(2) _ 1 2
oFn —g[zl—zmz — (L) }
oF =L..F.Fy,

'Fz(nzzz =F.F. +%(Ln+1'|—n—l _(Ln)z)
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1.12. k-Lucas Sayilarinin Yeni Ailesi

Tamm 1.12.1. (k-Lucas Sayilar) [4] n ve k (k=0) dogal sayilar olsun. Bu takdirde

n=mk+r (0<r<k) olacak sckilde m ve r sayilart bulunur. Bu parametreleri

kullanarak Lgk) , genellestirilmis k- Lucas sayilari
k) — m+l m+L\ r m my\k—r
LY =(@™ + ") (@™ + ") (1.12.1)
seklinde tanimlanir.

k=1 durumu g6z 6niine alindiginda 0<r <1 olacagindan r=0 ve m=n

bulunur. Bu durumda

{Lﬁ) }‘r::O = {2’1’3’4’7}

olup alisilmis Lucas sayilari olan L, elde edilir.

Yeni ailenin k=2,3 degerleri i¢in asagidaki say1 dizileri elde edilir:

Loy,
oy,

{4,21,3912,16,28}
8:4,21,39,27,36}

Tanim 1.6.1 ve (1.6.1) denkleminden genellestirilmis k-Lucas ve Lucas sayilari

arasinda
LY = (L) (L), n=mk+r (L122)
bagintis1 yazilabilir.

Teorem 1.11.1. k,me {l, 2, 3,...} olsun. k, m sabit sayilar1 i¢in genellestirilmis k-Lucas

sayilar1 ve alisilmis Lucas sayilari arasinda;



) S 1)[ junm ENSTRT ST
i=0

k
i) ST = L = L (L)
| m k+i m —(m+2)(k-1) +2

i ;Lm =Lme (L) — (L) ] = (L~

esitlikleri bulunur.

ispat: ) Z(—l)( jumm. (—1)k2(—1)k-1-i(k;1j(Lm)k-‘(LM)‘
=(—1)k1Lm_k_21(—1)k“(ki‘1j(Lm)k“(Lmﬂ)i

=(-D"'L Z( J(Lmﬂ) (L)
=(-)*'L,(Lya —L,)"  (Binomial Teoreminden)

— (D (L)
=(-D“'L, L((Ir(n_—ll))(k—l) (r=0 icin

i Z( j [ j(Lm)k-i(Lm+l)i

L kzl(k 1j(Lm>k+i(Lm+1)i

=Ly (L + Ly )
= Lm(l—m+2)k_1
=L, L((i:nj%)(k—l) (r=0 iQi n

iii) Benzer yolla,

k-1

ZLﬂ:L, —Z(LM) (L) ((1.12.2) denkleminden)

i=0

21
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= I-m+1 i k
= - (I—_j (Lm)

m

=(L)Z(LL—j

m

k
[Lerlj _1
L
_ k m
_(Lm) L

Zma_q
L

— (L )k [(Lm+l)k _(Lm)k]. I—m

" (Lm)k Lm+1 - Lm

L
= L : [(Lm+l)k _(Lm)k]

m-1
_ L (L, — LS (=0 igin (1.12.2) denkleminden)

m-1

Teorem 1.11.2. k=2 igin yeni aile N>0,5>0 ve n+s>1 oldugunda;

2 —1
L(Q()n+s—1) - L(n+s) L(n+s—2) =2. (_1) e

bagintisi elde edilir.

. 11
Ispat: C :(1 ) formunda Lucas matrisi olsun. Daha sonra C matrisi ve (1.12.2)

denkleminden

Ln+s Ln+s—1 -C I-n+s—1 Ln+s—2 —Cmsl Li LO —Cmst 12
I—n+s—l I—n+s—2 I—n+s—2 Ln+s—3 LO L—l 2 -1

elde ederiz. Her iki tarafin determinantini alirsak;

Ln+s I—n+s—2 - (Ln+s_1)2 = (—5) (_l) n+s—1
Ln+s Ln+372 - (Ln +571)2 — 5 (_1) n+s

elde ederiz.
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(Ln+s—l)2 = L(Zz()ms—l)
oldugunu k=2 ve r=0 i¢in (1.12.2) denkleminden elde ederiz.
LD,0 5 ~Lonely o =51
olup ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 1.11.3. LY ve G® igin

) L2 =19 +19 418, | n=4,5 ..

4—2x—x%-2x°

- 2
i) Gy = 1-x—x3—x*

esitlikleri verilebilir.
Ispat: i) Oncelikle n sayisinin ¢ift say1 olmas1 durumunu inceleyecegiz.

@ _1® (2 (2
m m—1+ m—3+ m-4

yukaridaki denklemin dogrulugunu goéstermek igin;

o =(Ly)" (1.11.3)

1 =Lolna (1.11.4)

seklinde iki bagintiy1 kullanacagiz. Bu bagntilar Tanim 1.11.1 den kolayca elde edilir.

0=
= Lm(Lm—l + mez)
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= I-m Lm—l + I—m Lm—2
= Lm Lm—l + Lm—z (Lm—l + mez)

=Lyl + melefz +(Lyo)’
=19 +12 . ((1.12.2) denkleminden)

Benzer sekilde, n sayisinin tek say1 olmasi durumu igin inceleyecegiz. Yani;

m+1 = + L2m—2 + m—3

Yukaridaki denklemin dogrulugunu gdstermek i¢in sol kismini yazalim:

2 =Ll
= Lo(Ly + L)
= (L) +LLs
= (L) +Loa (L + L)
= (L) + (L) +LyaLons

@, 1@ 410

m-3
olup ispat tamamlanmis olur.
ii) GP(x) = L&x" (1.11.5)
n=0
olsun. Teorem(1.12.3) iin (i) bagmtisindan
XGP (x) = ZU” (1.11.6)
x*G? (x) = ZL(Z) (1.11.7)

x*G@(x) = Zuz) (1.11.8)

(1.115)—{(1.11.6) +(1.11.7) + (1.11.8)} islemini ve Teorem 1.12.3 ii kullanarak;
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@—x—x*=x")GP (X) = (LY + LOXx+ LPx* + LPx%) — (LY x+ LPx? + LPx* + LYx°)

D (GETRGRNTAN

n=4
@A—x—x*=x"GP (X) = (4+2x+X* +3x%) — (4x+2X* + X +4x°)
(1-x—x* =x*)G? (x) =4-2x—x* -2’

4-2x—x2-2x3
1-x—x3—x*

G-

olup ispat tamamlanmis olur.

@ _1@ (2
s m T Loma

mHl
rekiirans bagintisini kolayca elde edebiliriz. Burada n=2m+1 sayisinin tek say1
olduguna dikkat etmeliyiz.

e Benzer sekilde n=2m durumunda da

m

L? +LY . +5 , m cift ise

m

L@ —

2m

{L(Zz)_l+L(22r%_2—5 , m tek ise

bagintisi elde edilir.
2. k-FIBONACCI SAYILARININ FARKLI YENI BIiR AILESI

Tamm 2.1. n,s (S#0) ve k (k#0) dogal sayilar olsun. Bu takdirde n=mk+r
(0<r <Kk) olacak sekilde m ve r sayilari bulunur. Bu parametreleri kullanarak F.¥

k-Fibonacci sayilari;

FO—— 1 ™y e n=mker O<r<k)  (2L1)

(rl - rz)k

seklinde tanimlanir. Yeni ailenin k =1,2,3 i¢in sayilarin1 asagidaki gibi buluruz:
» k=1 durumu goz 6niine alindigmda n=m+r ve 0<r <1 olup

e n=0 i¢cin O=m+r olup m=0,r=0
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_r (rl _rz)o(rlo - rzo) =0
171

@ _
I:s,O -

e n=1li¢in 1=m+r olup m=1,r=0

1
_r (rlz - rzz)o(rl - rz) =1

1 2

o _
Fs,l -

e N=2 igin 2=m+r olup m=2,r=0

1
Fs(,lz) = . (I’13 - r23)°(r12 - r22) =S

17 12

e n=3 i¢in 3=m+r olup m=3,r=0

l:s(,13) = : r ("14 - r24)°(r13 - I’23) =5’ +1

1 12

e n=4 icin 4=m+r olup m=4,r=0
1

17 12

Fs(,i = (r15 - r25)o (r14 - r24) =5°+2s

4
{FS(;) }n=0 - {0’1' s,5°+1,8° + ZS}
olup alisilmig k-Fibonacci sayilari elde edilir. Yani

v s=1i¢in {0,1,1,2,3,...} Fibonacci sayilari
ve
v s=2i¢in {01,2512,..} Pell dizisi
elde edilir.
» k=2 durumu g6z oniine alindiginda n=2m-+r ve 0<r <2 olup
e n=0 i¢in 0=2m+r olup m=0,r=0
1

Fs(,g) :—(r _r )2 (rl _rz)o(rlo _r20)2 =0
1712

e n=li¢in 1=2m+r olup m=1,r=1

26
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1
1 2

e N=2 igin 2=2m+r olup m=1,r=0

1
Fs(,g) = (r—r )z (r12 _r22)o(rl —I’2)2 =1
176

e nN=3 i¢in 3=2m+r olup m=1, r=1

1
Fs(,g) =—(I’12 - rzz)(rl - rz) =S

(rl - r2)2

e n=4 i¢in 4=2m+r olup m=2,r=0

1 3 3
F&=—"— (5 -1r,")° (7 -rf)* =¢?
s,4 (r:l _r2)2 ( 1 2 ) (1 2)

FOF —{01s,s%,5%+s,5* +25% +1]

> Yeni ailenin k =3 i¢in asagidaki sayi dizisi elde edilir:
>

{stﬁ’ }::0 = {0,0,0,l 5,5%,8%,8% +5? }
(1.6.2) ve (2.1.1) denklemlerinden hareketle;
FY =(F ) (F)" , n=mk+r (0<r<Kk) (2.1.2)
bagintisini elde ederiz.

Teorem 2.1. k,me {1,2,3,...} olsun. k,m sabit sayilar1 i¢in k-Fibonacci sayilarinin yeni

ailesi ile alisilmis Fibonacci sayilari arasinda;

(k-1 ) )
I) Z(_l) Sk ' ( | ]Fs(,lr(n)kﬂ = (_1)k 1'I:s,m'I:s(,l((m];)l)(k—l)
i=0
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(k-1 iE0 _E (E k1_p gk
") Z | S s,mk+i s.m'( s,m+2) — Psm’ s,(m+2)(k-1)

& F F
_ K 1-k s,m k k 1-k s,m k k
“l) ZS II:s(,m)k+i =S F [(Fs,m+1) _(SFs,m) ]:S F FSF(W),+1)k _SFS(,m)k]
i=0 s,m-1 s,m-1

i_Slﬂi I) I(_Z:(_l)l Sk_l_i (k _]]Fs(,lr;)kn = (_1) k—12(_1) o Sk_l_i (k i_lj(Fs,mﬂ)i (Fs,m)k_i

[
= (_1) -t I:s,m k_z:(k i_l)(Fs,erl)i (_S) . (Fs,m ) .

k-1 (k-1 i K—1-i
= (_1) I:s,mz | (Fs,m+1) (_SFs,m)
i=0
=(D“'F,(F s —SF, )" (Binomial teo.)
= (_1) 1 I:s,m (Fs,m—l) 1

=(-D** Fom Fs(,l((r;l—)l)(k—l) (I‘ =0 gl n)

“) kzl(k -_]jsi Fs(,lr<n)k+i = kzl(k i_ljsi (Fs,m+1)i (Fs,m)k_i

io\ | i—0

k=1 k — ) )
= I:s,m ;( | ]-j(s":s,mﬂ)I (Fs,m)k_l_I

=F, 1 (SFs i + Fm)™ (Binomial teoreminden)
Kk

= I:s,m(Fs,m+2) !

= Fs,m Fs(,l((r;i)Z)(k—l) (r=0 i¢in)

kel k=1 ; i
|||) ZSﬂ Fs(,ﬁ’l)k-%—i = Zsil (I:s,m+l)I (I:S,m)k7I
i=0 =0

k-1 F 1 i
— S,m+ F k
z{Fj G

F kk_1 I:sm+l i
_( s,m) ; SFS,m
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=s i [(Fs,m+1)k_(SFs,m)k]

Fs,m—l
F
_ olk s,m (k) (k)
=S = I:s,(m+1)k -S Fs mk
s,m-1

Teorem 2.2. k=2 igin yeniaile N>0, t>0, n+t>1 oldugunda;

Fs(,g)(mt—l) Fs n+t s n+t-2 — (_ )n+t (213)
dir.

. s 1
Ispat: C:(l Oj formunda k-Fibonacci matrisi olsun. Daha sonra C matrisi ve

tamimdan hareketle

( I:s,m-t I:s,n+t—1j — C( I:s,m-t—l I:s,n+t—2j — Cn+t_1( Fs,l Fs,O j
Fs,n+t—l I:s,n+t—2 I:s,n+t—2 Fs,n+t—3 Fs,O Fs,—l

olup her iki tarafin determinantin1 alirsak;

(Fs,n+t—1)2 F F (_1 m

s,n+t " s,n+t-2

(2 n+t . .
I:3,2(n+t—l) Fs n+t sn+t 2 ( -1 " (I:O 1(;11’1)

esitlikleri elde edilir.

Teorem 2.3. F? i¢in G2 igin

s,n

|) F(Z) :SF(2)1+SF(n 3 +F @) n:4,5,

s,n—4 1



2

0 X
i) G3a T losx—sx —x°

Ispat: i) Oncelikle n sayismin ¢ift say1 olmas1 durumunu inceleyecegiz:

nN=2m i¢in;

2 2 2 2
F&, = SF(Z)m—l +SFS(,2)m—3 + Fs(,ZZn—4

s,2m S,
oldugunu gosterelim:

Fon = (Fom)’
= I:s,m (SFs,m—l + Fs,m—z)

= SFs,m—lFs,m + I:s,m—2 Fs,m
= SI:s,m—l Fs,m + l:s,m—2 (SFs,m—l Fs,m—z)
= SI:s,m—l I:s,m + SI:s,m—2 Fs,m—l + (Fs,m—Z)2

— (2) (2 2
- SFs,2m—1 + SI:S,Zm—3 + l:s(,z)m—4

Benzer sekilde n sayisinin tek olmast durumunu inceleyelim:

n=2m+1 i¢in;

2 _ (2) (2) (2
F =Sk 5m +SFom s + Fooms

s,2m+1 s,2m S,2m—

oldugunu gosterelim:

Fs(,g)rml = (Fs,m+1)(Fs,m)
= l:s,m (SFs,m + Fs,m—l)

=s(Fm)* +F,

s,m-1" s,m

= S(Fs,m)2 + I:s,m—l(SFs,m—l + I:s,m—2)

= S(Fs,m)2 + S(Fs,m—l)2 + F F

s,m-1" s,m-2

—_cE® @ @
=SKon +SF om2 + Fooms

s,2m S,
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i) GA(=YFOx
n=0
SXG (x) =53 F@,x"
n=1
GA (x) =s> F@ x
n=3
X'G@ () =3 F@,x"
n=4

2 2
_SFS(,H)—3 - I:s(,n)—4)xn

s,n-1

(L-sx—sxX’ —x")GA (x) =D (F? —sF2
n=4

= (0+0X+1x* +5x%) — (SO + SOX? +sx* +s0x°)

:X2

X2

GO (x) =
sn (%) 1—sx—sx® —x*

,n

olup ispat tamamlanmis olur.

@ _gE® @
> F =skon + Foona

s,2m+1 s,2m

olup burada n=2m+1 in tek say1 olduguna dikkat etmeliyiz.

Fs(é)erl = Fs,m Fs,m+1
= I:s,m (SFs,m + Fs,m—l)
= S(I:s,m)2 + I:s,m—l Fs,m

_eE® )
=SK o+ Foma

s,2m

» Benzer sekilde n=2m durumunda da;
>

2 2
2 _ SI:S,Zm—l + I:s,2m—2 +1 , M tek
s,2m ) 2 B

SFs,Zm—l + FS,szz -1 , m cift
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bagintisi elde edilir.

I:s(g)m - I:s,m+1 I:s,m—l = (_1) m
I:s(g)m = I:s,m+1 I:s,m—l + (_1 m
Fs(g)m = I:s,m—l (SFs,m + Fs,m—l) + (_1) m

F, =Sk niFm +(Foma)+ (=)™

s,2m s,m-1" s,

e m tek say1ise;
F& =sF niFm+(Fpma)’ +1

s,2m s,m-1" s,

e M cift say1 ise;
F® =sk_,F_ +(FS’,T]_1)2 -1

s,2m s,m-1" s,

2.1. k-Fibonacci Sayilarinin Farkh Yeni Ailesine Ait Bazi Ozdeslikler

1) 2F%

S,2n-

+F2 =F, L

s,2n s,n —s,n

ispat: 2Fs(,g)n—1 + I:s(g)n = 2Fs,n I:s,n—l + Fs,n Fs,n
= Fs,n (2Fs,n—1 + |:s,n)

= Fs,n Ls,n

(L, =2F, ., +F,, oldugu Binet Formiiliinden agiktir.)

2) 2F2 , +sF? =F

s,2n s,2n

ispat: ZFS(,?W1 + sFS(é)n =2F k. +sk K,
= Fs,n (ZFs,n—l +SFs,n)
= I:s,n (Fs,n—l + I:s,n—l + SI:s,n)

= l:s,n (Fs,n—l + Fs,n+1)



i=0

nn) .
3) Fs(é)mz - Fs(é)n—z = S|:s,2n = Z(ijsHlFs,i

ispat: F @ - Fs(,g)n—z = (Fs,n+l)2 - (Fs,n—l)2

s,2n+2
= (Fs,n+1 - I:s,n—l)(Fs,n+1 + Fs,n—l)

F..F .+1 n tek ise
@ — 2 _ s,n-1" s,n+l )
4) Fs,Zn (Fs,n) {F F 1 ’ n Q'ft Ise

sn-1" snl

ispat: Fs?n - Fs,n—lFs,n+1 = (_1)n+1 (r :O |(;| r)

2 1
Fs(,Z)n - Fs,n—l Fs,n+l = (_1 "
2 1
Fs(,Z)n = I:s,n—l I:s,n+1 + (_1) m

(2
l:s,2n

F...F

s,n-1" s,n+l

5) F2 —F,, ,F.... =(-)""F®

s,2n s,n—r ' s,n+r s,2r

ispat: (Fs,n)2 - I:s,n—r I:s,n+r = (_1) " Fs,zr (I’ZO i(}il’l)

F@ —F F..=()"F2

s,2n S,n—r " s,n+r S,2r

2 FoaFonntl 0N tek ise
:(F n) = ’ ’ . )
1, n cift ise

33
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6) F(Z) + F%L—Z = I:s,2n—1

s,2n S

ispat: I:s(g)n + Fs(,g)n—Z = (Fs,n)2 + (Fs,n—l)2

rn _rn rn—l_rn—l
=(2—2)+(2 2_)* (Binet Formiilii’nden)
i P n-nrn
B r12n—1 _ r22n—l
r1 - r2
= l:s,2n—1

3. k-LUCAS SAYILARININ FARKLI YENI BiR AILESI

Tamm 3.1. n,s (s#0) ve k (k#0) dogal sayilar olsun. Bu takdirde n=mk+r

(0<r <k) olacak sekilde m ve r sayilar bulunur. Bu parametreleri kullanarak L% k-

S,

Lucas sayilari;

Lgfz=ﬁ(xnm“—vr2m“)f(xﬁm—erm)k-f , n=mk+r (0<r<k) (3.1.1)
1 2

seklinde tanimlanir.

» k=1 durumu goz 6niine alindigimda n=m+r ve 0<r <1 olup
e n=0 i¢cin O=m+r olup m=0,r=0
1

1_6

Leo = (X —Y5,)’(Xp’ -Yr) =2

e n=1li¢in 1=m+r olup m=1,r=0

1
-

Loy = (X5 —Y5,")* (X, -Yr,) =1

e N=2 igin 2=m+r olup m=2,r=0

1

1
LS, =
H_Q

(X® =Y (XK =Yr?) =5 +2
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e n=3 igin 3=m+r olup m=3,r=0
LY, = L(er Y, (XE? -YE) =s? +2s5+1
nh-r
e n=4 icin 4=m+r olup m=4,r=0

L(sl,)4 :ir(xrl5 _ers)o(xﬁ4 —YI‘24) = 33 +232 +25+2

1712
{L(j)n }::0 = {Z,Ls +2,82 +25+1 5% +25% +25 +2}
» Yeniailenin k=2 ve k=3 i¢in Lucas sayilar1 benzer sekilde bulunur:

ok, =tars s +as+a)

W,

{84,21,5+2}
(1.4.2) ve (3.1.1) denklemlerinden hareketle

LY = (L) (L) . n=mk+r , (0<r<Kk) (3.1.2)

bagintisini elde ederiz.

Teorem 3.1. k,me{l,Z,B,...} olsun. k,m sabit sayilar1 i¢in k-Lucas sayilarinin yeni

ailesi ile alisilmis Lucas sayilar1 arasinda;

oz<rkk( }gm<4“gwmawn

B k-1 k 1 L(k) _ L I_ k 1 L(k 1)
") Z | s,mk+i — —sm* ( sm+2) sm s,(m+2) (k-1)

H — sm Lsm
i) 35 L0 =5 = (L) (6l J=st st ]

i=0 s,m s,m-1
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ispat: i) _k_zl(—l)is“i(k‘l}m =(—1>k1§(—1)k“sk“(ki‘lj(Ls,m)i(Ls,m)k‘

k-1

= (_1) - Ls,m Z(k i_lj(Ls,m+l)i (_S) o (I—s,m)kilii

i=0

k1K — _ _
=(—Dk4LmeS[ JJUTmﬂY(—ﬂxm)“k

= (_1)k_1 Ls,m (Ls,m+1 - Sl-s,m)k_1

io\ |

(Binomial teo.)

= (_1)k_l Ls,m (Ls,m—l)k_1

k-1 k-1
= (_1 Ls,m L(s,(m)—l)(k—l)

i=0 i=0

(r=0 icin)

“) kzl(k i_ljsi L(s‘fr)nkJri = kzl(k i_ljsi (I—s,erl)i (I—s,m)k7i

-L, (" ‘1j<sLs,m+1)i (L)

i=0

= Ls,m (SLS,m+1 + I-s,m)k_l

= Ls,m (I-s,m+2)k_l

= Ls,m L(slf(_r?u)(k—l)
k-1 v k-1 . i
“I) 254 I-(s,r11k+i :Zsil(Ls,mArl)l(Ls,m) B
i=0 i=0
zi Ls,m+1 (Lsm)k
i=0 SLs,m ’
k=1 | i
— (Ls m)k S,m+1
S
k
Ls,m+1 _1
o Usknm
=(Lm) ’

L
[ s,m+1 J _1
SLg

(Binomial teoreminden)

(r=0 i¢in)
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:Sl_k LLS'm |:(Ls,m+1)k _(SLS,m)k]

s,m-1

(k) k
- LS B [TORTION
m-1

Teorem 3.2. k=2 i¢inyeniaile n>0,t>0, n+t>1 oldugunda;
Ls 2(n+t-1) Ls,n+t Ls,n+t—2 = (_1) e (25 + 3) (313)

dir.

. s 1 . .
Ispat: C :(1 Oj formunda k-Lucas matrisi olsun. Daha sonra C matrisi ve k-Lucas

sayilarinin tanimindan hareketle

( Ls,n+t Ls,n+t—1j — C( Ls,n+t—1 Ls,n+t—2j — Cn+t—1( Ls,l Ls,O )
Ls,n+t—1 I-s,n+t—2 Ls,n+t—2 Ls,n+t—3 Ls,O Ls,—l

olup her iki tarafin determinantini alirsak;

(Ls,n+t—1)2 - Ls,n+t Ls,n+t—2 = (_1) M (2S + 3)

Ls ,2(n+t-1) Ls,n+t Ls,n+t—2 = (_1) e (2S +3)
esitlikleri elde edilir.
Teorem 3.2. L(szr)] ve Gs(zn) tirete¢ fonksiyonu igin;

) LD =sl?  +sl?@ ,+12 ,, n=45,...

(2—-4s)x* +(1- Zs)x +(2 49)X+4

i) G® =
1—sx—sx® —x*




seklindedir.

Ispat: i) Oncelikle n sayismin ¢ift say1 olmas1 durumunu inceleyecegiz:

nN=2m igin;
2 2 2 2
L(s%m = Lg,%m—l +3S (,%m—S + L(s,%m—4
oldugunu gosterelim:

LG = (L)
=Lin(Shma+hima)
=Sk mabsm +hsmobsm
=S malsm +Lim o SLsmalsma)
=5k, malsm +Shomoboms + (Lomz)’

2 2 2
= SL(S,%m—l + SLE;,%m—?; + (,;m—4

Benzer sekilde n sayisinin tek olmast durumunu inceleyelim:

n=2m+1 i¢in;
2 2 2 2
(,%m+1 =3 (,%m +SL(S,%m—2 + L(s,;m—?:
oldugunu gosterelim:

L(s?%mﬂ = (Ls,m+1)(Ls,m)
= Ls,m (SLs,m + Ls,m—l)
=5(Lgm)? + Ly mal

s,m-1-s,m

= S(Ls,m)2 + Ls,m—l(SLs,m—l + Ls,m—2)

= S(Ls,m)2 + S(I—s,m—l)2 + Ls,m—lLs,m—Z

—<cl @ (2) (2)
=S ,2m + SLS,Zm—Z + Ls,2m—3



i) GA(x)=>LAx"
n=0
sxG@ () =sD L% X"
n=1
sx*G) () = SZ L? x"
n=3
X'GA(x)=> L% x"
n-4

(L-sx=5x° =x)GR () = > (L& —sLE , —sL 5~ LD )X
n=4

= (442X + X +5X° + 2X3) — (45X + 25X* + sx® +4s%°)

=(2—4s)x® +(1-25)X* +(2—4s)x+4

— 3 _ 2 _
Gs(zn)(x):(z 4s)x” +(1 Zs)x3 +(42 4s)X +4
’ 1-sx—sx’—X

olup ispat tamamlanmis olur.

|_(2)

2 2
s,2m+1 =S (,%m + L(s,%m—l

olup burada n=2m+1 in tek say1 olduguna dikkat etmeliyiz.

L(:%mﬂ = Ls,m Ls,m+1
=Lin (S + Lsna)
= S(I—s,m)2 + Ls,m Ls,mfl
=51 + L

Benzer sekilde n=2m durumunda da;

@ _JS (?;m—1+|—(s?%m—2_(23+3) , m tekise
s, LG, ,+(2543) |, m ciftise

S,2M—

bagintisini elde ederiz.
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o M in tek olmast durumunu inceleyelim:

Lm — Lomaboms = (1" (25+3)

om = Limals s + (D" (25+3)
Lm = Lima (S + Lima) + (1) (25+3)
Lm =Shimabom + (Lma)* +(-1)"(25+3)

L(szgm SLS 2m-1 + L(szgm 2 +( 1) (28 +3)

olup m tek oldugundan;

—SLs omat I-(sZ%m ,—(2s+3)

o M in ¢ift olmasi durumunda ise;
2 @) 2
L(s %m - SLS 2m-1 + L(s,%m—Z + (25 +3)

olur

3.1. k-Lucas Sayilarinin Yeni Ailesine Ait Baz1 Ozdeslikler

1) L2

s,2n

(L )2 LsnlLsn+1_(28+3) , N tek ise
> Lonalsna +(25+3) , n cift ise

ispat: Lin - Ls,n -1bsnvl — ( 1) (28+3)
bagintisindan faydalanarak

L2, =L +(-D)"(2s+3)

- =s,n-1 sn+1

L(Z) = Ls n 1Ls,n+1 + (_l)n (28 + 3)

s,2n

40



ise

esitliginden
L@ —(L )= Lynalsna —(25+3) , n tek
S,2Nn s,n Ls,n—l Ls,n+l + (28 +3) , N Q'ft ise
2) L(S?Zn - I-s,n—r I-s,n+r = (28 + 3)(_1) nore I:s(g)r

ispat: Li,Zn - Ls,n—r Ls,n+r = (2S + 3)(_1) o Fs?Zr
bagintisini kullanarak;
L(Z) - I-s,n—r I-s,n+r = (28 + 3)(_1) S @

$,2n s,2r

elde ederiz.

(r=0 i¢in)
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4. SONUCLAR VE ONERILER
4.1. Sonuclar

Bu ¢alismada k-Fibonacci and k-Lucas sayilarinin yeni bir ailesi tanimland1 ve k-
Fibonacci, k-Lucas sayilarindan faydalanilarak yeni aile hakkinda bazi teorem ve

Ozdeslikler elde edildi. Ayrica bu ailenin tanimindan yararlanarak bir takim sonuglara

varildi.

4.2. Oneriler

Bulunan bu yeni aile baslangic degerleri genellestirilerek genel teorem ve

Ozdeslikler elde edilebilir.
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