T.C.
SELCUK UNIVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

BIR GRAFIN UZAKLIK ENERJiSI VE UZAKLIK
ESTRADA INDEKSI ICIN SINIRLAR

SERIFE BURCU BOZKURT

YUKSEK LISANS TEZI1

MATEMATIK ANABILIM DALI

KONYA, 2009



T.C.
SELCUK UNIVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

BIR GRAFIN UZAKLIK ENERJISI VE UZAKLIK ESTRADA
INDEKSI ICIN SINIRLAR

SERIFE BURCU BOZKURT

YUKSEK LISANS TEZI1

MATEMATIK ANABILIM DALI

KONYA, 2009

Bu tez 14/08/2009 tarihinde asagidaki juri tarafindan
oybirligi ile kabul edilmisgtir.

Prof. Dr. Durmus BOZKURT Dog. Dr. A. Sinan CEVIK ~ Yrd. Dog. Dr. A. Dilek GUNGOR

(Jiiri Bagkani) (Jiiri Uyesi) (Danisman)



OZET
YUKSEK LiSANS TEZI
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2009, 38 Sayfa

Jiiri: Prof. Dr. Durmus BOZKURT
Doc. Dr. A. Sinan CEVIK
Yrd. Doc. Dr. A. Dilek GUNGOR

Bu c¢aligma basit baglantili bir grafin uzaklik enerjisine ve uzaklik Estrada
indeksine sinirlar bulmak igin hazirlanmustir. Ik olarak, bir grafin uzaklik enerjisi
icin sinirlar elde edilmistir. Daha sonra, bir grafin uzaklik Estrada indeksi
tanimlanmig ve bu indeks i¢in bazi sinirlar elde edilmigtir.

Burada elde edilen sonuglar Tablo 2.1 ve Tablo 3.1 de sunulmustur. Ayrica bu
tablolarda wverilen sinirlar tizerine gerekli degerlendirmeler dordinci bolimde

yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Grafin Uzaklik Enerjisi, Grafin Uzaklik Estrada Indeksi.



ABSTRACT
Me. S. Thesis

BOUNDS FOR THE DISTANCE ENERGY AND THE DISTANCE
ESTRADA INDEX OF A GRAPH

Serife Burcu BOZKURT

Sel¢uk University
Graduate School of Natural and Applied Science

Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. A. Dilek GUNGOR
2009, 38 Page

Jury: Prof. Dr. Durmus BOZKURT
Assoc. Prof. Dr. A. Sinan CEVIK
Assist. Prof. Dr. A. Dilek GUNGOR

This study is prepared to find bounds for the distance energy and the distance
Estrada index of a simple connected graph. It has been first obtained bounds for the
distance energy of a graph. Later, the distance Estrada index of a graph has been
defined and some bounds for this index have been obtained.

The results obtained in this thesis have been presented in Table 2.1 and Table
3.1. As a final section, there have been given some evaluations over these bounds

that depicted in tables.

Key Words: Distance Energy of Graph, Distance Estrada Index of Graph.

i



ONSOZ

Bu ¢alisma Selguk Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Bolumii Ogretim
Uyesi, Yrd. Dog. Dr. A. Dilek GUNGOR yénetiminde yapilarak, Selguk Universitesi
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Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde ilk olarak konularin
oneminden bahsedilmis ve c¢alismamizda yararlanacagimiz temel tanim ve
teoremlerle birlikte literatiir hakkinda bilgiler verilmistir. Ikinci bolimde, basit
baglantili bir grafin uzaklik enerjisi igin simrlar elde edilmistir. Ugiincti boliimde,
basit baglantili bir grafin uzaklik Estrada indeksi tanimlanmis ve bu indeks i¢in bazi
sinirlar elde edilmistir. Dordinct bolimde ise sonug ve Onerilere yer verilmigtir.
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SIMGELER

i Reel Sayilar

M, , mxn tipindeki matrislerin kiimesi
M, nxn tipindeki matrislerin kiimesi
k. 7 -elektronlarin toplam enerjisi

G Herhangi bir graf

V(G)= v,v,,...,v, G grafinin nokta kiimesi

n

Gl G grafinin i. bilegeni

G vG, G, ve G, graflarinin birlesimi

K, n noktali tam graf

K, Iki pargali tam graf

K, Star graf

T Agac

d, Grafin v, noktasinin derecesi
d,d,,....d Grafin derece dizisi

Z(G) G grafinin i1lk Zagreb indeks1

D(G) G grafinin nokta derecelerinin kdsegen matrisi

A(G) G grafinin komsuluk matrisi

A, A(G) nin i. 6zdegeri

L(G) G grafinin Laplacian matrisi

o, L(G) nin i. 6zdegeri

D G grafinin uzaklik matrisi

n D nin i. 6zdegeri

D, Grafin v, noktasinin uzaklik derecesi
D,D,,....,D, Grafin uzaklik derece dizisi

T Grafin v, noktasinin ikinci uzaklik derecesi
T,T,..T Grafin ikinci uzaklik derece dizisi



¢ap(G)
det D(T')
E(G)
EE(G)
L (1)
LE(G)
LEE(G)
EL(G)

DEE(G)

G grafinin gap1

T agacinin uzaklik matrisinin determinanti
G grafinin enerjisi

G grafinin Estrada indeksi

T agacinin uzaklik enerjisi

G grafinin Laplacian enerjisi

G grafinin Laplacian Estrada indeksi

G grafinin uzaklik enerjisi

G grafinin uzaklik Estrada indeksi

vi



1. GIRIS

Graf teori daha ¢ok ¢izgi kurami olarak bilinen, 1736 yilinda inlii matematikgi
Leonhard Euler tarafindan Konigsberg koprileri i¢in buldugu ¢oézim yontemi
sayesinde ortaya g¢ikan bir matematik dalidir. 1736 yillarinda ortaya ¢ikan bir
matematik dali olmasina ragmen ancak 20. yuzyilda biyik bir gelisme
gosterebilmistir. Bu gelismenin en 6nemli nedenleri graf teorinin fizik, kimya,
iletisim bilimleri, genetik ve sosyoloji gibi bilim dallarina uygulanabilmesi ve teorik
bilgisayar bilimlerindeki karmagik problemlerin graf teorik problemlere
donugturtlebilmesidir. Bunlarin yani sira grup teori, matris teori, olasilik ve topoloji
gibi matematigin diger bilim dallart ile ortak sahalarinin olmasi da graf teorinin
onemini artirmaktadir.

Graf teorinin en 6nemli alt dallarindan biri spektral graf teoridir. Spektral graf
teort, bilgisayar bilimleri, kimya ve kodlama teorisi gibi bir¢ok alanda uygulanabilir
olmasi agisindan discrete matematigin 6nemli bir parcasidir. Bu alanda grafin bazi
matrislerinin 6zdegerleri ve o6zvektorleri tizerine c¢alisilir. Bu c¢alismada en 6nemli
amag grafin matrislerinden elde edilen spektral bilgiler vasitasiyla grafin belli bagl
ozellikleri hakkinda bilgi edinmektir.

Bir grafin enerjisi ve Estrada indeksi parametreleri grafin 6zdegerlerini ihtiva
ettiginden bu konular spektral graf teori alanina girmektedir. Bu parametreler
kimyada ¢ok énemli olup, simdi bunlarin éneminden biraz bahsedelim.

Ik olarak bir grafta enerji kavraminin gikis noktasini ve 6nemini verelim.

G grafi, n noktali bir graf ve G nin 6zdegerlenn 4, >4, >---> 4, olsun. Bu

takdirde G nin enerjisi [10]

E@)=Y4

seklinde tanimlanmistir. Bu tamim 1978 yilinda Ivan Gutman tarafindan ortaya
attlmig bir tanim olup teorik kimyadaki sonuglardan esinlenilerek graf teoriye
kazandirilmistir.

Bir bilesigin molekuler grafi, noktalart bilesigin atomlant ve kenarlari da

bilesigin atomlar arasindaki baglari olan graf olmak tizere, Huckel molekiiler



yorliinge teori olarak bilinen birlesik hidrokarbonlardaki sz —elektronlarin toplam
enetjisi
n/2

E_ =na+ 2,32 A
i=1

bi¢imindedir. (o ve [ sabitler ve ozdegerler bilesigin molekuler grafinin

n/2

ozdegerleridir.) Yukaridaki tanimda 22 A, toplam1 £ igin trivial olmayan kisim
i=1

olup 4,,>0=4 ,,, sarti saglandiginda bu toplam grafin enerjisine indirgenmis olur.

1978 de Ivan Gutman bir grafin enerjisi kavramini ortaya attiginda
matematik¢ilerin bunu ilging bulacagini ve aragtirmaya baglayacagint diginmiistiir.
Ancak beklenildigi gibi olmamis ve yazar disinda 1998 li yillara kadar kimse grafin
enerjisi Uzerine bir ¢alisma yapmamigtir. Bu durum 20. yuzyilin sonunda degismis
ve grafin enerjisi birgok matematik¢inin dikkatini ¢gekmistir. Literatiire bakildiginda
2001 yili ve sonrasinda grafin enerjisi izerine 150 den fazla calisma yapildig
gorilmektedir.

Grafin enerjisinin son yillarda popiiler bir konu olmasindan dolay1 bu tanima
benzer tanimlar ortaya ¢ikmistir. Bu tanimlardan baslicalart grafin Laplacian enerjisi
ve grafin uzaklik enerjisi tanimlaridir.

Simdi bir grafta Estrada indeks kavraminin ¢ikig noktasini ve énemini verelim.

G grafi, n noktali bir (molekiler) graf ve G nin ¢zdegerler1 4 >4, >---> 4

olsun. Bu takdirde G nin Estrada indeksi [8]
EEG) =) e*
i=1

seklinde tanimlanmistir. Bu tanim Ernesto Estrada tarafindan 2000 yilinda organik
molekullerin 3D yapilarinin belirli 6zelliklerini temsil edebilen yeni bir yapt
tammlayict olarak verilmistir. Ozellikle de proteinlerin ve diger uzun zincirli
biyopolimerlerin bag derecelerinin karakterizasyonunda kullanilmigtir.

Ayrica Estrada indeksin biyokimya ve kompleks network teoride de
uygulamalarinin oldugu bilinmektedir.

Bir grafin Estrada indeksi son yillarda calisiilmakta olan bir konu olup birgok
matematik¢inin dikkatini ¢ekmistir. Ayrica bir grafin Laplacian Estrada indeksi

tanimlanmig ve bunun Gizerine ¢aligmalar yapilmigtir.



Simdi ¢alismamizla ilgili literattir hakkinda bilgiler verelim.

H. S. Ramane ve arkadaslarn (2008) c¢aligsmalarinda, # noktali bir G grafinin
uzaklik enerjisi i¢in bir alt ve bir st sinir elde etmiglerdir.

H. S. Ramane ve arkadaglar1 (2008) ¢alismalarinda, # noktali bir 7 agacinin
uzaklik enerjisi i¢in bir alt ve bir tst sinir elde etmislerdir.

G. Indulal ve arkadaslart (2008) caligmalarinda, # noktali ve capt ikiyi

gecmeyen bir (G grafinin uzaklik enerjisi i¢in bir alt ve bir Uist sinir elde etmiglerdir.

G. Indulal (2009) galismasinda, uzaklik derece dizisi D, D,,...,D  ve ikinci

uzaklik derece dizisi 7},7,,...,7, olan n noktali bir G grafimin uzaklik enerjisi

icin bu degerlerin kareleri toplamini ihtiva eden bir tst sinir elde etmistir.

J. A. De La Pena ve arkadaglar (2007) ¢aligmalarinda, » noktali, m kenarli bir
G grafinin Estrada indeksi i¢in nokta sayisini ve kenar sayisini ihtiva eden bir alt ve
bir Ust sinir elde etmiglerdir. Ayrica Estrada indeks i¢in grafin enerjisini de ihtiva
eden bazi tst sinirlar vermiglerdir.

I. Gutman (2008) c¢alismasinda, » noktali, m kenarlt bir G grafinin Estrada
indekst i¢in nokta sayisint ve kenar sayisini ihtiva eden bazi alt sinirlar elde etmistir.

B. Zhou ve 1. Gutman (2008) calismalarinda, n noktali, m kenarli ve derece

dizisi {d,.d,.,...,d,} olan bir G grafimn Laplacian Estrada indeksi i¢in nokta

sayisini, kenar sayisini ve grafin ilk Zagreb indeksi olan Z(G) = de yi ihtiva eden

i=1
bazi alt ve st sinirlar elde etmiglerdir.
Simdi bu ¢aligmada yararlanilacak bazi temel kavram (6rnekleri ile birlikte) ve
teoremleri verelim. Detayli bilgiler i¢in [1, 4, 5, 8-11,15,16,18] referanslarina

bakilabilir.
1.1. Graf Tanim
Bir graf noktalar ve kenarlar olarak bilinen elemanlarin kiimesinden olusur.

Her bir kenar iki noktay: birlestirir.

Simdi 4 noktal1 ve 6 kenarl1 bir graf 6rnegi verelim.



nokta H

5 W

Bir grafta ayni nokta ¢iftini birlestiren iki ya da daha fazla kenara ¢oklu kenar

denir. Bir noktay1 kendisiyle birlestiren kenara i/mek denir. Coklu kenar ya da ilmegi

olmayan grafa ise basit graf denir.
Asagida ¢oklu kenar, ilmek ve basit graf ornekleri verilmigtir.

u v u v u v
coklu ilmek
X w X w X w
(a) (b) ,

basit graf {©)

Herhangi bir G grafi verilsin. Nokta kiimesi G nin nokta kiimesinin alt

kiimesi ve kenar kiimesi de G nin kenar kiimesinin alt kiimesi olan grafa G nin bir

alt grafi denir.
Asagida bir G grafi ve G nin bir alt grafi verilmistir.

vy
25 v] e @5
'Ir'z \‘2

g

1.'7

€

b 1y vy va
€y 7

G nin alt grafi

G grafi



G grafi, nokta kimesi V' (G) = {vl,vz,. . .,vn} olan bir graf olmak tizere v, ve v,
noktalan kenar olusturuyor ise bu noktalara komsudur denir ve v, v, seklinde
gosterilir. Aksi takdirde komsu degildir denir ve v,[1 v, seklinde gosterilir. Herhangi

bir v, noktasinin derecesi v, ye komsu olan noktalarin sayist olup d, ile gosterilir.

Derecesi O (sifir) olan noktaya izole nokta ve derecesi 1 (bir) olan noktaya ise

pendant nokta denir.

Asagidaki grafta, v, noktast v, ve v, noktalar ile komsudur fakat diger
noktalarla komsu degildir. Bu grafin noktalarinin derecelert d, =4, d, =5, d, =2,

d,=2,d,=4,d,=1ve d,=0 olup v, izole bir nokta ve v, pendant bir noktadir.

Vs

Ayrica bir grafin noktalarinin derecelerinin toplami kenar sayisinin iki kati

olup, tek dereceli noktalarin sayist da ¢ifttir.
1.2. Yol ve Baglantilihk

Simdi bir grafta yol ve baglantililik kavramlar ile ilgili tanimlart verelim.

Bir G grafinin nokta kiimesi V(G):{u,v W, X,..., y,z} olsun. Ardi ardina &

2 2 >

kenarin dizilmesiyle elde edilen

Uv,Vw,wx,..., yz

k
formuna G de k uzunlugunda bir yiiriime denir. Bu sekildeki bir yurime uvwx...yz

seklinde gosterilir.



Herhangi bir G grafinda; ayni1 noktada baglayan ve biten bir yurimeye G de
bir kapali yiiriime, butin noktalar1 ve kenarlar birbirinden farkli olan yurimeye G
de bir yol ve biitiin kenarlari, baglangi¢ ve bitig noktalar: hari¢ butiin noktalar farkl
olan kapali bir yurimeye ise G de bir devir denir.

Asagidaki gibi bir graf verilsin.

Bu grafta uvwxywvzzy 9 uzunlugunda bir yiirime, vywxyzv kapali bir yirime,
vwxyz bir yol vevwxyzv bir devirdir.

G grafi, nokta kimesi V(G)={,v,,...,v,} olan bir graf olsun. G nin v, ve
v, noktalan arasinda bir yol varsa bu takdirde bu noktalara baglantilidir denir.
Baglantililik bagintist }J° tizerinde bir denklik bagintisidir. V,,V,...,V, denklik
siniflar olmak tlzere G[VI],G[VZ],...,G[Vr] alt graflarina G nin bilesenleri denir.

r =1 olmast durumunda graf baglantilidir, aksi takdirde r bilesene sahip baglantisiz
bir graftir.
Asagidaki G, grafi baglantili, G, grafi ise G[V[],G[V,] ve G[V;] bilesenleri

ile baglantisiz bir graftir.

Giv Gi¥l Glrsl



1.3. Ozel Graflar

Simdi ¢alismamizda adi gegen bazi 6zel graflarin tanimlarini verelim.
Her bir nokta cifti birbirine komsu olan ( grafina bir tam graf denir. n

noktal1 bir tam graf K, ile gosterilir.

Asagida bazi tam graf 6rnekleri verilmigtir.

Nokta kiimesi X ve Y gibi iki alt kiimeye ayrilmis olan ve kenarlart da X

deki bir noktayla ¥ deki bir noktanin birlestirilmesiyle elde edilen, G grafina iki

parcali graf ve (X Y ) ikilisine de G nin pargalart denir. Ayrica, | X | =p ve |Y | =q
olacak sekildeki iki parcali tam graf K ,  ile gosterilir. Ozel olarak K, , grafina da
star graf denir.

Asagida iki parcali graf, iki parcali tam graf ve star graf 6rnekleri verilmigtir.

2
-

™~

-— Na
.’/,.
- / ey
X Y X Y
iki pargal graf Kzs grafi Ky star grafi

Hig deviri olmayan baglatili grafa aga¢ denir.

Simdi baz1 agag¢ 6rnekleri verelim.



1.4. Komsuluk, Laplacian ve Uzaklik Matrisleri

Simdi ¢alisgmamizda kullandigimiz basit bir grafin komsuluk, Laplacian ve
uzaklik matrislerinin tanimlarim verip, bu tanimlan bir 6rnek tizerinde anlamaya
caligalim.

G grafi, nokta kimesi V(G)={v,v,,...,v,} olan bir graf olsun. G nin

komsuluk matrisi
;v U,

1
AG)=[a,]=
(@=le,] {O , aksi takdirde

olacak sekilde nxn simetrik bir matristir.

Asagidaki gibi bir graf verilsin.

1
5 2
4 3
Sekil 1.4.1
Bu takdirde bu grafin komsuluk matrisi,
[0 1 0 0 1]
1 01 01
AG)=|0 1 0 1 0
0 01 01
1101 0]

olur.



G grafi, n noktali bir

L(G)=D(G)- A(G) olacak sekilde nxn simetrik bir matristir. Burada D(G) grafin
nokta derecelerinin kosegen matrisi ve A(G) grafin komsuluk matrisidir.

Sekil 1.4.1 deki grafi g6z oniine alalim. Bu grafin noktalarinin dereceleri

graf olsun.

G

d=2d,=3d=2d=2ved =3

olup nokta derecelerin kosegen matrisi,

D(G) =

dir. Boylece Laplacian matris,

S O O O N

L(G)=D(G)-AG) =

olarak elde edilir.

G grafi, nokta kimesi V(G)={v,v,
herhangi v, ve v, noktalari arasindaki en kisa yolun uzunlugu, bu noktalar

arasindaki uzaklik olup d, ile gosterilir. Bu takdirde, G nin wzaklik matrisi,

oS O O W O

S O N O O

S N O O O

D =[d,] olacak sekilde nxn simetrik bir matristir.

Sekil 1.4.1 deki grafi goz 6niine alalim. Bu grafin uzaklik matrisi,

olarak elde edilir.

— NN = O

—_— N = O =

N = O =N

— O = NN

O = N = =

0
0
0
0
3_
0 O
-1 0
2 -1
-1 2
0 -1

nin Laplacian matrisi

-1
-1
0
-1

...V} olan bir graf olsun. G nin
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1.5. Graf Parametreleri

Simdi ¢aligmamizda sik¢a kullanacagimiz bir grafin bazi matrislerinin enerjisi,
Estrada indeksi ve bir grafin ¢apt tantmlarini verelim.

G grafi, komsuluk matrisi A(G) olan bir graf olsun. Bu takdirde A(G) nin

ozdegerlerine G grafimin 6zdegerleri denir.

G grafi, n noktali bir graf ve G nin o6zdegerleri 4,4,,...,4 olsun. Bu

takdirde G grafinin enerjisi

ﬂi

E@G)=),
i=1

bigiminde tanimlanir.
G grafi, n noktal1 bir graf ve G nin 6zdegerleri A,4,,...,4 olmak tzere GG

grafinin Estrada indeksi
EE(G)=) "
i=1

bigiminde tanimlanir.

Asagidaki G = K, tam grafim goz oniine alalim.

v,

v, Vs

Sekil 1.5.1

Bu grafin komsuluk matrisi,
0 1 1
A=|1 0 1
1 1 0

olup 6zdegerleri,
A=2ve L, =1,=-1

dir. Boylece bu grafin enerjisi ve Estrada indeksi sirastyla,
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E(G):i\;g\=4 ve EE(G):Zn:eﬂf =8.12481

i1 i
olarak elde edilir.

(G grafi, Laplacian matrisi L(G) olan bir graf olsun. Bu takdirde Z(G) nin
ozdegerlerine G grafimin Laplacian 6zdegerleri denir.

G grafi, n noktali, m kenarli bir graf ve G nin Laplacian 6zdegerleri

(o}

1,0,,...,0, olsun. Bu takdirde G grafinin Laplacian enerjisi

bigiminde tanimlanir.

G grafi, n noktali bir graf ve G nin Laplacian 6zdegerleri o,,0,,...,0, olmak

uzere, G grafinin Laplacian Estrada indeksi
LEE(G)=> e
i=1
bigiminde tanimlanir.

Sekil 1.5.1 deki G =K, tam grafin1 goz Ontine alalim. Bu grafin Laplacian

matrisi,
2 -1 -1
LG)=-1 2 -1
-1 -1 2

olup, Laplacian 6zdegerlert,

0,=0,=3ve o,=0
dir. Ayrica bu grafin nokta sayist ve kenar sayist sirastyla =3 ve m=3 olmak

tizere, Laplacian enerjisi ve Laplacian Estrada indeksi sirasiyla,

3 3
LE(G)=>|o,~2|=4 ve LEE(G)=Y " =41.17107

i=1 i=1

olarak elde edilir.
G graft, uzaklik matrisi D olan bir graf olsun. Bu takdirde D nin

ozdegerlerine G grafimin uzaklik ozdegerleri denir.
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G grafi, n noktali bir graf ve G nin uzaklik 6zdegerleri g, 44,,..., 4, olsun.

Bu takdirde G nin uzaklik enerjisi

E(G) =Y |u)

bigiminde tanimlanir.

Bir G grafinin her nokta ¢ifti arasindaki uzakliklarinin maksimumuna G
grafinin ¢apt denir ve ¢ap(G) seklinde gosterilir.

Grafin tam graf olmasi durumunda; komsuluk matrisi ve uzaklik matrisi

cakistigindan, Sekil 1.5.1 deki G =K, tam grafimin uzaklik 6zdegerleri ve uzaklik
enerjisi, bu grafin 6zdegerleri ve enerjisi ile ayni olur. Ayrica, G =K, tam grafinin

cap1 1 dir.
1.6. Graf islemleri

Simdi ¢alismamizda kullandigimiz bazi graf islemlerinden bahsedelim.
G basit bir graf olsun. G° grafi, G grafinin tamamlayicisini gostermek tizere,

bu graf “G° de u ve v noktalarinin komsu olmasi i¢in gerek ve yeter sart bunlarin
G de komsu olmamasidir.” bi¢iminde tantmlanir. Ayrica, herhangi bir G grafi i¢in
G ve G° graflarinin nokta kiimeleri aynidir.

Asagida bir (G grafi ve bu grafin tamamlayicisint gosteren bir Ornek
verilmisgtir.
L3 3 Hy 2
Lok] Uy U3 U,

Us Ug

G, ve G, graflan, sirastyla V' (G,) ve V' (G,) nokta kiimelerine sahip iki graf ve

V(G)V(G,) =9 olsun. G, grafinin her bir noktast G, grafinin her bir noktasina
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komsu olacak sekilde elde edilen grafa, G, ve G, graflarmmn birlesimi denir ve
G, v G, seklinde gosterilir. Asagida G, ve G, graflart ve bu graflarin birlesimleri

verilmisgtir.

\¢!
U
G Gyt
1 2 ™ ¥a

u;

V3

GV Gy

G, ve G,, nokta kimeleri }V(G,) ve V(G,) olan iki graf olsun. Her
u,veV(G,) igin,
ullyv < f)U f(v)
seklinde 1-1 orten bir f:V(G) =>V(G,) donusimu varsa, G, ve G, graflarina
izomorfik graflar denir.

Asagidaki iki graf birbirine izomorftur.

Ayrica izomorfik graflarin komsu matrisleri benzer olup, benzer matrislerin
ozdegerleri aynit oldugundan, izomorfik graflar aym Ozdegerlere sahiptir.

Calismamizda izomorfik graflarin bu 6zelliginden faydalanacagiz.
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1.7. Perron Frobenius Teoremi

Bu alt bolimde, ¢ok 6énemli olan ve daha sonra ana sonuglarimizi vermek igin
kullanacagimiz baz1 Lineer Cebir konularindan bahsedelim.

A=[a,] matrisi, mxn tipinde bir matris olsun. Eger i=12,....m,
j=12,...,n igin

a, >0

oluyorsa, A matrisine negatif olmayan bir matris denir.

Asagidaki 4 matrisi negatif olmayan matrise bir ¢rnektir.

AN

[l
— N O
— O N
() ok ok

Her bir satir1 ve her bir siitunundaki bir elemani 1 (bir) ve digerleri O (sifir) olan
matrislere permiitasyon matris denir. Ayrica permitasyon matrisler » tane elemanin
ozel bir permiitasyonunu temsil eder.

[12345

Asagidaki matris, 7=
1 4 2 5 3

j permitasyonuna karsilik gelen bir

permiitasyon matristir.

SO O O O =
SO O = O O
- O O O O
oSO O O = O
o = O O O

M, . kimesi, mxn tipindeki matrislerin ve M, ise nxn tipindeki kare

mn
matrislerin kiimesi olmak tizere asagidaki tanimlari verelim.

AeM, olsun.

(a) n=1ve A=01ise, yada
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(b) n>2 ve 1<r<n-1 olacak sekildeki r tamsayilan i¢in BeM, ,6 DeM,
CeM,,, ve 0OecM, olmakiizere

, {B C}
PrAP =
0 D

olacak sekilde P €M, permutasyon matrisi varsa, 4 matrisine indirgenebilir matris
denir.

AeM, olsun. Eger A matrisi indirgenebilir matris degilse bu takdirde A4
matrisine indirgenemez matris denir.

Ayrica herhangi bir G grafi baglantili ise uzaklik matrisi indirgenemezdir.
Buna gore agagidaki ornegi verelim.

Sekil 1.5.1 deki G =K, tam grafim1 goz oniine alalim. Bu graf baglantili bir
graf oldugundan uzaklik matrisi indirgenemez bir matristir.

Simdi indirgenemez negatif olmayan matrisler i¢in Perron Frobenius Teoremini
verelim.
Teorem 1.7.1. A<M olsun. Eger 4 indirgenemez negatif olmayan bir matris ise
(a) A >0 dir.
(b) 4, A matrisinin bir 6zdegeridir.
(¢) Ax = Ax ifadesinde x >0 dir.
(d) 4, A matrisinin katli olmayan bir 6zdegeridir.
(e) A matrisinin her ¢ 6zdegeri i¢in |,u|£ﬂ dir.

Burada A o6zdegerine A matrisinin Perron ozdegeri ve bu 6zdegere karsilik

gelen 6zvektore de A matrisin Perron ozvektorii denir.
1.8. Baz1 Reel Say1 Esitsizlikleri

Simdi ¢aligmamizda kullanacagimiz bazi reel sayi esitsizliklerini verelim.

Teorem 1.8.1. ( Cauchy-Schwarz Esitsizligi) a,,a,,...,a, ve b,b,,....b reel sayi

dizileri olsun. Bu takdirde

B

n 2 n
2 2
Zal.bl. <>a )b
=1 i

i=1 =1
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esitsizligi saglanir. Esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir 1<i<n igin

a, = rb, olacak sekilde bir r €[] olmasidir.

Teorem 1.8.2. (Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi ) Negatif olmayan »n

tane a,,a,,...,a, reel sayilar i¢in

a+a,+.+a,
>3faa,...a,
n

esitsizligi saglanir. Esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart a, =a, =---=a,_ olmasidir.
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2. BIR GRAFIN UZAKLIK ENERJISI iCIN SINIRLAR

Bu bolimde basit baglantili bir grafin uzaklik enerjist i¢in bazi sinirlar elde
edilmigtir. Ayrica bu sinirlarin daha oOnceki bazi sinirlardan daha iyi oldugu
gosterilmis ve bu sinirlar gelistirilmigtir. Daha sonra bu sonuglar bir 6rnek tizerinde
kargilagtirilmigtir.

Yukaridaki paragrafta belirtilen ve bu boliim i¢inde gegcen Teorem 2.1, Teorem
2.2, Teorem 2.3, Teorem 2.4, Teorem 2.5, Teorem 2.6 ve Teorem 2.7 orjinal olup
tarafimizdan ispatlanmigtir.

Simdi bu bolimde bilinmesi gereken bazi tanimlart verelim. Detayli bilgiler

icin [17] referansina bakilabilir.
G grafi, nokta kiimesi V(G) :{vl,vz,...,vn} ve uzaklik matrisi D =[d,] olan

bir graf olsun.

1) Herhangi bir v, noktasinin uzaklik derecesi

Q:i%
7=l

bigiminde tanimlanir.

2) G grafimin uzaklik derece dizisi {DI,DZ,...,DH} olmak iizere, herhangi bir v,

noktasinin ikinci uzaklik derecesi ise

bigiminde tanimlanir.

3) G grafi, uzaklik derece dizisi {DI,DZ,...,DH} olan bir graf olmak tizere, eger
her i igin D, =k ise bu takdirde G grafina k —uzaklik regiiler graf denir.

4) G grafi, uzaklik derece dizisi {DI,DZ,...,DH} ve ikinci uzaklik derece dizisi

15425

{T T ,Tn} olan bir graf olmak tizere, her i i¢in % =k ise bu takdirde G grafina

pseudo k— uzaklik regiiler graf denir.
Bir G grafi uzaklik reguler ise pseudo-uzaklik regiler oldugu tanimlarindan

aciktir. Ancak bu ifadenin tersi dogru degildir. Yani, pseudo uzaklik regiiler olan bir
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graf uzaklik regiiler olmak zorunda degildir. Simdi buna [13] de de belirttigimiz bir

karsit 6rnek verelim.

Ornek 2.1. Asagidaki G =K, v K¢ grafimi diisiinelim. Burada v graflanin birlesme

islemini ve K; de, K, tam grafimin tamamlayicisin gostermektedir.

Sekil 2.1
G=K,vK;

G nin uzaklik matrisi,

— = = = NN O
—_ = = N O N
—_— = = = O NN
—_ = = O = =
—_— = O = = =
—_— O = = = e
O = = = = e

olup, G nin uzaklik derecelert D, =D,=D,=8 ve D, =D, =D, =D, =6 ve ikinci

uzaklik dereceleri 7, =7, =7,=56 ve I,=1.=1,=1,=42 dir. Buradan % =7

1

2

(i=1,2,3,4,5,6,7) olup bu graf pseudo 7-uzaklik regiilerdir. Ancak uzaklik reguler
degildir.

Simdi [13] de yer verdigimiz ana sonuglarimiz Teorem 2.1, Teorem 2.2,
Teorem 2.3 ve Teorem 2.4 i verelim.

Oncelikle bir G grafinin uzaklik enerjisine bir tst simir elde etmek igin

kullanacagimiz, G nin uzaklik matrisinin en bitytik 6zdegeri olan 4 i¢in bir alt sinir

bulalim. Bunun igin
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ael igin MD =D ve t>2 igin M = d M olmak iizere

j=l
MO MP MO,
dizisini tantmlayalim.
Teorem 2.1. G grafi, n noktali baglantil bir graf, o bir reel say1 ve ¢ bir tamsay1

olsun. Bu takdirde

(2.1)
esitsizligi saglanir.
. T
Ispat. X = z,z,...,x  vektori D nin en buyik 6zdegeri 4 e karsilik gelen
pozitif, birim Perron 6zvektor ve
1 : : i T
= M M, ..M
n 2 "
S
i=1
olsun. C pozitif birim bir vektor olup,
D =m D' =JX"D’X >Jo"D0 (2.2)
esitsizligi saglanir.
1 n n n r
t t t
DC = nig[z;dqu ,Z;deMj ,...,Z;danj
Z Mit J= J= J=
u i=1
1 t+1 t+1 1 L
= M oM, ..M
n 2 "
> M
i=1

oldugundan
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esitsizligi elde edilir.
Asagida Teorem 2.1 i¢in esitlik kogulu verilmistir.

Teorem 2.2. (2.1) sinirinda o ve ¢ nin 6zel degerlerine karsilik esitlik olmasi igin

gerek ve yeter sart
M1t+1 B M2t+l B B Mnt+1
Mlt - M2t - - Mnt
olmasidir.

Ispat. ilk olarak (2.1) smirinda esitlik oldugunu kabul edelim. Bu takdirde (2.2)
esitsizliginden ' vektori D nin en buyik 6zdegert p; e karsilik gelen 6zvektor

t+1

oldugundan DC = p,C olur. Buise her 7 igin ]\2 =, esitligini saglar.

: =
i

t+1 M t+1 t+1
Aksine, —! — = 2 — = =—"—=F olsun. Boylece, her i igin,
M, M, M

t+1

— =k ve dolayisiyla M;""" = kM, esitligi saglamir. Bu takdirde DC =4C
M

12

olup buradan C vektoruntin, D nin k£ 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektor oldugu
sonucuna varilir. Boylece p, = & olup (2.1) de esitlik saglanir.
(2.1) sinirinda o =t =1 alindiginda agagidaki sonug elde edilir.

Sonuc¢ 2.1. (Indulal, 2009) G grafi, n noktali baglantili, uzaklik derece dizisi

D,D,,...,D  veikinci uzaklik derece dizisi T}, T, T olan bir graf olsun. Bu

IEETIRERE

takdirde

T2+T2+T2+"'+T2
/1‘12\/ 1 2 3 n (23)

D!+ D! +D.+--+D’
dir. Esitlik olmast i¢in gerek ve yeter sart bazi &k degerleri igin G nin pseudo
k —uzaklik regiiler graf olmasidir.

Simdi basit baglantili bir grafin uzaklik enerjisi i¢in elde ettigimiz tst siniri
verebiliriz.
Teorem 2.3. & grafi, n noktali ve baglantili bir graf olsun. Bu takdirde « €[] ve

t ell sabit degerleri igin
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E, G < [ — 4 |n-1]5-=2L—— (2.4)

n n 2
esitsizligi saglanir. Burada S = ZZ dl.j dir.

=1 j=1

Ispat. G grafinin uzaklik 6zdegerleri py, >, = ... > p - olmak tizere,

zn: p, =0
=1
in:EDG

ve
i=1 =1 j=l

esitlikleri bilinmektedir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden,

i|ui|§ /n—l En:u?:\/n—l S — il (2.5)
p; i

esitsizligi elde edilir. Boylece

E, G <ptyn-1 84

olur. Teorem 2.1 den

(2.6)

t+1 t+1 t+1
M M M
1 2 — . — n
t t t
M M M
1 2 n

olmasidir.

Sonug 2.1 ve [17, Teorem 6] dan
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Sut e
=1

I — > |- 2\/E (2.7)
mn

PR

elde edilir. x <.§ olmak iizere, f(x)=x+ \/(n ~1)(S —x*) fonksiyonunu goéz 6niine

alalim. Dikkat edilirse f* fonksiyonu, 2 > ,/— i¢in monoton azalan olup
n

n 2
M.tJrl
n 2
M'
2

E, G <fpu <f

dir. Boylece (2.4) esitsizligi elde edilir.

Asagidaki lemmayi (2.4) stmirinin esitlik kosulunu vermek i¢in kullanacagiz.
Lemma 2.1. (Indulal, 2009) Baglantili bir G grafinin iki farkli uzaklik 6zdegerinin
olmast i¢in gerek ve yeter sart (G nin tam graf olmasidir.

Teorem 2.4. (2.4) sinirinda esitlik olmast i¢in gerek ve yeter sart G nin tam graf ya

da
t+1 t41 t41
M1 _ MQ — — n — k Z \/:
Mlt MQL‘ M t n
S — kK S — K
esitsizligini saglayan ve ¢ farkli uzaklik 6zdegeri /i:,\/ ] ,—\/ ) olan
n— n—

baglantil1 bir graf olmasidir.
Ispat. ilk olarak (2.4) simirinda esitlik oldugunu kabul edelim. Bu takdirde (2.6) dan

ve Teorem 2.2 den

Ve



23

t+1 t+1 t+1
M M M
1 — 2 — . — n
t t t
M M M
1 2 n

H

olmalidir. Bu takdirde burada ti¢ durum s6z konusudur.

1. Durum: G nin bir tek farkli uzaklik 6zdegerinin olmasi durumunda,

1

Z ft. = 0 ve G baglantili oldugundan G = K olur.

1=1
2. Durum: G nin iki farkli uzaklik 6zdegeri olmast durumunda, Lemma 2.1
den G tam graf olmalidir.

3. Durum: G nin ¢ farkli uzaklik 6zdegeri olmasi durumunda ise

S_ 2
| = —Ml, 1 =2,...,n olur. Her i igin,
n—1

t+1
M.

S — Kk S — Kk’
— =k oldugundan G, ug farkli uzaklik 6zdegeri /1:,\/ . ,—\/ .
n— n—

olan baglantili bir graftir.
Aksine, belirtilen graflar i¢in (2.4) sinirinda esitlik oldugunu gérmek kolaydir.
(2.4) sinirinda o =t =1 alindiginda agagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.2. (Indulal, 2009) G grafi, n noktali baglantili, uzaklik derece dizisi

D,D,,...,D  veikinci uzaklik derece dizisi T,T,,...,T, olan bir graf olsun. Bu

1rdgyees

takdirde

n

> >
< =

U (| =

s o
i=1 i=1

E,(G) (2.8)
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. . . . 1 1 2 . . . .
esitsizligi saglanir. Burada S = ZZ dl_j olmak tzere esitlik olmast i¢in gerek

=1 j=1

ve yeter sart G nin tam graf ya da baz1 £ degerleri i¢in Gi¢ farkli uzaklik 6zdegeri

S —k S — K
/1:,\/ ) —\/ olan pseudo k —uzaklik regiiler graf olmasidir.

n—1 n—1

Simdi uzaklik enerjisi i¢in [3] de de yer verdigimiz ikinci sinirimizi ve bu
sinirin bazi sonuglarint verelim.

Ik olarak sinirimizin ispatinda kullanacagimiz asagidaki lemmalari verelim.

Lemma 2.2. (Ramane ve ark., 2008) G grafi, » noktali baglantili bir graf ve G
nin uzaklik 6zdegerleri g4, 44,,..., 1, olsun. Bu takdirde

Z:ui =0
=1

Ve

Z =2Y (d,)

i= i<j

esitlikleri vardir.

Lemma 2.3. (Zhou ve ark., 2008) a,,a,,...,a, negatif olmayan sayilar ise bu

takdirde

%Z“ _[H jl gniai—[i\/zjz

i=1

1

<n(n-1) %an:ai —(lil[aijn

esitsizligi vardir.

Simdi [3] de bulunan sinirimizin ispatini daha detayli bir sekilde vermeden
once bu sinirla kargilagtiracagimiz asagidaki énermeyi verelim.
Onerme 2.1. (Ramane ve ark., 2008) G grafi, n noktali ve baglantili bir graf
olsun. Bu takdirde

\/2_2@1,.].)2+n(n—1)Aj <E (G)< /%Z(dy)z (2.9)
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esitsizligi saglanir. Burada A, G nin D uzaklik matrisinin determinantinin mutlak
degeridir.
Teorem 2.5. G grafi, n noktali ve baglantili bir graf olsun. G nin D uzaklik

matrisinin determinantinin mutlak degeri A ile gosterelim. Bu takdirde

i<j

\/ZZ(dij ) +n(n—l)A% <E (G)
(2.10)

< \/2(;1 DY (d,) + pAr

i<j
esitsizligi saglanir.
Ispat. i=1,2,...,n icin a, = u’ olsun. Lemma 2.3 den

1

12 n " n n 2
n ;Zuf—[l_[ufj SnZuf—[Z uz-j
i=1 i=1 i=1

i=1

1

1< n "
<n(n=1) =3 4 —[Hufj
i=1 i=1
olur. Bu takdirde Lemma 2.2 den ve

>

i=1

H; w=A

=FE,(G) ve ﬁ

esitliklerinden

2> (d;) - nA% <2nYy (d,)’ —Ey(G)

i<j i<j
2
< (11—1)(222(@)2 —nA"j
i<j
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik diizenlenirse

25°(d, ) +nn- l)A% <EX(G)

i<j
2
<2(n-1)> (d;)* +nAr
i<j

esitsizligine ulagilir. Béylece ispat tamamlanmig olur.
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Not 2.1. Dikkat edilirse (2.10) daki alt sinir, (2.9) daki alt sinir ile gakismaktadir.
Ayrica (2.10) daki ast sinir (2.9) daki aist sinirdan daima daha iyidir. Gergekten

aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden,

2
2>'(d,)’ = nA"

i<j

E,(G)< [y d,)

Simdi Teorem 2.5 in iki sonucunu (Teorem 2.6 ve Teorem 2.7) vermeden once

olup, (2.9) daki

ust sinir elde edilir.

ilk  sonucumuzun ispatinda kullanacagimiz bir lemma ve simrimiz
karsilagtiracagimiz bir 6nerme verelim.
Lemma 2.4. (Indulal ve ark., 2008) G grafi, n noktali, m kenarl1 baglantili bir
graf ve ¢cap((G) <2 olsun. Bu takdirde

Z,uf =2(2n° —2n-3m) (2.11)
i=1

esitligi vardir.
Onerme 2.2. (Indulal ve ark., 2008) G grafi, #n noktali, m kenarli baglantili bir
graf ve ¢cap(G) <2 olmak tzere

\/4n(n -D—-6m+n(n— l)AZ/” <SE(G)< \/211(2}12 —2n—3m) (2.12)
esitsizligi vardir. Burada A, (G nin D uzaklik matrisinin determinantinin mutlak
degeridir.

Teorem 2.6. G grafi, n noktali, m kenarli, baglantili bir graf ve ¢ap(G) <2 olsun.
Bu takdirde

2

E (G)< \/ 2(n—1)(2n* —2n—3m)+nA" (2.13)
esitsizligi saglanir.

Ispat. Teorem 2.5 den

E,(G)< \/2(;1 > (d,)’ nAn

i<j
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esitsizligi bilinmektedir. Lemma 2.2 ve (2.11) esitliginden
2> (d,;)* =2(2n" - 2n—3m)

i<
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
Not 2.2. (2.13) deki tist sinir (2.12) deki iist sinirdan daima daha iyidir.

Simdi ikinci sonucumuzun ispatinda kullanacagimiz bir lemma verelim.
Lemma 2.5. (Edelberg ve ark., 1976) 7 grafi, n noktali bir aga¢ olsun. Bu
takdirde

det D(T) = (-1)"" (n—1)2"" (2.14)
esitligi vardir.

Simdi [3] de bulunan ikinci sonucumuzun ispatini vermeden once bu sinirla
karsilagtiracagimiz asagidaki dnermeyi verelim.

Onerme 2.3. (Ramane ve ark., 2008) 7 grafi, n noktali bir aga¢ olsun. Bu

takdirde
\/22 (d, +n(n—1y"242 1" <E (1)< [0y (d, ) (2.15)

esitsizligi saglanir.

Teorem 2.7. 7" grafi, n noktali bir aga¢ olsun. Bu takdirde

E(T) S\/Z(n—l)z:(a’ij)2 +n[(n—l)24”’2]% (2.16)

i<j
esitsizligi saglanir.

Ispat. Teorem 2.5 den

2
E(G)< \/Z(n —I)Z:(a’l.j)2 +nA"
i<j
dir. Boylece (2.14) esitligi kullanilarak istenilen esitsizlik elde edilmig olur.
Not 2.3. (2.16) daki tst sinir (2.15) deki st sinirdan daima daha iyidir.

Simdi de bu sonuglart bir 6érnek tizerinde kargilagtiralim.
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Ornek 2.2. Asagidaki gibi G, ve G, graflan verilsin.

v, v,
4! V2
v Vs
V4 Vi
v, v,
Gl G2
Sekil 2.2
G, grafimin uzaklik matrisi,
0 211
D - 2 011
G111 01
1 110

olur. Boylece G, in uzaklik 6zdegerleri,
1,(G)=3.56155, 11,(G,) =—0.56155, 11,(G,)=—1 ve u,(G)=-2

olup uzaklik enerjisi,

4
Ey(G) =) |u|=7.1231

i=1
dir.

G, grafinin uzaklik matrisi,

G,

W NN = = O
[ NS T N I = e T
N = N O = =
—_ = O N = N
—_— O == NN
O = = NN W

olur. Boylece G, nin uzaklik 6zdegerleri,

14(G,) =7.77200, 1,(G,) =0, 1,(G,)=—-0.77200, 12,(G,) =1, 11(G,) =2

Ve



olup uzaklik enerjisi ise

dir.

degerleri verir.

Hs (Gz) =—4

6
E(Gy) = |u|=15.554
i=1

29

Bu graflarin uzaklik enerjileri i¢in yukarida bahsedilen sinirlar asagidaki

(2.4) 2.4) 2.4) (2.8) (2.9) (2.10)
a=2 ve| a=0005 ve| a=1 ve
t=1 i¢in t=2 igin t=3 i¢in
G, 7.61868 7.55482 7.55480 7.55589 | 8.48528 | 7.87400
G, 18.35450 | 18.16335 18.16334 | 18.16463 | 22.18107 | 20.24845

Tablo 2.1
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3. BIR GRAFIN UZAKLIK ESTRADA INDEKSI iCiN SINIRLAR

Bu boliumde basit baglantili bir grafin uzaklik Estrada indeksi tanimlanmis ve
bu indeks i¢in bazi sinirlar elde edilmistir. Belirtilen bu tanim ve sonuglar, [14] de
yer almaktadir.

Ik olarak bir grafin uzaklik Estrada indeksini tanimlayalim.

Tanmm 3.1. G grafi, n noktal1 bir graf ve (G nin uzaklik 6zdegerleri 1, 4,,..., 4,
olsun. Bu takdirde DEE(G) ile gosterilen G grafinin uzaklik Estrada indeksi
DEEG) =Y " G.1)
i1

bi¢iminde tanimlanir. Ayrica

olmak tuzere,
— Nk
DEE(G)=Y -

esitligi vardir.
Simdi bu bolimdeki ana sonuglarimiz olan Teorem 3.3 ve Teorem 3.5 de
kullanacagimiz agagidaki teoremi ispatlayalim.

Teorem 3.1. (G grafi, n noktali, m kenarli, baglantili bir graf ve ¢ap(G)= p olsun.

Bu durumda

m<¥(d,y <2 (32)

i<j 2
dir.
Ispat. d;,>1 (i # j) ve d, < p oldugundan

n(n l)
D)= 3

l<]

Ve

Z(d) _n(n l)

l<]

esitsizlikleri elde edilir.

Simdi Teorem 3.1 i¢in esitlik kosulu verelim.
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Teorem 3.2. (3.2) sinirinin her iki tarafinda esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
G = K, olmasidir.
Ispat. (3.2) siurimin her iki tarafinda esitlik olmasi igin gerek ve yeter sart

1=d, = p olmalidir. Yani, herhangi iki nokta arasindaki uzaklik ve grafin ¢ap1 1

olmalidir. Bu ise graftaki her bir nokta ¢iftinin birbirine komgu olmasiyla
miumkiindir. Béylece G =K olur.

Simdi uzaklik Estrada indeksi i¢in elde ettigimiz ilk ana sonucumuzu verelim.
Teorem 3.3. G grafi, n noktali m kenarli baglantili bir graf ve ¢ap(G)= p olsun.
Boylece

Nn? +4m < DEE(G)<n—1+e”N""™ (3.3)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Ilk olarak alt simiri ispatlayalim. (3.1) esitliginin karesi alimirsa,

DEE*(G)=Y)_e™ +2) e"e" (3.4)
i=1 i<j
elde edilir. Aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden,
2

n(n-1)
2) e =n(n-1)| [Jee” j

i<j i<j

2

=n(n-1) (ﬁeﬂi jn Tﬂl)

= n(n—1)(e" )%

=n(n-1) (3.5)

olur. Kuvvet serisinin agilimindan ve N, =n; N, =0 ve N, = 22 (a’,.j)2 oldugundan

i<j

ST P

i=1 k=0 : i<j i=l k=3

k
elde edilir. Mumkiin oldugu kadar iyi bir alt sinir elde etmek igin, Z% ifadesi

k=3
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k
yerine 42% yazalim. Ayrica asagidaki ifadeyi elde etmek igin, 4 =27 yerine

k=3

te [O, 4] carpanini kullanalim. Boylece

lznl:ez"" > n+4z:(a’i].)2 +ti2%

i<j i=l k=3
L ()
- n+4§(dij)2 —tn—t%:(a’l_j)2 +t§k§—k!

=n(l-1)+(4-1)) (d,)’ +tDEE(G)
i<j
olur. Teorem 3.1 den

Zn: e >n(l—1)+(4—0)m +tDEE(G) (3.6)

i=1
elde edilir. (3.5) ve (3.6) esitsizlikleri (3.4) de yazilir ve elde edilen denklem
DEE(G) ye gore ¢gozulurse

t AN

elde edilir. n>2 ve m>1 igin

() :§+\/[n—%J +(4—x)m

fonksiyonu [0,4] araliginda monoton azalandir. Boylece DEE(G) igin en iyi alt

sinir £ =0 ig¢in elde edilir.

Simdi Ust sinir ispatlayalim. Bu takdirde

DEE(G):nJan:Z(i—i')k

k

n ul

i=1 k=1

=t 323

k=1

_ k

1[e 2

<n+y > ()
kzlk!_i:l

£

:n+zki! ZZ(dl_j)ZT

k=1 L i<J




33

nl+z{\/2§(7])2jz

=0 k!

f22<d,-,-)2
=n—1+e' ™ (3.7

olup, Teorem 3.1 den
DEE(G) <n—1+e™""™P
elde edilir.
Simdi Teorem 3.3 i¢in esitlik kosulu verelim.
Teorem 3.4. (3.3) esitsizliginin her iki tarafinda esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

G = K, olmasidir.
Ispat. (3.3) esitsizliginin her iki tarafinda da esitlik olmas1 i¢in gerek ve yeter sart G
nin butin uzaklik 6zdegerleri sifir olmalidir. G baglantili bir graf oldugundan bu
sadece G = K, olmastyla mimkiindiir. Béylece ispat tamamlanmaisg olur.

Simdi (3.7) esitsizliginin bir sonucunu verelim.
Sonug¢ 3.1. G grafi, n noktali, m kenarli baglantili bir graf ve ¢ap(G) <2 olsun.
Bu takdirde

DEE(G)<n—1+e\20r 2m3m (3.8)

esitsizligi saglanir.
Ispat. (3.7) esitsizliginden, Lemma 2.2 ve (2.11) esitliginden ispat agiktir.

Simdi uzaklik Estrada indeksi i¢in elde ettigimiz ikinci ana sonucumuzu
verelim.

Teorem 3.5. G grafi, n noktali m kenarli baglantili bir graf ve ¢ap(G)= p olsun.
Bu takdirde

DEE(G)~ Ep(G) <n—1— pfn(n—1) +e"D (3.9)
ve
DEE(G)<n—1+e™©@ (3.10)
esitsizlikleri saglanir.

Ispat. Teorem 3.3 tin ispatindan



DEEG)=n+3 3 ) (”’

=l k=l ~ i=l k=1

elde edilir. Uzaklik enerjisinin tantmindan,

k

=1 k=2 k'

olur. Burada Teorem 3.3 deki islemlerin benzeri yapilirsa

k

i=l k=2 k

[22<d>
<n-1- IZZ(d) +e
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(3.11)

ifadesi kolay bir sekilde goriilir. f(x)=e" —x fonksiyonu [0,] arali§inda monoton

artan oldugundan ve Teorem 3.1 den

DEEG)-E (G)<n-1- ,0\/71(71 —D+ epJn(n—l)

esitsizligi elde edilir.

DEE(G) ve E,(G) arasindaki diger bir iligki ise

i=l k=l

<n+y — [

k>l

A

k=1

J

_nszg»

seklindedir. Boylece
DEE(G) <n—1+¢"@
esitsizligi elde edilip ispat tamamlanir.

Simdi Teorem 3.5 i¢in esitlik kosulu verelim.

Teorem 3.6. (3.9) ve (3.10) da esitlik olmast i¢in gerek ve yeter sart G =K,

olmasidir.
Ispat. ispat, Teorem 3.4 iin ispatina benzerdir.

Simdi (3.11) esitsizliginin bir sonucunu verelim.



35

Sonu¢ 3.2. G grafi, n noktali, m kenarl baglantili bir graf ve ¢cap(G)<2 olsun.
Bu takdirde

DEE(G) - E,(G) <n—1—22n* —2n—3m) + e 273m (3.12)
esitsizligi saglanir.
Ispat. (3.11) esitsizliginden, Lemma 2.2 ve (2.11) esitliginden ispat agiktir.
Simdi uzaklik Estrada indeksi i¢in elde ettigimiz sinirlart bir 6rnek tzerinde
kargilagtiralim.

Ornek 3.1. G =K, ve G, =K, graflan verlsin. G, ve G, graflanmn uzaklik

matrisleri sirastyla,

01 1
D, =1 0 1

11 0

Ve

01 1 1

102 2
D, =
=11 2 0 2

1 220

olup, uzaklik 6zdegerleri
1(G)=2 ve 1,(G)) = (G =1
ve
1 (G,)=4.64575, 11,(G,) = —0.64575 ve 1,(G,) = 1,(G,) =2
dir. Boylece uzaklik enerjileri ve uzaklik Estrada indeksleri sirasiyla,
E(G)=4, E,(G,)=9.2915

Ve

DEE(G,)=8.12481, DEE(G,)=104.93638

olarak elde edilir.
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Bu graflarin uzaklik Estrada indeksleri i¢in yukarida bahsedilen st sinirlar

asagidaki degerleri verir.

(.3) (3.8) (.9) (3.10) (.12)
G, 13.58243 | 13.58243 | 15.13294 | 56.59815 15.13294
G, 1023.65844 | 242.18219 | 1016.73024 | 10848.44006 | 236.70496

Tablo 3.1
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4. SONUC VE ONERILER

Bu ¢aligmanin ikinci bolimiinde basit baglantili bir grafin uzaklik enerjisi igin
Teorem 2.3 de (2.4) ve Teorem 2.5 de (2.10) esitsizlikleri ile verilen sinirlar elde
edilmistir. Ugiincii boliimiinde ise basit baglantili bir grafin uzaklik Estrada indeksi
tanimlanmis ve bu indeks i¢in Teorem 3.3 de (3.3) ve Teorem 3.5 de (3.9) ve (3.10)
esitsizlikleri ile verilen sinirlar elde edilmistir. Bununla birlikte ¢ap1 ikiyi gegmeyen
bir grafin uzaklik Estrada indeksi i¢in Sonug¢ 3.1 de (3.8) ve Sonug 3.2 de (3.12)
sinirlan elde edilmistir.

(2.8) ile verilen sinir (2.4) ile verilen sinirin 6zel bir durumu olup, (2.4) ile
verilen sinirindaki o ve ¢ nin baz1 degerleri i¢in, (2.4) sinirinin (2.8) sinirindan ve
(2.10) daki st sinirin da  (2.9) daki st sinirdan daha iyi oldugu Tablo 2.1 den de
gorilmektedir. Uzaklik Estrada indeksi i¢in elde edilen sinirlar ¢ok iyi degerler
vermemesine ragmen (bakiniz Tablo 3.1) bu sinirlarin uzaklik enerjisi ve uzaklik
Estrada indeksi arasinda baglantilar kurmasi ag¢isindan 6nemli oldugunu
distiniiyoruz.

Bir grafin uzaklik enerjisi igin daha iyi simirlar bulunabilir. Bununla birlikte
uzaklik Estrada indeksi daha detayli bir sekilde galisilabilir ve 6zel graflarin uzaklik

Estrada indeksinin incelenmesi ile yeni ¢aligma sahalari olusturulabilir.



38

KAYNAKLAR

[1] Aldous, J. M., Wilson R. J. 2000. Graphs and Applications, The Open University
Printed in Great Britain.

[2] Bapat, R, Kirkland, S. T., Neumann, M. 2005. On distance matrices and
Laplacians, Linear Algebra Appl. 401 193-209.

[3] Bozkurt, S. B., Giingér, A. D., Zhou, B. 2010. A note on the distance energy of
graphs, MATCH Commun. Math. Comput Chem. 64 129-134.

[4] Buckley, F., Harary, F. 1990. Distance in Graphs, Addison Wesley, Redwood.
[S] Cvetkovic, D., Doob, M., Sachs, H. 1999. Spectra of Graphs-Theory and
Application, third ed., Johann Ambrosius Barth Verlag, Heidelberg Leipzig.

[6] De La Pena, J. A, Gutman, I, Rada, J. 2007. Estimating the Estrada index,
Linear Algebra Appl. 427 70-76.

[7] Edelberg, M., Garey, N.R., Graham, R. L. 1976. On the distance matrix of a tree,
Discrete Math. 14 23-29.

[8] Estrada, E. 2000. Characterization of 3D molecular structure, Chem. Phys Lett.
319 713-718.

[9] Fath-Tabar, G. H., Ashrafi, A. R, Gutman, 1. Note on Estrada and L-Estrada
indices of graphs, Bull. Acad. Serbe Sci. Arts (CI. Math. Natur.) in press.

[10] Gutman, 1. 1978. The energy of a graph, Ber. Math. Statist. Sekt.
Forschungszentrum Graz 103 1-22.

[11] Gutman, 1., Zhou, B. 2006. Laplacian energy of a graph, Linear Algebra Appl.
414 29-37.

[12] Gutman, I. 2008. Lower Bounds for Estrada index,. Publ. Inst. Math. Beograd
83 1-7.

[13] Gungor, A. D., Bozkurt, S. B. On the distance spectral radius and the distance
energy of graphs, Linear and Multilinear Algebra, gonderildi.

[14] Gingor, A. D., Bozkurt, S. B. On the distance Estrada index of graphs,
Hacettepe Journal of Mathematics and Statistic, gonderildi.

[15] Horn, R. A, Johnson, C. R. 1985. Matrix Analysis, Cambridge University Press,
New York.

[16] Indulal, G.,, Gutman, I. Vijaykumar, A. 2008. On the distance energy of a
graph, MATCH Commun. Math. Comput Chem 60 461-472.

[17] Indulal, G. 2009. Sharp Bounds on the distance spectral radius and the distance
energy of graphs, Linear Algebra Appl. 430 106-113.

[18] Mitrinovic, D. S. 1970. Analytic Inequalities, Springer-Verlag Berlin
Heidelberg New York.

[19] Ramane, H. S., Revankar, D. S., Gutman, I, Rao, S. B., Acharya, B. D,
Walikar, H. B. 2008. Bounds for the distance energy of a graph, Kragujevag J.
Math. 31 59-68.

[20] Zhou, B., Gutman, I, Aleksic, T. 2008. A note on the Laplacian energy of
graphs, MATCH Commun. Math. Comput. Chem. 60 441-446.

[21] Zhou, B. Gutman, I. More on the Laplacian Estrada index, Appl. Anal. Discrete
Math. to appear.



