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Bu tez ¢aligmasinda, stress-dayaniklilik giivenilirligi R=P(X>Y)’nin en ¢ok olabilirlik (MLE) ve Bayes
tahminleri elde edilmistir. Burada, X ve Y birbirinden bagimsiz ve farkli parametreli ayni karma dagilim
ailesine sahip olarak kabul edilmistir. Ayrica bu tahmin ediciler bir simiillasyon g¢alismasi ile tahmini
riskleri agisindan karsilastirilmistir.
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Abstract

In this study, maximum likelihood and Bayes estimation of the stress-strength reliability
R=P(X>Y) when X and Y have independently same mixed distribution family and different parameter are
obtained. An extensive computer simulation is used to compare of obtained estimators in that their
estimated risks.
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1. GIRIS

Stres-dayaniklilik giivenilirligi, belirli bir parganin veya sistemin, maruz kaldigi
strese dayanma olasiligi olarak tanmimlanabilmektedir. Maruz kalinan stres Y ve

dayaniklilik X ile gosterilirse stres-dayaniklilik giivenilirligi R=P(Y < X) seklinde

ifade edilebilir. Stres-dayaniklilik guvenilirligi tip, biyoloji, muhendislik ve ziraat
alanlarinda oldukga yaygin bir sekilde kullanmilmaktadir. Ornegin, bir mikrobun bir ilaca
kars1, bir beton kalibinin maruz kaldigr baskiya, bir ampuliin voltaja, bir kopriintiin kendi
tizerindeki agirliga vb. dayanmasi olasiliklarinin 6nceden bilinmesi hi¢ stiphesiz ki ilgili
alanda baz kararlarin alinabilmesi agisindan oldukg¢a 6nemlidir. Ancak gercek hayatta
bu tiir olasiliklarin énceden bilinmesi pek miimkiin degildir. Bu sebeple bu olasiliklarin
yani stres-dayaniklilik gtivenilirliklerinin tahmini ayr bir 6neme sahiptir. Su ana kadar
stres-dayaniklilik guvenilirligi ile ilgili yapilan c¢aligmalarda genellikle stres ve
dayanikliligin ayni dagilim ailesine ait (6rnegin ustel, Weibull, Normal, Gamma, Burr,
Pareto gibi) rasgele degiskenler oldugu durum incelenmistir. En ¢ok incelenen tahmin
edici ise sahip oldugu ozellikler agisindan dogal olarak en ¢ok olabilirlik tahmin
edicisidir. Ancak bazi varsayimlar altinda stres-dayaniklilik givenilirligi i¢in tam
ornekleme dayali bagka tahmin ediciler de incelenmistir. Bu c¢aligmalardan bazilari
asagida siralanmigtir.

Awad ve ark. (1981), X ve Y rasgele degiskenlerinin iki degiskenli ustel
dagildigini varsayarak R = P(Y < X) stres-dayaniklilik giivenilirligi i¢in ii¢ ayn tahmin
ediciyi incelemiglerdir. Ayrica X ve Y ’nin ortalamalarinin esitligini test etmek i¢in bir
test ve ortalamalar arasindaki fark i¢in gliven limitleri vermiglerdir.

Church ve Harris (1970), X ve Y rasgele degiskenlerinin bagimsiz ve normal

dagilimli olmalart durumundaR = P(Y < X)olasiligt i¢in guven araliklart elde
etmiglerdir.

Costantine ve Karson (1986), X ve Y rasgele degiskenlerinin sirasiyla (M, A)
ve (N, p)parametreli gamma dagilimina sahip olduklart ve M ve N parametrelerinin
bilindigi varsayimi altinda P(Y < X) olasiligi i¢in en ¢ok olabilirlik ve en kiigik

varyansli yansiz tahmin edicilerini elde etmiglerdir.
Woodward ve Kelley (1977), X ve Y rasgele degiskenlerinin bagimsiz ve

normal dagilimli olmalart durumunda P(Y < X) olasiliginin en kiigiikk varyanslt yansiz

tahmin edicisini yeni bir formda elde etmiglerdir.



Kotz ve ark. (2003) tarafindan yazilan bu kitap P(Y < X) stres-dayaniklilik

guvenilirliginin ayrnintili bir sekilde incelendigi 6nemli bir eserdir. Bu kitapta baslica
stres-dayaniklilik giivenilirliginin tarih¢esi, matematiksel ifadesi ve tahmini konusu
tizerinde durulmugtur. Tahmin agamasinda X ve Y rasgele degiskenlerinin normal, iki
parametreli Ustel, Gamma, Pareto, Weibull, Burr X ve XII ve daha baska dagilimlara
sahip olmalart durumunda stres-dayaniklilik gtvenilirliginin en ¢ok olabilirlik tahmin
edicileri incelenmistir. Yine bazi dagilimlar i¢in en kigiik varyansli yansiz tahmin
ediciler ve Bayes tahmin edicileri incelenmigtir. Ayrica kitabin son bélimiinde bir ¢ok
uygulama ve ornege yer verilmistir.

Kundu ve Gupta (2005), X ve Y rasgele degiskenlerinin ayn1 6lgek parametreli
ve farkli sekil parametreli genellestirilmig tstel dagilima sahip olmalari durumunda

P(Y < X)i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini ve bu tahmin edicinin asimptotik
dagilimin1 elde etmislerdir. Bu asimptotik dagilimi kullanarak P(Y < X) i¢in

asimptotik giiven araligini olusturmuslardir. Ayrica ortak olan 6l¢ek parametresinin

bilindigi varsayimi altinda P(Y < X) olasiliginin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin

yaninda Bayes ve en kiigik varyansli yansiz tahmin edicilerini elde etmisler ve bu
tahmin edicilerin performanslarint  bir Monte Carlo similasyon ¢aligmasi ile
kargilagtirmiglardir.

Kundu ve Gupta (2006), X ve Y ’lerin farkli ol¢ek parametreli ve ayni sekil
parametreli Weibull dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler olmalari durumunda

P(Y < X) olasihiginin en ¢ok olabilirlik tahminini incelemislerdir. En ¢ok olabilirlik

tahmin edicisinin analitik olarak elde edilememesinden dolay1 analitik olarak elde
edilebilen yaklagik en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi tizerinde durmuglardir. Ayrica en
cok olabilirlik tahmin edicisinin asimptotik dagilimini elde etmigler ve buna bagli olarak
da P(Y < X) i¢in asimptotik gliven araligin1 vermislerdir. Yazarlar P(Y < X)i¢in Bayes
tahminini ve karsilik gelen araliklart elde etmigler ve bir simulasyon g¢alismasi ile
yontemleri kargilagtirmiglardir.

Son zamanlarda ¢esitli dagilimlar farkli tekniklerle birlestirilerek yeni karma
dagilimlar elde edilmistir. Ornegin, Adamidis ve Loukas (1998) geometrik sayida tistel
dagilima sahip rasgele degiskenlerin minimumunun dagilimim dikkate alarak Ustel-
Geometrik (EG) dagilim olarak adlandirildiklart dagilimi elde etmiglerdir. Adamidis ve
Loukas’in bu ¢aligmast bu tiirden ¢aligmalarin baglangi¢ noktast olmustur. Daha sonra

benzer digince ile Kus (2007). Tahmasbi ve Rezai (2008) ve Chankandi ve Ganjali



(2009) sirasiyla Ustel-Poisson (EP), Ustel-Logoritmik (EL) ve Ustel-Kuvvet Serisi

(EPS) isimli yeni yasam zamani dagilimlarini elde etmislerdir.

Bu ¢alismada, Adamidis ve Loukas (1998) tarafindan onerilen Ustel-Geometrik
ve Kus (2007) tarafindan onerilen Ustel-Poisson dagilimlari igin stres-dayaniklilik
givenilirlikleri ve bunlarin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri ile Tierney-Kadane
yaklagimi kullanilarak yaklasik Bayes tahmin edicileri elde edilmistir. En ¢ok olabilirlik
tahmin edicilerinin similasyon ile elde edilen ortalama yan ve ortalama MSE (Hata
Kareler Ortalamasi) digerleri verilmistir. Ayrica yine similasyon en ¢ok olabilirlik

tahmin edicileri ile Bayes tahmin edicileri tahmini riskleri agisindan kiyaslanmistir.

Tezde elde edilen tim sonuglara, niimerik bir uygulama eklenmis, Numerik
caligmalarda Excel 2010, Maple 13 paket programlari ile Matlab 10 programlama dilleri

kullanilmagtir.
2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Nokta Tahmini

Parametresi tahmin edilmek istenilen kitle f (x|0), 0<c® dagilimina sahip

olsun. Burada 6 kitle parametresini, ®, parametre uzayini temsil etmektedir. Bu
kitleden alinan ve her biri aynt f(x/0), 6 €® dagilimina sahip X, X,,..., X, rasgele

degiskenlerin dizisine drneklem denir.

Orneklemin bilinmeyen parametre igermeyen bir fonksiyonuna istatistik denir.
Istatistikler ayn1 zamanda birer rasgele degiskendir. Bir istatistik bir parametreyi veya
parametrenin bir fonksiyonunu tahmin etmek amaciyla kullamildiginda tahmin edici
adint alir. Tahmin edicinin aldigt degere de tahmin denir.

Dagilimi bilinen fakat parametreleri bilinmeyen bir kitlenin parametrelerinin
tahmin edilmesi istatistik biliminin en énemli problemlerindendir. Kitle parametreleri,
kitleden alinan bir o6reklem yardimiyla olusturulan istatistiklerle tahmin edilir.
Parametre hakkinda butiin bilgi 6érneklemin igindedir. Bu sekilde elde edilen tahminlere

nokta tahmini denir.



2.1.1. En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi ve Asimptotik Ozellikleri

X, X,,....,X, orneklemin ortak olasilik (yogunluk) fonksiyonu,
f(X|9) :f(x],xz,...,xn |:9)

Bigiminde olmak tizere bu fonksiyona x,,x,,...,x,  lerin degil de, & ’nin bir fonksiyonu
goziyle bakildiginda bu fonksiyon olabilirlik fonksiyonu adini alir ve L(0 | X) seklinde

gosterilir.

L(é|x):sup9€® (L(9|X)) esitligini saglayan é(x) istatistigine 6’nin en ¢ok

olabilirlik  tahmini ve é(XI,Xz,...,Xn) istatistigine ise €’ nin en ¢ok olabilirlik

tahmin edicisi adi verilir.

Teorem 2.1. (Roussas 1973) X, X,,...X,, [(x60) ,0€©®cR dagilimindan

~

almmais orneklem olmak iizere ¢:® —®'cC R" bire-bir fonksiyon olsun. O zaman 0,
6 'min en ¢ok olabilirlik  tahmin edicisi ise, (o(é) da (/)(0) 'min en ¢ok olabilirlik

tahmin edicisidir.
2.1.2. Bayes Tahmin edicileri

Bayes yaklagimi, diger tahmin yontemlerinden temelde farklidir. Bu
yontemlerde bir € parametresinin bilinmedigi ancak sabit oldugu kabul edilir. 6

parametreli bu dagilimdan X,,X,,...,X, rasgele orneklemi cekilir, orneklemdeki

gozlenen degerlere bagli olarak 6’ nin degeri hakkinda bilgi elde edilir. Bayes
yaklagiminda ise @’ nin bir olasilik dagilimina sahip bir rasgele degisken oldugu
varsayilir. Bu olasilik dagilimi € nin prior yada 6nsel dagilimi olarak adlandirilir. Bu
onsel dagilim subjektif bir dagilimdir. Yani aragtirmaci 6rneklemi almadan 6nce €’ nin
bu onsel dagiliminin se¢imini kendisi yapmaktadir. Bayes yonteminde & parametreli

dagilimdan X,,X,,..., X, oOrneklemi alinir ve bu omeklemden elde edilen bilgiye

dayali olarak 6’ nin o6nsel dagilimint giincellenir. Guincellenen bu dagilim 6’ nin

posterior ya da sonsal dagilimi olarak adlandirilir. Bu giincelleme islemi Bayes kurali



kullanilarak yapildigr i¢in bu yaklagim Bayes yaklasimi olarak adlandirilir. Bu

yaklagimda yapilacaklar kisaca agagidaki gibi 6zetlenebilir.
T (0) f’nin onsel dagilimini ve  f (X|t9) X ornekleminin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonunu gostermek tizere & ve X ’in ortak dagilimi

f(x,0)=f(x|6)7(6)
olarak yazilabilir. Burada X =(X,,X,,...,X,) ve x=(x,,x,,...,x,) dir. Buna gore 6’

nin sonsal dagilimi

(o) =L20 }’Ex?

seklinde elde edilebilir. Burada f(x) X’in marjinal dagilimidir ve

f®= [ f(x0)d0= | [(x0)7(6)d6

=@

seklinde elde edilir. Sonugta &’ nin sonsal dagilimi

(@) = — L1070
[ S (x10)2(0)d0

olarak ifade edilir. Elde edilen bu sonsal dagilimla birlikte elimizde € nin bir dagilimi

bulunmaktadir ve bu dagilim 6rneklemden gelen bilgiyi de igermektedir.

Bu asamadan sonra 6 i¢in Bayes tahminine gegcilebilir. Burada kayip
fonksiyonu i¢in kabuller devreye girmektedir. Uygulamalarda genellikle karesel kayip

fonksiyonu altinda Bayes tahmin edicileri elde edilmektedir. Karesel kayip fonksiyonu
altinda @ parametresinin Bayes tahmini 6 nin posterior dagilimi 7 (€ |x)’ in beklenen

degeri olarak elde edilir.



Yani

08 ayes

= E£(0X)
= [ 07(0|X)do

seklindedir. 6’ nin herhangi bir U (0) gibi bir fonksiyonun Bayes tahmin edicisi ise

0(0),,,= [ u(6)7(61X)d8

Z=C)

seklinde elde edilebilir.

2.1.2.1.Tierney-Kadane

Esitlik (2.1) ile verilen ve iki integralin orani seklinde ifade edilen Bayes tahmin
edicisinin elde edilmesinde integrallerin hesaplanamamasi gibi sorunlar ortaya
cikmaktadir.

Yukarida verilen U (6)’ mn Bayes tahmin edicisi U 5

ayes

) [erag
Uiyes = m 2.1)
seklinde ifade edilir.
Burada;
|
L(O]x) = ;(ln(0|x) +Ing(9)) 2.2)

seklindedir ve esitlikteki g(8)segcilen 6nsel dagilimi gostermektedir.
L*(0|x):L(0|x)+llnu(0) (2.3)
n

seklinde ifade edilmektedir. Bu yaklagima gére U (€) nin yaklagik Bayes tahmini

- (detY’ v ~ q(é* x)
U{ detzj U(a)q(0~|x) 24)

esitligi yardimiyla bulunabilir. Ayrica;



q(0|x)=((6]x)g(0)seklinde elde edilir.

Burada 6§, L(@|x) fonksiyonunu maksimum yapan deger; 8" ise L' (6x)

fonksiyonunu maksimum yapan degerdir.

Ayrica ¥ , L(0|x)’in ikinci tirevler matrisinin (-) isaretlisinin tersinin 6°daki degeri;

Y ise L (6’ | x) ’in ikinci tirevler matrisinin (-) isaretlisinin tersinin "> daki degeridir.

2.2. Aralik Tahmini

X,X,,...X, , f(x@) ,0e®cR dagilimindan alinmis n birimlik bir
154 n g

orneklem olsun. Rasgele aralik, en az bir sinir noktasi rasgele degisken olan sonlu veya

sonsuz araliktir.
LR >R ve U:R" >R, VxeR" i¢in L(X)SU(X) kosulunu saglayan Borel
olgulebilir iki fonksiyon olmak tizere, L ve U fonksiyonlart yardimiyla olusturulan

[L(x,,X,,...X )V U(X,,X,,...X, )| arahg asagdaki (2.5) esitsizligini saglarsa, &

parametresi i¢in 1— (0 <o < 1) anlam seviyeli giiven araligi adini alir.
B L(X,X,,...X,)<0<U(X,, X,,....X,) |21-a, V6O (2.5)

Eger asagidaki (2.6) esitsizligi saglanirsa L(X . CH. ¢ n)’e, 1 —o giiven seviyeli alt

giiven limiti denir.

BL(X,X,,...X,)<0<x0|21-a, VOO (2.6)

Eger asagidaki (2.7) esitsizligi saglanirsa U (X XX n)’e, 1 - giiven seviyeli st

giiven limiti denir.



B|-0<0<U(X.X,,....X,)|21-a, V6O (2.7)

Guven araliginin, 8 parametresinin ¢ok boyutlu olmast durumunda genellestirilmest,

giiven bolgesi olarak adlandirilir (Roussas 1973).

2.3. Fisher Bilgi Matrisi

X,,X,,..,X, ormeklemi, olasilik (yogunluk) fonksiyonu f(x]0),0<R” olan

kitleden alinan 7 birimlik bir 6rneklem olsun. Ormeklemin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu
f(x]0), xeR”
olmak tizere bu fonksiyona parametrenin bir fonksiyonu gozii ile bakildiginda

L(0x)=f(x8), 6O R 2.8)

seklinde tanimlanan fonksiyona X, X,,..., X, orneklemine dayali olabilirlik fonksiyonu

denir. Burada x:(x],xz,...,xn)’ ve 0:(0,,02,...,49},)’ seklinde olup ® parametre

uzayidir. Olabilirlik fonksiyonu L(9|x) in logaritmasi alinarak
0(#)=log(L(0x)), 0cOR” 2.9)
seklinde elde edilen fonksiyona log-olabilirlik fonksiyonu denir.

X,,X,,..,X, orneklemi, olasilik (yogunluk) fonksiyonu f(x;0),0 €R” olan

kitleden alinan 7 birimlik bir 6rneklem olsun. Bu 6rneklem i¢in Fisher bilgi matrisi

16)=-E {;—Zlog@ (9|X))j}



(52 /(e)J
E
26,06, (2.10)

seklinde tanimlanir, burada L(0]X) ve £(0) sirasiyla esitlik (2.8) ve (2.9) de verilen

olabilirlik ve log-olabilirlik fonksiyonlaridir.

2.4. Newton-Raphson Yontemi

f (x): 0 denkleminin bir kokinin bulunmasindaki iteratif yontemlerden biridir.
f (x) sirekli ve tiirevlenebilen fonksiyonunun bilinen yaklagik bir koki x, olsun.

£ (x, +h) fonksiyonu x, civaninda ikinci mertebeye kadar Taylor serisine acilirsa

Pl 1= 1 e e b E,) e, ) @1

yazilabilir. x, +h=1x,, degerinin ger¢ek koke ¢ok yakin oldugu yani f (xn +h)’ n

hemen hemen sifir oldugu disiinilirse,

0= £, )+ )+ 1E) £ e,um, +h) .12)

yazilir. Sayet % yeterince kiigiikk ise 4°’yi igeren terim ve sonraki terimler ihmal

edilebilir. Boylece
Sx,)+hf(x,)=0

veya

(2.13)
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olarak elde edilir. Eger 4= x,,, —x, oldugu goz 6niine alinirsa,

_, Sk
X1 =Xy f'(xn)

iterasyon denklemine ulagilir.

(2.14)

Newton — Raphson yontemi geometrik olarak incelenecek olursa f (x):O
fonksiyonunun baslangig yaklagtk kokii x, olmak iizere fonksiyonun (x,,f(x,))

noktasindaki tegetinin denklemi

y—flxy) =1, Nx —x,) (2.15)
olarak yazilabilir. Bu tegetin x eksenini kestigi nokta ilk kok yaklagimi olur ve
X, =x, —M (2.16)
S (%)

elde edilir. Bu sekilde ardisik yaklagimlar kullanilarak, gergek koke ulagilir.

2.5. Karma Dagilimlar

2.5.1. EP Dagilim

Kus (2007) tarafindan 6ne strtlen bu dagilim istel dagilimla sifirdan budanmig
poisson dagilimi ile birlestirilmis olup azalan bozulma orani 6zelligi gostermektedir. X
rasgele degiskeni EP (Exponantial-Poisson) dagilimina sahip ise sirasiyla, olasilik

yogunluk fonksiyonu, dagilim fonksiyonu, yasam fonksiyonu ve bozulma orani

fonksiyonu,
. __pA _ i
fea A, B) == 1exp[ Bx+Ae ™ |, x>0, 1,8>0,
e J—
1 s
FX:(x;/l,ﬁ):el_l[—el—exp(/le p )],x>0, A,8>0,

seklindedir. X rasgele degiskenin beklenen degeri ve varyansi sirasiyla,
E(X)=2{plexp (1) -1} H,,([1.1].[2,2]. 2)

Var(x) = 148 p(2) -1} 01y, (1. 11).2.2.2]. 1)~ Aflep (1) D) 13, 1.1].[2.2].4]
bi¢imindedir (Kug 2007).
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2.5.2. EG Dagilimi

Azalan bozulma oranina sahip bir dagilim olup Adamidis ve Loukas (1998)
tarafindan tstel dagilim ile geometric dagilim birlestirilerek one strtilmiistir.
X rasgele degiskeni EG (Exponential-Geometric) dagilimina sahip ise sirasiyla,
olasilik yogunluk fonksiyonu, dagilim fonksiyonu, yasam fonksiyonu ve bozulma orani

fonksiyonu,
S(&)=B-plop(-pfl-pep(- ), x>0,8>0,pe(0,1)
F(x)=(1—exp(=pr)fl— pexp(= pr)}
F(x)=(1- p)exp(- gl — pexp (- p)}
h(x)= Bl - pexp (- pr)}
seklindedir. EG dagiliminin beklenen degeri E(X)= fp(p—1)In(1- p), varyansi
Var(X)=(1-p)(pB?) {2L(pR2)+(1-p ')in*(1- p)} seklindedir. Burada L(p|r)

fonksiyonuna  Euler’in  genellestirilmis  dilogaritma  fonksiyonu  denir  ve

L(p | r) = ijj”’ esitligiyle hesaplanir (Adamidis ve Loukas 1998).
j=1

2.5.3. ENB Dagilimi

Azalan bozulma oranina sahip bir dagilim olup tustel dagilim ile Negatif Binom
dagilimi birlestirilerek one surdalmustir. X rasgele degiskeni ENB (Exponential-
Negative Binom) dagilimina sahip ise sirastyla, olasilik yogunluk fonksiyonu, dagilim

fonksiyonu, yasam fonksiyonu ve bozulma orani fonksiyonu,

Z—l k k
f(x,z;0) = ﬁzexp(—ﬁzx)(k _J(l—p) p,x>0,8>0
F(x)=1-(1-p)* {exp(Bx—p)}
F(x)=(0-p)* {exp(Bx—p)} *

h(x;0) = f(x;0)F ' (x;0) = Bl exp(fx) {exp (Bx) — p} '
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seklindedir. (Hajebi ve ark. 2013).

(1-p)*
Bl

ENB dagiliminin beklenen degeri E(X) = H,q, {l.k],[k +1], p}, varyans:

Y
Var(X) = (l(ﬁkl;g (2H3,2,1{[k,k,k],[kﬂakﬂ],p}—(1—p)kH22,1,1{[k,k],[kﬂ],p})

seklindedir.
2.5.4. WNB Dagilim

Artan, azalan ve kivet egrisi bozulma oranlarina bozulma oranina sahip bir
dagilim olup Weibull dagilimi ile Negatif Binom dagilimi birlestirilerek o6ne
surdlmugtir. X rasgele degiskeni WNB (Weibull-Negative Binom) dagilimina sahip
ise strastyla, olasilik yogunluk fonksiyonu, dagilim fonksiyonu, yasam fonksiyonu ve

bozulma orant fonksiyonu,
feza )= B @’ (1= p) expyn (xa) (1 pesp{-(xa)'})
x,a,>0,pe(0,1),ke N’
Fe)=1-0-pf oo b af i - pewt-Ga '
F0)=(-p) ewt-ka) Ji- pent (o))

h(x;0) = kB’ x"! (1 — pexp ? (xa)’ })1
seklindedir.

ENB dagiliminin beklenen degeri

E(X)=k(1-p) o T+ 4" )i (k j J j I+ )y )

J=0

seklindedir.
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2.6. Stres-Dayaniklilik Giivenirliligi

Stres-dayaniklilik modeli, Y stresine maruz kalan ve X dayanikliligina sahip

bir bilesenin yasamini tanimlar. Buna gore stres dayaniklilig asarsa (Y > X)) bilesenin

yasamast mumkin degildir. Stres ve dayanikliliktan olusan tek bilesenli boyle bir
sistemin givenilirligi R = P(Y < X) bigiminde ifade edilir.

Stres-dayaniklilik giivenilirligi R ile ilgili sonug ¢ikarimi istatistiksel kalite
kontrolii, mithendislik istatistigi, tibbi istatistik ve biyoistatistik alanlarinda ilgi ¢ekici
bir problem olarak ortaya ¢ikmaktadir. Bir bilesenin dayanikliliginin uygulanan stresten
daha az oldugu durumda bilegenin basarisiz olmasi sezgisel bir alg1 yaparken bu model
butiiniiyle stres ve dayaniklilik ile sinirlandirilamaz. Rasgele degisken Y ’nin sorun
altindaki bir sistemin karakteristigi ile iligkili herhangi bir performansini ifade ettigi ve
X ’in basarisizligi belirleyen bir kritere hizmet verdigi herhangi durum veya problemde
de bu model uygulanabilir. Ornegin bir klinik ¢alismasinda X kontrol grubunun
yanitini, Yise tedavi grubunun yanitini temsil ederken R, tedavinin basarisizligini
olger.

Literatirde R ile ilgili sonu¢ ¢ikarimi, X ve Y ’nin dagilimlarinin gesitli
varsayimlart altinda genis bir sekilde incelenmistir. Bu alanda yapilan g¢aligmalarin
cogunda X ve Y r.dlerinin dagilimlarinin ayni aileye ait ve bagimsiz olduklart kabul

edilmistir.

3. USTEL-GEOMETRIK(EG) DAGILIMI iCiN STRES-DAYANIKLILIK
GUVENIRLIGININ TAHMINI

Bu bélimde R=P(Y <X) stres-dayamkhilik giivenirliginin Ustel-Geometrik

dagilimi bulunmasi, R i¢in en ¢ok olabilirlik (ML) ve Thirney-Kadane Yaklagimi
kullanilarak Bayes Tahminlerinin elde edilmesi tizerinde durulmustur. Ayrica en ¢ok

olabilirlik tahmin edicisine dayali asimptotik giiven araliklari R igin elde edilmistir.
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3.1. R’nin En Cok Olabilirlik Tahmini

X rasgele degiskeni, Ustel-Geometrik(EG) dagilimina sahip ise, sirasiyla,

olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonu,

()= B0 -p)exp(-Bx) {1 - pexp(-Bx)} *, x>0, >0, pe(0,1) (3.1)
F(x) = (1—exp(—Bx) {1 - pexp(-fx)} (3.2)
seklindedir.

X ve Y rasgele degiskenlerinin bagimsiz ve ayni dagilimli olmak uzere

X ~EG(p,.0) ve Y~ EG(p,,0) oldugunda X ve Yrasgele degiskenlerinin olasilik

yogunluk ve dagilim fonksiyonlari sirasiyla

fX (x) = 9(1 — P )eiax (1 - p]e—ex )72
Sy =00-pe” (1-pe ™)
Fy(x)= (1 — e’gx)(l —pe ™ )7]

F, (y) = (l—e’gy)(l —pe?” )7

1

seklindedir. Bu durumda stress-dayaniklilik giivenilirligi

(l—pl)(pz R4 +(1_p2)ln(l_p2jj

1-p,

R=P(Y <X)=|(1=F.("))/, (»)d=

S Cemy 8

2
(pz — P )
olarak elde edilir.

Burada gortliiyor ki R, 6 parametresinden bagimsizdir. p, = p, oldugunda

Yani (lim R = %) R =0.5 olacaktir.

A—=h

X Xy X, ~ FEG(p,,0) ve Y.Y,..Y, ~ EG(p,,0) olmak tuzere iki bagimsiz

ornekleme iligkin ortak olabilirlik fonksiyonu L(p,, p,,0 | X,y) = H fi(x, )H )

i=1 i=1
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(P01 %¥) =108 L(py 2120 %.¥) = Y log £, (0)]+ 3 log [, ()]

i=1

((py, p>,0|%,y)=nIn0+nn6+nIn(1—p)-6> x,

i=1

-2 log(l- pe *)+n,In6+n, log(1- p,)
i=1

_ei Vi~ 2?: log(1- pzeieyi )
i=1 i=l

olarak bulunan log olabilirlik fonksiyonun parametrelere gore tirevi alinir;

ol(p,p,,01%y) _ —n  <h 2e”
BBt S ) =0
i=1 1

ap] - D l—p

6€(p17p27e|x’y) — _n2 +§:( 2679%

=0
op, l-p, 5 l_pzeieyi)

n

ol p, P01 %Y) _mtn, x(-pe™) Ex(-pe™)
B +Z —0x; +Z —0y; -
a0 6 T -lipe™ F(-ltpe™)

seklinde elde edilen olabilirlik denklemlerinin lineer ¢ézimii nimerik olarak elde
edilmediginden iteratif yontemlerden Newton-Raphson yontemi kullanilarak parametre
tahminleri elde edilebilir.

Parametrelerin tahmin degerleri kullanilarak olusturulan Hessian matrisi
yardimiyla parametre tahmin edicilerinin asimptotik varyans-kovaryans matrisi ve
dolayisiyla asimptotik dagilimi elde edilebilir.

Hessian matrisi

o —n d e Y
Hy=—s5="—"75+2 L—ej
ap] (l—p]) i=1 l—p,e '
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2 _ ny —0y; 2
8 i n2 +2z£ e — ]
apz (1 pz) i=1 1—P2€ .

22

H 82£ _nl n2 . 2 i xiZefﬁx,- . ny y Ze—ﬁy
= ol 6’ o (1 _pleiexi )? P o (I—pse e ™)
ot

ap,ap,

2=

a 2 n ¢9x1-

H] :ap :_Z 7«9){)

a E 7y A
H —
 op,00 Z(1 e ’Qy)

Seklinde bulunabilir. Buradan p,, p, ve 6 parametrelerinin beklenen Fisher bilgi

matrisi

= [l}—nlinin{ -1 H}

n +n,

seklindedir. Bu simetrik matrisin L,i,j=123 elemanlar

E(H n)—ﬁ
-,
E(H,,)= A=)
E(H )__nl_nz +_ n]( dllog(l p])pl+d110g(1 p1)+p1) nZ( dilog(l—p2)+p2)
Voo 3 gzp] 02p2
' 1- 121 1- 1 1
A I SRR

3(1_p1 )‘91712
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—ny (1= ) (1= p;)+ 1)
3(1_p2)0p22

E(H23):

E(H,)=0

olmak uzere

I, = lim L 1
mm>0 (po+ny)3(1-p)  6(1-p))
n, 1

I, = lim =
e )3 (1= p) (1)

1 —i 1_zp1 +(1_pl)di10g(1_171)_2p2 +(1—p2)di10g(1—p2)
33_02 6 ) 5 Py

I,=0

(1_p1)2 ln(l—p])—i-p]
6(1_p1)p3p12

(1—p2)2 ln(l—p2)+p2
6(1—p2)p3p22

13

23

¢ In¢ .
seklindedir. Burada dilog(z)= Ilrl—t dt dir.

1

D> D,, 8 parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin asimptotik dagilima,
Jn, +n, ((ﬁ],ﬁz,é)—(p],pzﬁ))%N3 (O,Ifl)’ dir. En ¢ok olabilirlik tahmin

edicileri p,, p,,0° mn varyanslari

L1,-I

Ve ~ oy 2ol T Aas

ar(hr) (m +n,)A
~ 122133_133 ~ _111133 _1123 2] _111122_1122
== Ve =423 B Jar|ll )=
Var (i) (n]+n2)A’ ar (P, (n,+n,)A ar( ) (m +ny)A
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seklinde ve kovaryanslari ise

. 1,1 o
Covlpp2) =G 5ae cor(pod) =G5 ,
1 2 | A
A A =
0)Ga

seklinde elde edilmektedir.

Burada A= 1, 1,1, — 151, —I1,,, 1 fisher bilgi matrisinin determinantidir.

A

R ’nin asimptotik normalligi ise delta metodu kullanilarak

T
4££Q4MM

(1—192){2(171 —p)+ (Pt P, _2)1{11_192}}

dR — P
d=——= .
dp, (p]_pZ)
_(l_p]) 2(p]—p2)+(p]+p2—2)ln(1_p2j
J - dR _ 1-p,
’ dp, (p]_p2)3
d, =0

olmak tizere
Jn, +n, (IAQ —R) —->N (O,dTId) seklinde elde edilir. Buradan R’ nin varyansi

1
n +n,

d'ld

Var(f?):
=dVar(p,)+d;Var(p,)+2d,d,Cov(p,, p,)

Bu bilgiler 1s181inda R’nin & anlam seviyesinde asimptotik giiven araligt

l%iz% \ /Var(l%)

olarak elde edilir.
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3.2. R’ nin Bayes Tahmini (Thirney-Kadane Yaklasimi)
X ~EG(p,,0), Y ~ EG(p,,0) olmast durumunda

(l—p,){(p2 —pl)+(1_p2)1ogC—PzD

- D

R= 2
(pz_pl)

olarak bulunmustu. Burada R’ nin Bayes tahmini konusu incelenmistir.

X, Xy X, ~EG(p,0) ve 1,Y,,...Y, ~EG(p,,0) olmak tizere bagimsiz iki

ornekleme iliskin log-olabilirlik fonksiyonu

Up,p,,0)=n1nb0+nInb+n, ln(l—pl)—ele.

i=1

=-2) log(1- pie ™) +n,In0 +n,log(l- p,)

i=1

= —Qi Vi~ 25: log(1- pzeigyi )
i=l i=1

olarak elde edilmistir. R ’nin Bayes tahminini bulabilmek i¢in p, ve p, icin onsel
dagilimlar 6nerilmelidir. p, €(0,1) i¢in Beta(a,b), p, €(0,1) i¢in Beta(c,d) seklinde

onsel dagilimlar onerildiginde ortak onsel dagilim,

'la+bh) .. 1 e+d) -1
& PPy =T o P P Tora P P, (3.3)
) 1
seklinde olacaktir. Boylece L(p,p,.0|x,y)= —(,é(pl, p,.01xy)+Ing(p,p, ))
n

denkleminde yerine yazilarak
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L(Pnpz,@ | X,y):%{n] In6+n 1nb +n, ln(l—pl)_ezxi
i=1

—2) log(1- pie ™) +n, In6+n,log(1- p,) G4)

i=1
—0§: V= 2§: log(1—- pze’ey")
i=1 i=1

L(a+b) aypp oy Dletd) o e
(F(a)l“(b)p T=p) ()T (d) (1=r:) ]

seklinde elde edilmektedir. Thirney-Kadane yaklagimi igin bir diger ifade ise

1
L *(P1 , 05,0 | x,y) =L (p] , Dy, 0] X,y) +—log (U (p1 , D, )) hesaplanmasidir.  Burada
n
L(p,p,,0|xy), esitlik (2.11) de verilmistir. Burada U(p,,p,) tahmin etmek
istedigimiz ifadeler yani U(p,, p,)=R’ dir. Buna gore;
1 n
L*(pnpzﬁ | X,y) :—{nl In@+nnb+n, 1ﬂ(1—p])—92xi
n i=1

-2 log(1- pie ™) +n, In@+n, log(1- p,)

i=1

05, -23 log(1 - pre ™)
i=1 i=1

L(a+b) gyt Lle+d) oy e
? [F(a)l“(b)p‘ U=2) Fora? -7 ]

(l—pl)Lpz -, +(1—p2)10g£11:l;zn

1

+—log
" (P, _pl)z

seklinde elde edilir.

Z:|:all 012}

021 022

_8’L(p, p.01xy)
O-ll - 5[72
1
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_ S L(p.p,.01%.y)
opop,

_ S L(p.p,.01%.y)
Sp,

_SL(p, p,.0]%.Y)
opop,

12

22

21

O = det>" )" (A* A*)M
Bayes — detz P> P q(ﬁpﬁzlx’y)

esitligi yardimiyla bulunabilir. Ayrica;
q(pi> Py, 01%.Y) = (P, P, 01%,¥)g (P12, 0)

seklinde elde edilir. Burada p,, p,.0, L(p,.p,.0|x,y) fonksiyonunu maksimum
yapan deger; p;,p5,0 ise L (p,p,,0|x,y) fonksiyonunu maksimum yapan
degerdir.

Ayrica > L( D p2,9|x,y)’in ikinci tlurevler matrisinin (-) isaretlisinin tersinin
f?],ﬁz,é’daki degeri; X ise L (p,p,,0|x,y) ’in ikinci tirevler matrisinin (-)

. P . AE Ak A% . o e oqe
isaretlisinin tersinin p,, p,,0 ’daki degeridir.

4. USTEL-POISSON(EP) DAGILIMI ICiN STRES-DAYANIKLILIK
GUVENIRLIGININ TAHMINI

Bu bélimde R=P(Y <X) stres-dayaniklilik givenirliginin Ustel-Poisson

dagilimi bulunmasi, R i¢in en ¢ok olabilirlik (ML) ve Thirney-Kadane Yaklagimi
kullanilarak Bayes Tahminlerinin elde edilmesi tizerinde durulmustur. Ayrica en ¢ok

olabilirlik tahmin edicisine dayali asimptotik giiven araliklart R igin elde edilmistir.
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4.1. R’ nin En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi

X ~EP(A,p) ve Y~ EP(A,,p) oldugunda X ve Y rasgele degiskenlerinin

olasilik yogunluk ve daglhm fonksiyonlart sirasiyla

(A, ,b’)— exp[ Bx+Ae ™ |, x>0, 4,8>0,
Fo(x; A, ,6’)— 1[—eﬂ1 —exp(&e’ﬁ")],x>0,ﬂ1,ﬁ>o,
f0sh ) =L exp[ B+ e "] v> 0,2, 520,

F (0120, ) == [ =¢* ~exp(2e )], 70, 2. >0,

seklindedir. Bu durumda stress-dayaniklilik giivenilirligi

R:P(Y<X):I(1—E(y))fy (y)“’y:ﬂ1 igz [’12 +%_%}

olarak elde edilir.

Burada gorilluyor ki R, [ parametresinden bagimsizdir. 4 =4, oldugunda

Yani (lim R = —) R =0.5 olacaktir.

F—P,

X],Xz,...,)(nI ~ FEP(A, pB) ve Y],YZ,...,YnZ ~ EP(A,, B) olmak iizere iki bagimsiz

degiskene ait olabilirlik fonksiyonu
L0 20 B) =T 1f s s ] 1 £ 012 )
(=) =3[ L)+ £ (3,)]
=n, [ln(,B)Jrln(/ﬁ)—ln(eﬂ1 —1)],6’ixl. +ﬂ1ie7ﬁx"

+n, [ln(,B)Jrln(ﬂ,z)—ln(eﬂ2 —1)]—ﬂiyj +ﬂzieﬁy’

olarak bulunan log olabilirlik fonksiyonun parametrelere gore tirevi alinir;
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of n ne LI

— =i +> e =0,
o A =

A/ ’ A n

ol :&_%_’_ie*ﬁ%zoy
oA, A, e*-1 ‘I

B

0( o +n, _i ZJ’ %er

nz 7ﬂ ;
— /122 ye =0,
=

seklinde elde edilen olabilirlik denklemlerinin lineer ¢ézimii nimerik olarak elde

edilmediginden iteratif yontemlerden Newton-Raphson yontemi kullanilarak parametre

tahminleri elde edilebilir.

Parametrelerin tahmin degerleri kullamilarak olusturulan Hessian matrisi

yardimiyla parametre tahmin edicilerinin asimptotik varyans-kovaryans matrisi ve

dolayisiyla asimptotik dagilimi elde edilebilir.

Hessian matrisi

azﬁ - }1621
H” :—2:—}121 ]—2
8/11 21 (621 _1)
oL _ n,e”
2= ' >
822 ﬂ2 (eﬂz _1)
o n+n meoo moo
H, = =— 2 4 xle P4 yz,eﬁy’
33 aﬂZ ﬁZ /,11; i /12; j
2 8404,
82 m
e 2
_ < *ﬁy,-
=7 6,1 8,8 ;

seklinde bulunabilir. Buradan 4, 4, ve [ parametrelerinin beklenen Fisher bilgi

matrisi
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-1
I=[1,|= lim E H,
1y 511y > n, +n, R

Li=p|—=—"——7—F|

_ _ pl/ﬁi12 P )
I33_ﬁ2 1 (621 _1)52(21) ezi_lgz(ﬂ“z) ’

A, A, , P parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin asimptotik dagilim,
Jn +n, (é—@)%% (0, I ), > dir. Burada I matrisinin tersi I olarak

gosterilmistir.  En ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin varyansint elde etmek igin

I"' varyans-kovaryans matrisi kullanilarak elde edilisi
n,+n,

A LI -1

V — 2233 23
ar(4) (n,+m,) A
I11133_1123



A I1
V. -
ar(,b’) (n,+n,)A

Yine tahmin edicilerin kovaryansi

113123
(m, +n,)A

,COV(/%,IB):# Cov(j?,ﬂ): 1,1,

C A,i = 5 s
ov(/L 2) (m, +n,)A (m+ny)A

Burada A=1,1,,I,,— LI, —I},I,, olarak I fisher bilgi matrisinin determinantidir.

A

R ’nin asimptotik normalligi ise delta metodu kullanilarak

T
d = a_Ra_Ra_R :(d],dz,O)T,
EYREYREY.

R B () S [ A /11}
L A+, (eﬂl—l)z (4+4) ’

d, - 1 1+eﬂa(1_,12)2—1 1 2[/12+ A A }
A +4, (622—1) (}i1+12) e -1 e -1

R’nin en ¢ok olabilirlik tahmininin asimptotik dagilim1 delta metodu kullanilarak
Jn, +n, (f? —R) — N(O,dTId) seklinde elde edilir. Yine R varyansi

;dTI"d,

Var(f?) = P

= dIZVar(}; )+d22Var(ﬂA2)+2dld2C0V(ﬂ; ,ﬁz),

Not: Var(l%), 6 parametresine bagli degildir.

Bu bilgiler 1s181inda R’nin & anlam seviyesinde asimptotik giiven araligt

R+ Z% ) ’Var(l%) olarak elde edilir.
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5. SIMULASYON CALISMASI

Burada R= P(Y <X )stress-dayamkhhk guvenilirliginin EG ve EP dagilimlar

icin elde edilen tahmin edicilerinin performanslarint gorebilmek amaciyla simtlasyon
sonuglarina yer verilmigtir. Similasyon sonuglart 10000 tekrar sonucunda elde

edilmistir.

5.1. EG DAGILIMI

X, X5 X, ~EG(p,,0) Ve Y.Y,...Y, ~EG(p,,0) oldugu durumda
R=P(Y<X)’ in gesitli n,n,, p,p, ve 0 degerleri igin en ¢ok olabilirlik tahmin

edicisine iligkin ortalama yan ve ortalama hata kareler ortalamasi degerleri Cizelge 1° de
verilmigtir. Ayrica ayrt durumlar igin R’ nin en ¢ok olabilirlik tahminine dayali
asimptotik giiven araliklarinin R’ yi kapsama olasiliklar1 ve ortalama aralik uzunluklari

Cizelge 2 © de verilmistir.



Cizelge 1. En ¢ok olabilirlik tahminlerinin yan ve MSE degerleri
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nl,n2

pl;p2

pl;p2

pl;p2

pl;p2

pl;p2

0,1,0,9

0,9;0,1

0,3;0,7

0,7;0,3

0,5;0,5

Yan

MSE

Yan

MSE

Yan

MSE

Yan

MSE

Yan

MSE

10;10

0.0251

0.0067

0.0264

0.0069

0.0192

0.0119

0.0208

0.0118

0.0078

0.0119

10;20

0.0251

0.0050

0.0190

0.0052

0.0197

0.0089

0.0087

0.0092

0.0039

0.0096

10,30

0.0235

0.0043

0.0169

0.0048

0.0181

0.0077

0.0098

0.0086

0.0042

0.0087

10,40

0.0218

0.0037

0.0146

0.0044

0.0193

0.0071

0.0077

0.0080

0.0058

0.0081

10,50

0.0216

0.0035

0.0141

0.0044

0.0177

0.0067

0.0071

0.0078

0.0075

0.0082

20;10

0.0196

0.0054

0.0241

0.0050

0.0139

0.0095

0.0203

0.0090

0.0045

0.0096

20;20

0.0146

0.0032

0.0166

0.0033

0.0123

0.0064

0.0129

0.0063

0.0018

0.0069

20;30

0.0149

0.0026

0.0126

0.0027

0.0117

0.0053

0.0076

0.0055

0.0004

0.0060

20;40

0.0150

0.0023

0.0117

0.0025

0.0091

0.0045

0.0066

0.0050

0.0002

0.0054

20;50

0.0142

0.0021

0.0107

0.0024

0.0107

0.0043

0.0047

0.0048

0.0025

0.0051

30;10

0.0144

0.0046

0.0234

0.0042

0.0068

0.0084

0.0197

0.0078

0.0078

0.0087

30;20

0.0128

0.0027

0.0148

0.0026

0.0080

0.0054

0.0110

0.0052

0.0016

0.0059

30;30

0.0115

0.0021

0.0122

0.0021

0.0071

0.0043

0.0082

0.0041

0.0005

0.0049

30;40

0.0113

0.0018

0.0101

0.0018

0.0072

0.0037

0.0060

0.0039

0.0012

0.0044

30;50

0.0114

0.0016

0.0095

0.0017

0.0075

0.0034

0.0046

0.0037

0.0020

0.0041

40;10

0.0146

0.0044

0.0221

0.0037

0.0077

0.0081

0.0195

0.0071

0.0060

0.0081

40;20

0.0103

0.0024

0.0141

0.0023

0.0071

0.0039

0.0077

0.0038

0.0011

0.0054

40;30

0.0110

0.0019

0.0117

0.0018

0.0055

0.0040

0.0070

0.0037

0.0011

0.0044

40;40

0.0092

0.0015

0.0096

0.0016

0.0046

0.0033

0.0056

0.0033

0.0003

0.0039

40;50

0.0101

0.0014

0.0088

0.0014

0.0065

0.0030

0.0041

0.0030

0.0002

0.0035

50;10

0.0134

0.0042

0.0023

0.0037

0.0052

0.0077

0.0198

0.0067

0.0071

0.0080

50;20

0.0095

0.0017

0.0148

0.0021

0.0045

0.0046

0.0112

0.0043

0.0022

0.0051

50;30

0.0091

0.0017

0.0112

0.0016

0.0043

0.0036

0.0071

0.0033

0.0006

0.0040

50;40

0.0087

0.0014

0.0091

0.0014

0.0044

0.0030

0.0048

0.0029

0.0005

0.0035

50;50

0.0082

0.0012

0.0082

0.0012

0.0041

0.0027

0.0040

0.0027

0.0002

0.0032
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Cizelge 2. Kapsama olasiliklar ve aralik uzunluklar

p1;p2 pl;p2 p1;p2 p1;p2 p1;p2

0,1;0,9 0,9;0,1 0,3;0,7 0,7;0,3 0,5;0,5
Kapsama| Aralik |Kapsama| Aralik [Kapsama| Aralik [Kapsama| Aralik [Kapsama| Aralik
n1,n2 | olasihg |Uzunlugu| Olasihg [Uzunlugu| Olasiligi {Uzunlugu| Olasiigi |Uzunlugu| Olasihg |Uzunlugu

10,10 |0,95810,3463 |0,9597| 0,3348 |0,9438 | 0,4933 | 0,9448 | 0,4775 (0,9457| 0,5061
10,20 |0,96410,2627|0,9417 | 0,2406 |0,6452 | 0,3925|0,9333|0,4032 (0,9336| 0,4124
10,30 | 0,953 | 0,2935|0,9114|0,1629 |0,9324| 0,335 |0,9049|0,2727 (0,9127| 0,3578
10,40 |0,9428|0,1388|0,8857|0,1508 |0,9155| 0,2907 | 0,8807 | 0,2492 | 0,8958 | 0,3006
10,50 |0,9295]0,2033|0,85980,2117 |0,9039 | 0,2869 | 0,8548 | 0,2865 [ 0,8645| 0,2826
20;10 (0,9342|0,3394|0,9641( 0,2438 (0,9303 | 0,3989|0,9451| 0,3973 10,9349 | 0,4127
20;20 (0,9676|0,2425|0,9672 | 0,2089 (0,9515 | 0,3396 | 0,9554 | 0,3193 | 0,951 | 0,3567
20;30 (0,9675]0,2461|0,9559( 0,157 [0,9488|0,2675|0,9447|0,2516 |0,9428 | 0,3201
20;40 (0,9659|0,1511|0,94440,2145 (0,9471|0,2757 10,9343 | 0,2661 |0,9354 | 0,2917
20,50 (0,9603|0,2044 10,9272 0,1344 (0,9401 | 0,2678 | 0,9156 | 0,2606 | 0,9231 | 0,2687
30;10 (0,91240,2563 |0,9553(0,1989 (0,9095 | 0,347 |0,9343|0,2626 |0,9163 | 0,3529
30;20 (0,9594]0,2361|0,9708 | 0,1841 (0,9474)0,3145|0,9546 | 0,2781 (0,9448| 0,3200
30,30 (0,9664|0,21240,9686 | 0,1472 (0,9552 | 0,2871|0,9519 0,2539|0,9479 | 0,2857
30;40 (0,9703|0,1753|0,9645(0,1782 (0,9543 | 0,2548 | 0,9443|0,2703 | 0,9447 | 0,2685
30,50 (0,9677|0,1491|0,9531(0,1739 (0,9504 | 0,2309 | 0,9394 | 0,2248 | 0,9379 | 0,2432
40;10 |0,8844|0,2229 10,9449 0,1983 | 0,8825 | 0,3045]0,9182 | 0,3036 | 0,8963 | 0,3105
40;20 |0,9443|0,1729|0,96490,2217 |0,9443 | 0,2359| 0,951 | 0,2634 10,9358 | 0,2921
40;30 |0,9625|0,1679|0,9673|0,1972 |0,9487 | 0,2475]0,9559 | 0,2523 10,9441 | 0,2629
40;40 |0,9663|0,1664 |0,9663 | 0,1685 | 0,952 | 0,238 |0,95290,2234 10,9449 | 0,2499
40;50 |0,9693|0,1377|0,9624 | 0,1699 |0,9541 | 0,2112|0,9502 | 0,1967 | 0,9431 | 0,2385
50;10 (0,8608|0,1631|0,9286(0,1824 (0,8537 | 0,2193 | 0,9009 | 0,2885 | 0,8692 | 0,2643
50;20 (0,9532|0,1768 |0,9655( 0,1563 | 0,919 |0,0262|0,9415|0,2421|0,9232 | 0,2683
50;30 | 0,954 |0,1611|0,9721(0,1582 (0,9424 | 0,2479|0,9529 0,2247 |0,6405 | 0,253
50;40 (0,9638]0,1479| 0,968 [ 0,1376 (0,9468 | 0,2106 | 0,955 | 0,2386|0,9429 | 0,2379
50,50 (0,9666|0,1637|0,9666(0,1736 [0,9526 | 0,2192 10,9519 0,2091 | 0,947 | 0,2242

Ayrica p, ve p, i¢in Onerilen onsel dagilimlarin sirasiyla Beta (a,b) ve Beta (c,d)
oldugu dusinildiginde 6nsel dagilim parametreleri a,b,c ve d’nin farkli degerleri i¢in
R’ nin en ¢ok olabilirlik ve Bayes tahmin edicilerinin tahmini risk (ER) degerleri

simiilasyonla elde edilmig ve Cizelge 3 ve Cizelge 4 * de verilmistir.
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Cizelge 3. a=5 b=3 ¢=2 d=2 Igin Tahmini Riskler

n ERp ERy 1y
10 0,0159 0,0133
20 0,0071 0,0069
50 0,0031 0,0030

Cizelge 4. a=5 b=5 ¢=2 d=2 Igin Tahmini Riskler

n ERMLE ERBA YES
10 0,0198 0,0140
20 0,0077 0,0070
50 0,0035 0,0032

5.2. EP DAGILIMI

X, Xys X, ~EP(A4, ) ve Y.Y,,....Y, ~EP(4,B) oldugu durumda

R:P(Y<X)’ in gesitli n,n,, p,p, ve 6 degerleri i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin
edicisine iligkin ortalama yan ve ortalama hata kareler ortalamasi degerleri Cizelge 5° de
verilmigtir. Ayrica ayrt durumlar igin R’ nin en ¢ok olabilirlik tahminine dayali
asimptotik giiven araliklarinin R’ yi kapsama olasiliklar1 ve ortalama aralik uzunluklar

Cizelge 6 © da verilmistir.



Cizelge S. En ¢ok olabilirlik tahminlerinin yan ve MSE degerleri

n,n,

Ash,

AA,

A,h,

A,h,

1;1

1;2

2;1

2;2

Yan

MSE

Yan

MSE

Yan

MSE

Yan

MSE

20,20

-0.0011

0.0062

-0.0064

0.0066

0.0037

0.0066

-0.0013

0.0071

20,25

-0.0025

0.0058

-0.0073

0.0061

0.0023

0.0061

-0.0024

0.0065

20,30

-0.0035

0.0054

-0.0079

0.0057

0.0014

0.0057

-0.0031

0.0061

20,35

-0.0044

0.0051

-0.0083

0.0054

0.0005

0.0054

-0.0037

0.0058

25,20

0.0007

0.0058

-0.0043

0.0062

0.0051

0.0061

0.0005

0.0066

25,25

-0.0008

0.0052

-0.0053

0.0055

0.0037

0.0055

-0.0007

0.0059

25,30

-0.0020

0.0048

-0.0059

0.0051

0.0024

0.0051

-0.0017

0.0055

25,35

-0.0024

0.0045

-0.0061

0.0047

0.0018

0.0047

-0.0021

0.0051

30,20

0.0016

0.0053

-0.0033

0.0057

0.0059

0.0056

0.0012

0.0061

30,25

0.0000

0.0048

-0.0041

0.0050

0.0041

0.0050

-0.0001

0.0054

30,30

-0.0006

0.0044

-0.0044

0.0046

0.0033

0.0046

-0.0005

0.0049

30,35

-0.0013

0.0041

-0.0048

0.0043

0.0026

0.0043

-0.0011

0.0046

Cizelge 6. Kapsama olasiliklar ve aralik uzunluklar

n,n,

AA,

AA,

A,h,

A,h,

1;1

1;2

2;1

2;2

Kapsama
Olasiligi

Aralik

Uzunlugu

Kapsama
Olasiligi

Uzunlugu

Aralik

Kapsama
Olasiligi

Aralik
Uzunlugu

Kapsama
Olasiligi

Aralik

Uzunlugu

20,20

0.9570

0.3471

0.9531

0.3388

0.9508

0.3383

0.9405

0.3406

20,25

0.9571

0.3296

0.9522

0.3224

0.9485

0.3208

0.9386

0.3234

20,30

0.9572

0.3175

0.9532

0.3111

0.9490

0.3086

0.9398

0.3116

20,35

0.9572

0.3085

0.9528

0.3026

0.9479

0.2995

0.9395

0.3027

25,20

0.9549

0.3296

0.9474

0.3210

0.9492

0.3221

0.9376

0.3235

25,25

0.9543

0.3113

0.9490

0.3038

0.9485

0.3037

0.9382

0.3055

25,30

0.9562

0.2984

0.9497

0.2916

0.9487

0.2906

0.9381

0.2928

25,35

0.9574

0.2888

0.9531

0.2826

0.9486

0.2809

0.9395

0.2833

30,20

0.9537

0.3176

0.9469

0.3089

0.9491

0.3109

0.9357

0.3116

30,25

0.9571

0.2985

0.9494

0.2908

0.9516

0.2916

0.9398

0.2929

30,30

0.9566

0.2849

0.9531

0.2780

0.9492

0.2779

0.9413

0.2795

30,35

0.9577

0.2747

0.9523

0.2684

0.9520

0.2677

0.9417

0.2695

30
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez caligmasinda, stress-dayamiklilik  givenilirligti  R=P(Y<X)’nin
X ~EG(p,,0) ve Y ~EG(p,,0) olmasi durumunda en ¢ok olabilirlik ve Bayes

tahmin edicileri elde edilmistir. En ¢ok olabilirlik tahminlerinin yan ve MSE degerleri
acisindan performanslart simiilasyon c¢aligmasiyla incelenmigtir. Sonuglar gostermistir
ki R’ nin en ¢ok olabilirlik tahminleri asimptotik olarak yansiz ve tutarli tahminlerdir.
Cunku ornek hacmi buytudikce R’ nin yan ve MSE degerleri sifira yaklagmaktadir. Bu
durum Cizelge 1° den gorilmektedir. Ayrica, R’ nin en ¢ok olabilirlik ve Bayes
tahminleri tahmini riskler agisindan karsilagtirilmis ve kiigiik 6rnek hacimlerinde Bayes
tahmin edicilerinin risklerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinkinden daha kigiik
oldugu dolayisiyla daha kugiikk 6rnek hacimlerinde Bayes tahmin edicilerinin tercih
edilebilecegini soyleyebiliriz. Ancak biiyiikk 6rnek hacimlerinde her iki tahmin edici

arasinda 6nemli bir fark goriilmemektedir (Cizelge 3 ve Cizelge 4).
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