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Yrd. Dog. Dr. Abdullah Selguk KURBANLI

Bu ¢alisma dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, maksimumlu ve minimumlu

fark denklemleri ile ilgili yapilmis bazi ¢alismalar hakkinda bilgi verildi.

Ikinci boliimde, fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler verildi.

Ugiincii boliimde, A pozitif bir reel say1 ve I, ile I, da pozitif rasyonel sayilar olmak
lizere, X, =A" ve X, =A" baslangig degerleri igin X, :maX{Xn,A}/ X, , fark

denkleminin ¢dziimlerinin periyodikligi incelendi.

Dérdiincii bolimde ise A >0 ve 0 <« <1 olmak iizere X, = max{A/ Xnps1/ Xr‘j‘_3}

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin kararlilig1 ve periyodikligi incelendi.

Anahtar Kelimeler: Max Operatorii, Fark Denklemi, Coziim, Kararlilik, Periyodiklik.
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This study consists of four sections. In the first section, information about some

difference equations with maximum and minimum studied before is given.

In the second section, general definitions and theorems about difference equations are

given.

In the third section, the periodicity of solutions of the difference equation
Xpa = maX{Xn,A}/ X, ,, where A>0 and initial conditionsX_, = A™ and X, = A" for

I, I, are positive rational numbers is investigated.

In the fourth section, the stability and periodicity of positive solutions of the difference
1/x; } where A> 0 and 0 < & <1 are investigated.

equation X, = maX{A/ X 0l

n-12
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1.BOLUM
GIRIS

Bu ¢alismada, maksimumlu ve minimumlu fark denklemlerinin periyodikligi
ve kararlilig1 ele alinmstir.

Maksimumlu ve minimumlu fark denklemleri ile ilgili yapilmis ¢alismalarin
biiylik bir kismi incelenmistir. Bu arastirmalar sonucunda, ilk olarak Grove ve Ladas
(Periodicities in Nonlinear Difference Equations, Advances in Discrete Mathematics

and Aplications 4, 2005) tarafindan verilen agik problem ¢6ziilmiistiir:

Acik Problem. Assume that Ae(0,), and that r, and r, are positive

rational numbers. Investigate the periodic nature of the solution of the difference
equation
B max{xn, A}

=——,n=0,1,...
X

X

n+1
n-1

with initial conditions x_, = A™ and x, = A".

Ayrica, A>0 ve O<a <1 olmak iizere pozitif baslangic degerleri icin

X, :max{A/ Xn_l,l/er’_3} fark denklemi tanimlanmis ve c¢Oziimlerinin ya X =1

denge noktasina yakinsadigi ya da er ge¢ 2 periyotlu oldugu gosterilmistir.

1.1 Maksimumlu Ve Minimumlu Fark Denklemleri ile Tlgili Yapilmis

Calismalar

Bu béliimde, maksimumlu ve minimumlu fark denklemleri ile ilgili yapilmis

bazi ¢alismalar hakkinda bilgi verilmistir.

Amleh ve ark. (1998), X, = max{L,i} fark denkleminin ¢dziimlerinin

X, X

n n-1

periyodikligini inceledikleri ¢calismada; A ve baslangic degerleri sifirdan farkli reel



sayilar olmak tiizere bu fark denkleminin her ¢6ziimiiniin er ge¢ periyodik oldugunu

gostermiglerdir.

Amleh (1998), doktora tezinde; fark denklemlerinin {i¢ farkli konusunu ele

almustir. Ik béliimde, X, = max{ﬁ,i} fark denkleminin ¢ézlimlerinin sifirdan
X, X,

n n
farkli reel sayilar olan A, B parametreleri ve X ,X, baslangi¢ degerleri icin

Xn + Xn—l Xn—2
Xy X0y + X0y

n“n-1

periyodik oldugunu géstermistir. Ikinci boliimde, X, = rasyonel fark

denkleminin global asimptotik kararliligi ve son boliimde ise Plant-Herbivore

sisteminin ¢oziimlerinin sinirlilig tizerine ¢alismistir.

k
A
Janowski ve ark. (1998), X, = M fark denkleminin ¢6ziimlerinin

n-1
snirlilik  ve salimmmlilik 6zelliklerini incelemiglerdir. A, k parametreleri ve
baslangi¢ degerleri pozitif sayilar olmak tlizere, bu denklemin ¢éziimlerinin sinirh ve

saliniml1 olma sartlarini elde etmislerdir.

a,x, +b
Grove ve ark. (1998), X,,, = DX 00 tonom olmayan Lyness fark denklemi

n-1

B max{an Y,,b, }

ile y,., = maksimumlu fark denklemini incelemislerdir. Katsayilar

n-1
negatif olmayan {a, }::O ve {b, }::O dizileri olmak tizere bu fark denklemlerinin her
pozitif ¢coziimiiniin stirekli ve sinirlt olabilmesi i¢in yeter sartlar elde etmislerdir.

Papaschinopoulos ve Schinas (1998), A ve baslangic degerleri pozitif sayilar

maxiX , Y., A maxyX ,y , A ) ..
olmak iizere X, , :{”—y”}, Vo = {”—y”} fark denklem sisteminin

X n-1 y n-1
¢oztimlerinin salinimliligin1 ve periyodikligini incelemislerdir.

ax +b

Valicenti (1999), doktora tezinde; X,,, =————— otonom olmayan Lyness
Xn—l
.. max{a, x,,b, } . C -
fark denklemi ile X, ,, = —————— maksimumlu fark denkleminin ¢dziimlerinin
X

n-1
periyodikligini ve global asimptotik kararliligini incelemistir.



Xp, A
Feuer ve ark. (2000), X, = M maksimumlu Lyness fark denkleminde
X, X

n“*n-1
A bir reel say1 ve baslangi¢ degerleri de sifirdan farkli reel sayilar olmak tizere

¢Ozlimlerin asimptotik kararliligini salinimliligini ve periyodikligini incelemislerdir.

Teixeria (2000), yaptig1 doktora tezinde; ilk bolimde A bir reel say1r ve
max{xn,A}
X, X

n“n-1

baslangic degerleri sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere X, ,, = fark

denkleminin ¢dziimlerinin periyodikligini incelemistir. Ikinci béliimde ise,

a b c d . C . . .
Xy, =—+—, Y,,, = —+— fark denklem sisteminin ¢dziimlerini analiz etmistir.

Xn yn Xn yn
Son bolimde ise, VY, - PV fikc denkleminin ¢Ozlimlerinin  pozitif

ay, + Yo
parametreler ve baslangic degerleri altinda asimptotik kararliligini incelemistir.

Papaschinopoulos ve Hatzifilippidis (2001), katsayilar1 pozitif say1 dizileri

max{an( ﬁ X; ),bn}

i=n—k+1

n
[1x
i=n—k

stirekliligini, sinirliligin1 ve periyodikligini incelemislerdir.

olmak tzere X, = fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin

Mishev ve ark. (2002), X, = max{
X

A,i} fark denklemini incelemislerdir.
Xn n-2
A, B Kkatsayilan ile baslangi¢ degerleri pozitif sayilar olmak {izere denklemin

¢Ozlimlerinin er ge¢ periyodik oldugunu gostermislerdir.

Voulov (2002), yaptig1 iki ¢aligmadan birincisinde; A ile B pozitif reel sayilar

. . . A B
ve k ile m pozitif tam sayilar olmak {izere X, =max{ ,—— fark
Xn—k Xn—m

denkleminin ¢dziimlerinin er gec¢ periyodik oldugunu ispat etmistir. Ikincisinde ise

A, B,C parametreleri negatif olmayan reel sayilar olmak lizere A+B+C >0 igin



X, = max{ , B , ¢ } fark denkleminin her ¢Ozlimiiniin er ge¢ periyodik
X Xy Xnss

n-1

oldugunu gdostermistir.

Papaschinopoulos ve ark. (2003), yaptiklar1 calismada; daha once Feuer
max{xn,A}
Xn anl

ve sabit aralig1 iizerine ¢calismislardir.

tarafindan ¢alisilmis olan X, ,, = denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligi

Feuer (2003), daha once Janowski ve arkadaglarinin da inceledigi
B max{xn,A}

nal = maksimumlu Lyness fark denklemi tizerinde yaptigi ¢calismada. A
X

n-1
ve baslangic degerlerini pozitif reel sayilar oldugunu kabul ederek denklemin

.. T .. max X, A
coziimlerinin periyodikligini incelemistir. Calismasinin sonunda X ., :L’}
Xan—l

fark denklemiyle iliskili benzer sonuglar ortaya koymustur.

Papaschinopoulos ve ark. (2003), yaptiklar1 ¢alismanin birinci bdliimiinde
— max{ﬂnxnﬂynxn—l’an
n+l1 X X X

n“*n-1"n-2

fark denkleminin ¢6ziimlerinin = sinirliligini  ve

periyodikligini incelemislerdir. ikinci bolimde ise X _ max{a, Y0}

n+1 yan_l
3 max{cnxn,dn}

Xn yn—l
periyodikligini incelemislerdir.

el = fark denklem sisteminin pozitif ¢dziimlerinin smirliligm ve

Patula ve Voulov (2004), yaptiklar ¢alismada; A, ve B,, 3 periyotlu pozitif

. . . . B
say1 dizileri olmak iizere X, ., :max{i, .
X, Xos

} fark denkleminin ¢oziimlerinin

n

periyodikligini incelemislerdir.



Cinar ve ark. (2005), A, B >0 olmak {izere, sifirdan farkli baslangic degerleri

. . |A B . A B
igin X, =min{—,——¢ ve X,,, =min , fark
X X Xn Xn—l "'Xn—k Xn(k+2) "'Xn—(2k+2)

n n-2

denklemlerinin pozitif ¢oziimlerinin periyodikligini incelemislerdir.

Elabbasy ve ark. (2005), A, 2 periyotlu bir pozitif say1 dizisi olmak iizere

1 A .. .. o gerqeme
Xpu = max{—, k } fark denkleminin ¢éziimlerinin sinirliligini ve periyodikligini
X, X

n n-1

incelemislerdir.

Simsek ve ark. (2006), pozitif baslangic degerleri i¢in X, ,, = max{l/ X, X }

n-1°>"n-1

fark denkleminin ¢6ziimlerinin periyodikligini incelemislerdir.

Yang ve ark. (2006), A>0 ve O<a<l1 gin X, =max{%, A } fark
X Xn-2

n-1

denkleminin pozitif ¢oziimlerinin kararliligini ve periyodikligini incelemislerdir.

Berenhaut ve ark. (2006), k ve m dogal sayilar i¢in y, = max{c, Yok } fark

n-m
denkleminin pozitif ¢oziimlerinin sinirliligini incelemislerdir. ¢ >1 icin ¢éziimlerin

siirli oldugu ve ¢ € (0,1) i¢in ¢ézlimlerin sinirli olmadigi sonucuna ulagsmislardir.

Stefanidou ve Papaschinopoulos (2006), A,, A, ve baslangic degerleri pozitif

fuzzy sayilar, k ve m parametreleri pozitif tam sayilar olmak {izere

A
X, = max{i,—l} fuzzy fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin periyodikligini
X, . X

n-m

incelemislerdir.

Yal¢inkaya ve ark. (2007), A bir reel say1 ve baslangi¢c degerleri de sifirdan

1 - -
farkli reel sayilar olmak tizere X,,, = maxq—, Axnl} fark denkleminin ¢oziimlerini
X

n

incelemislerdir.



p
Stevic (2008), p ve ¢ pozitif sayilar olmak iizere X, :max{c, X; } fark
X

n-1

denkleminin pozitif ¢éztimlerinin sinirliligini ve kararliligini incelemistir.

Sun (2008), A,B>0 ve 0<a,f <1 olmak iizere X, = max{%,%} fark
Xn—l Xn—2
1 1

denkleminin pozitif c¢oziimlerinin X = max{ A+ B*’}”} denge noktasina

yakinsadigini géstermistir.

Stevic (2009), k pozitif bir tamsay1 A,A,,...,A >0 ve 0<¢a,,2,,...a, <1
A A A

, yees } fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin
Xal Xaz Qy

n-1 n-2 n-k

olmak lizere X, = max{

1 1

ay+1 ak +1

X = max{ A:l” A, LA } denge noktasina yakinsadigini géstermistir.

Elsayed ve Stevic (2009), yaptiklar1 ¢alismada; X, ., :max{i,xn_z} fark
Xn

denkleminin ¢6ziimlerinin er ge¢ 3 periyotlu oldugunu gostermislerdir.



2. BOLUM
FARK DENKLEMLERI iLE ILGILi
GENEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler verilmistir.

X bagimsiz degiskeninin tanimli oldugu aralikta, y(X) bagimli degiskeninin

degisimi y (X), Y (X),..., Y™ (X),... tiirevleri yardimiyla aciklanabilmektedir. Ancak

X’in kesikli degerler almasi durumunda degisim tiirevler yardimiyla agiklanamaz.
Bu béliimde X’in tamsayi degerler aldigi durumlarda ortaya ¢ikan ve i¢inde sonlu

farklarin bulundugu fark denklemleri tizerinde duracagiz.

Tamm 1.1. n bagimsiz degisken ve buna bagimli degisken de y olmak iizere,

bagiml degisken ve bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin

E(Y), E*(),E*(¥), -, E"(Y), .

gibi farklarini iceren bagintilara fark denklemi denir.

Fark denklemlerinin mertebesi, denklemdeki en biiyiik indis ile en kiigiik

indisin farkina esittir.

Birinci mertebeden bir fark denklemi;

a,y(n+ay(n+1)=f(n)
seklindedir.

Ikinci mertebeden bir fark denklemi;

a,y(n-D+ay(n)+a,y(n+1)=g(n)
seklindedir.



Teorem 1.1. | reel sayilarin herhangi bir alt araligi olmak iizere, f:1*" — I
stirekli  diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise X, X, ..., X, € | baslangi¢
degerleri i¢in

Xn+1 = f(xn’xn—lﬁ"'ﬁxn—k)’ n:0,1,2,.,, (11)

denklemi bir tek {X, }f:_k ¢ozlimiine sahiptir.

Tamm 1.2. (1.1) denkleminde

X = f(X,X,...,X)

sartin1 saglayan X noktasina (1.1) denkleminin denge noktasi denir.

Tamm 1.3. X, (1.1) denkleminin denge noktast ve X, X_, ..., X, €| olmak

uzere:

(i) Her £ >0 i¢in
X, = X|+[x, = X|+...+|x, —-X| <&

iken her n>0 igin |Xn —)_(| <& olacak sekilde bir 6 >0 sayisi varsa X denge

noktasi1 kararlidir denir.

(if) X denge noktas1 kararli ve limX, = X olacak sekilde,

n—oo
%o = X|+[x, = X|+...+|x, =X < ¥
sartin1 saglayan y > 0 sayisi varsa X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir denir.

(iii) Eger limx, = X ise X denge noktasina ¢ekim noktasi denir.
n—o0

(iv) Eger X denge noktasi kararli ve ¢ekim noktasi ise, X denge noktasina

global asimptotik kararlidir denir.



(v) Eger X denge noktasi kararli degil ise, kararsizdir denir.

(vi) Eger

Xy =X+ %, = X|+...+[x, —X|<r

ve baz1 N >1 sayilari i¢in

Xy —X| =T
olacak sekilde bir r > 0 sayis1 varsa X denge noktasina repeller denir.

Tamm 1.4. (1.1) denkleminden elde edilen

k@f_

— (X, X) Y, 1.2
yn+1 “ 8X )y ( )

denklemine, X denge noktasi civarinda lineer denklem denir.
(1.2) denkleminin karakteristik denklemi

K
At i (X,., )T =0 (1.3)
=0 OX,,_

seklindedir.

Teorem 1.2. (Lineer Kararhlik Teoremi)

(i) Eger (1.3) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiigiik ise X

denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

(ii) Eger (1.3) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiytik

ise X denge noktasi kararsizdir.
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Tanim 1.5. {Xn }::_k ¢Oziimlerinin hepsi birden X denge noktasindan ne biiylik ne de

kiigiik ise bu ¢oziimlere X denge noktasi civarinda salinimlidir denir. Aksi halde bu

¢oziimlere saliniml degildir denir.

Tamm 1.6. {xn }::« dizisinde her n igin P < X, <Q olacak sekilde P ve Q pozitif

sayilari varsa {x, }:;k dizisi siirhdir denir.

Tanimm 1.7. X, (1.1) denkleminin denge noktasi olsun. | >—k, m <o olmak tizere

{XI 3 X1 oeees Xm} dizisinin her eleman1 X denge noktasindan biiyiik veya esit, | =—k

veya |>-K igin X,_, <X ve M=o veya M<o igin X, <X oluyorsa

m+1
X13 X150 X | dizisine {x,}” ¢bziimiiniin bir pozitif yar1 donmesi denir. Benzer
sekilde, 1>—k, m<o olmak iizere {X,,X,,....X, | dizisinin her eleman1 X denge
noktasindan kiigiik, 1 =—k veya | >—k i¢in X, , 2X ve M=o veya m<o igin

X ¢Ozlimiiniin bir negatif yari

m+1

> X oluyorsa {XI’XHI"'"Xm} dizisine {Xn}::—k

donmesi denir.

Tanim 1.8. Eger bir {Xn }::_k dizisinde n > —k olmak iizere her n tamsayisi igin

olacak sekilde bir p pozitif tamsayisi var ise {Xn} dizisi p periyotludur denir. Bu

sart1 saglayan en kii¢iik p pozitif tam sayisina ise esas periyot denir.

Tamm 1.9. Eger bir {Xn }:;k dizisinde sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye

kalan sonsuz sayidaki terim i¢in

ise {Xn }::_k dizisine er ge¢ p periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiigiik

pozitif tamsayidir.
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3. BOLUM
X, = max{x,,A}/x,_, FARK DENKLEMIiNiN COZUMLERI

Bu boliimde Grove ve Ladas (2005) tarafindan acik problem olarak verilen,

=M h =002, 3.1)
1

n—

fark denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligi, A pozitif bir reel say1 ve r ile r, da
pozitif rasyonel sayilar olmak tizere, x , =A™ ve x, = A" baslangic degerleri

altinda incelenmistir.

Grove ve Ladas (2005), A=1 i¢in (3.1) denkleminin ¢ézlimlerinin 5 periyotlu
oldugunu gostermislerdir. (3.1) denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligi A>1 ve

A <1 durumlar i¢in incelenecektir.

3.1 A>1 Durumu

(3.1) fark denkleminde A >1 olmak iizere X, = A™ doniisiimii uygulanirsa

Al — maxiAr" , A}

Al
denklemi ve bu denklemden de

r., =max{r l}-r_,n=012,. (3.2)
fark denklemi elde edilir.

Asagida verilen lemma, (3.2) fark denkleminin ¢dziimlerinin bazi ardisik

terimleri arasindaki iligkiyi gostermektedir.
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Lemma 3.1. {r.|” , (3.2) fark denkleminin bir ¢oziimii olsun. r  ile r, pozitif

n=-172
rasyonel sayilar, r = max{[l, ro} ve I >1 olmak lizere bazt N > —1 tamsayilari igin

asagida verilen ifadeler dogrudur:

i) Egerry=rise 0<r,, <r, dir.
ii) Eger ry =1 ise ry =ry,, veya Iy =r,; dir.

iii) Eger ry =r ve ry,, <lise ry =ry,, ve Iy, =, +r, —1dir.

iv)Eger ry =1 ve r,, >11se Iy =TIy, ve Iy, =TIy, —1 dir.

Ispat. i) r =r, oldugunu kabul edelim. Bu kabulden dolay1 r, >1 ve r, <r, olur.
(3.2) denkleminden
r,=max{r, l}-r, =r,—r,

elde edilir.

Eger r, >1 ise

elde edilir. 1, =r, —r, >1 oldugundan 1+r, <r, ve r; >r, elde edilir.
Eger 1, <1 ise

r, = max{r,l}-r, =1-r1, <1,
r, =max{r,l}-r =1-r, +r, <1,

r, = max{r3 ,1}— rn=r,

elde edilir. 1-r, +r, <1<r, oldugundan 0 <r; <r, elde edilir.
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Benzer sekilde r =r , oldugunu kabul edelim. O zaman, r ; >1 olur.

Eger r, >1 ise

max{ro Jp—r , <0,

I

{r1j=
:max{rz,l} r=1-r,+r, >1

{r.tj-

olup 1-r, +r, <r, esitsizlifinden r, <r, elde edilir.
Eger r, <1 ise

r, = max{r,,l}-r, =1-r, <0,
r, =max{r l}-r, =1-r, <1,

r, =max{r,l}-r, =r,

olup 1-r, <l<r, esitsizliginden 0<r, <r, elde edilir. [sleme bu sekilde devam
edildiginde, genel olarak N >—1 olmak iizere, bazi N tamsayilar1 i¢in ry =r ise

0<ry, <ry oldugu goriliir.

ii) N >-1 olmak tizere ry =r olsun. O zaman, (i) den 0<r, , <ry olup (3.2)

denkleminden

My, =max{r,l}—ry =1, —ry, >0

elde edilir.

Eger r,, <1 ise

M., =max{r,, ,l}-r, =1-r, <0,
M = max{r,wz,l}— Mo =1-Ty, <1,

rN+4 = 1’naX{rN+3 ’1}_ rN+2 = r-N

elde edilir.
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Eger r,, >1 ise

max{r.,.}-ry = -1, <0,

max{fy 1= Fy =1= Ty <1,
Myoa = max{fy, =1y, =1-r, >1,

fveali=

rN+3 - rN ’

elde edilir ki iddia dogrudur.

iii) N > -1 olmak tizere ry =r ve ry,, <1 oldugunu kabul edelim. O zaman, (i) den

0 <r,_, <ry olup (ii) nin ispatindaki islemlere benzer islemler yapilirsa ry =r,,, ve
Nes = maX{rN+4,1}— My = My + 1y 1

elde edilir.

iv) N > —1 olmak iizere ry =r ve ry,, >1 oldugunu kabul edelim. O zaman, (i) den

0 <ry_, <ry olup (i) nin ispatindaki islemlere benzer islemler yapilirsa ry =1, ve

Mio = 1’naX{rN+5 ’1}_ Mnia =T -1

elde edilir.

Lemma 3.1 (ii) nin ispatindan; Lemma 3.1 (iii) nin “Eger ry =ry,, =I ise
ryag <1 ve ry=ry, +r,—1 dir.” seklinde, Lemma 3.1 (iv) nin de “Eger
ry =ry.,s=r ise ry,>1 ve ry,,=r,, —1 dir.” seklinde de ifade edilebilecegi

gortlir.

(3.2) denkleminin Lemma 3.1 deki sartlar1 saglayan her ¢oziimii, degeri r ye

esit olan sonsuz sayida terime sahiptir. Gergcekten, r = max{r_l,ro} kabuliinden
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J=-1yada j=0 igin r; =r dir. Lemma 3.1 (ii) den ya r; , =1 yada r; ;=r
olur. Eger r;,, =r ise,ya I, =r yada r,,=r dir. Eger r; s =1 ise,ya I, =T
ya da r;,,, =r dir. Bu islem ardisik olarak tekrar edeceginden degeri r ye esit olan

sonsuz sayida terim bulunur.

(3.2) denkleminin Lemma 3.1 deki sartlar1 saglayan herhangi bir ¢6ziimiiniin
sonlu sayidaki terimlerini goz oniine alalim ve degeri r ye esit olan terimlerin tam

olarak bilindigini varsayalim. Soyle ki ry =ry,, =r olacak sekilde iki tane N
tamsayis1 ve Iy =TI, =r olacak sekilde de iki tane N tamsayis1 oldugunu

varsayalim.

Eger r; =1, =T, =T,; =T, =T ise Lemma 3.1 (iii)-(iv) den
N =r.,=riser,,=r,,+r-1,
Mg =Tg=riser =r,+r,-lver,,=r, +2r-2,
Mg =Ty =riser,, =ry,-lver,,, =r,+2r, -3,
Mg = Mg =0 Is€ Mg =0 =1 ve 1o =1, +2r, -4
elde edilir.

Eger r; =1, , =T, =I5 =I5 = ise Lemma 3.1 (iii)-(iv) den
M =r,,=riser,=r,+r, -1,
Fig =T =T 18€ I}, =T -1 ve Fivo =T +T; -2,
Fiog =Tz =T 18€ My =T, +T -1 ve Vs =Tia +2r -3,
M3 =Tas =T ise Fio = Vs -1 ve Mo =T +2I’ -4

elde edilir.

Eger r; =1, =T, =0, =F.5 =T ise Lemma 3.1 (iii)-(iv) den
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M= =risers=r,+r-1,

Mg =Fjo =T dse Mo =F =1 ver, ,=r,+r-2,

rj+9 = r-J'+14 =TI 1se r-J'+15 = rj+10 —1ve rj+15 = rj+1 + rj _3’

ligsa =Fag =M 18€ I =T+, -1 ve o = Tin +2rj -4
elde edilir.

Eger r; =1, =T, =TI, =I5 = ise Lemma 3.1 (iii)-(iv) den

r=rs=risefr,,=r,-1

ri+5 = ri+9 =r ise rj+10 = rj+6 + ri+5 —1ve rj+10 = rj“ + rj -2,

rj+9 = r-J'+14 =Tr1se r-J'+15 = rj+10 —1ve rj+15 = rj+1 + rj _3’

Mg =g =T 18€ I =T s+, —1ver,,,=r,+2r,—-4
elde edilir.

Eger r; =1, =r;,4 =T,5 =T, =T ise Lemma 3.1 (iii)-(iv) den
r=rs=riser, =r,-1,
Vs =T =T ise Mo =l e+l s—lver, =0, +r-2,
Fioog =Tz =T 18€ Iy =T + T -1 ve Fias =Tia +2rj -3,
Figs =Fjag =Fise Iy =0, —1ver,,=r,+2r, -4

elde edilir.

Eger r; =1, =T, =Tlj,4 =Fj,5 =T ise Lemma 3.1 (ii1)-(iv) den

j+14 j+18
r=rys=riser,,,=r, -1,
Fis = Mg =rise My, =r—lver,, =r, -2,
Fio = Vs =T 18C I s =T, T T, —1ve Fias =g+ -3,
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=r ise I,

r Jj+19

ia = Tas =Figs g —1ver,,=r,+2r, -4

elde edilir.

Yukarida, (3.2) denkleminin kabul edilen sartlardaki muhtemel ¢oziimlerinin
ilk (j+19) terimi gbz Oniine almmustir. Alti farkli ¢6ziim r, ile r, baslangic

degerlerinin se¢iminden kaynaklanir. Yani, (3.2) denkleminin kabul edilen sartlar

altindaki bir ¢6ziimii, yukaridaki alt1 farkli durumdan birine karsilik gelir.

Yukaridaki alt1 farkli durum i¢in yapilan iglemler sonucunda elde edilen
¢Ozlimlerin karsilikli son iki terimlerinin esit oldugu aciktir. O halde, (3.2)
denkleminin sonlu sayida terime sahip bir ¢ézlimiinde, degeri r ye esit olan terimler
tam olarak belirlenebilirse lemma 3.1 (iii)-(iv) deki islemler sirasina bakilmaksizin

ardisik olarak uygulandiginda son iki teriminin degeri tam olarak hesaplanabilir.

Asagidaki lemma, (3.2) denkleminin sonlu sayida terime sahip bir ¢6ziimiinde,

degeri r ye esit olan terimlerin sayisin1 gostermektedir.

o0

n=—1°

Lemma 3.2. {r.} (3.2) fark denkleminin bir ¢6ziimii olsun. r, ile r, pozitif

rasyonel sayilar, r = max{rﬁl,ro}, r =£ >1, (k,m)=1 ve (-)<N <(5k—-m=2)
m

olmak iizere ry =r,,, =r olacak sekilde m tane N tamsayis1 ve Iy =r,,; =r olacak

sekilde de (k-m) tane N tamsayisi vardir.

Ispat. {rn }:?1 , Lemma 3.2 de bahsedilen sartlar1 gergekleyen (3.2) denkleminin bir

k : .
¢Ozliimii olsun. r =— >1 oldugundan m ve (k-m) birer pozitif tamsayidir.
m

Simdi ry =ry,, =r olacak sekilde (m+1) tane N tamsayis1 var oldugunu kabul

edelim. Bu kabulden dolay1 Lemma 3.1 (iii) deki islemleri (m+1) kere ardisik olarak

uygulayabiliriz. j e {—1,0} i¢in r; =r oldugunu biliyoruz. O zaman,
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r = rj+4(|1+1) =rve rj+4|,+1 <1

j+4l

dir.Lemma 3.1 (iii) deki islemler (m+1) kere ardisik olarak uygulanirsa

Fis=F,+r,-1<1

Mo =, +2r,—2<1
M =1, +30 -3<1
rj+4m-¢—1 = I’-j-H + mrj -m<1

elde edilir. r;,

+ m(h)— m<1 den r,_, <0 elde edilir. Halbuki Lemma 3.1 (i) ve
m

j+l1

r'l=r'

i ; — I, den r;, >0 dir. Buyiizden, Lemma 3.1 (iii) deki iglemler (m+1) kere

j+l
ardisik olarak uygulanamaz. Baska bir ifade ile ry =ry,, =1 esitligini saglayan N

tamsayilarinin sayisi (m+1) den kiictiktiir.

Benzer olarak, ry =r,,; =r olacak sekilde (k-m+1) tane N tamsayisinin var

oldugunu kabul edelim. O zaman, Lemma 3.1 (iv) deki islemleri (k-m+1) kere

ardisik olarak uygulayabiliriz. |, =0,1,...,(k —m) igin

r r

jesl, — rj+5(|2+1) =

Ve

Fie=",—-1>1,
M =T —2>1,
M6 = Tja -3>1,

rj+5(k—m)+1 = rj+1 - (k - m) >1



19

elde edilir. r;,, —(k-m)>1 den r;,, >1+(k—-m)= K elde edilir. Ancak, Lemma
m

j+l1

3.1 (1) ver;,, =r;—r;, dendolayi r; >r,, dir. Bunedenle r; s, ., >1 olamaz ve

j+l
Lemma 3.1 (iv) deki islemler (k-m+1) kere ardisik olarak uygulanamaz. Yani,

ry =ry.s = esitligini saglayan N tamsayilarinin sayist (k-m+1) den kiigiiktiir.

Simdi ry =ry,, =r olacak sekilde (m-1) tane N tamsayisinin var oldugunu

kabul edelim. Lemma 3.1 (iii) deki iglemler (m-1) kez ardisik olarak uygulanirsa
=lis =" =Tli4ma = Namny =T

elde edilir. Burada r; ., , , Iy =Ty, =T esitligini saglayan en son terimdir. Eger
Fi.amy de bu esitligi saglarsa ry =ry,, =r olacak sekilde m tane N tamsayisi var
olur ki bu kabuliimiizle gelisir. O halde, ry =r,,; =r esitligini saglayan ilk terim

Fi 41, Olur. Budurumda

r r =r =T r r

jram=1) — Vj+a(m-1)+5 j+4(m=1)+10 — j+a(m=1+5(k-m) — U j+a(m-D)+5(k-m+1) —

olup ry =r,,s =r olacak sekilde (k-m+1) tane N tamsayisi vardir. ry =r, ., =r
esitligini saglayan N tamsayilarinin sayisinin (k-m+1) den kiigiik olmas1 nedeniyle bu
miimkiin degildir. O zaman, ry =r,,, = esitligini saglayan N tamsayilarinin sayisi
(m-1) den biiyiiktiir. O halde, ry =r,,, =r esitligini saglayan m tane N tamsayisi

vardir.

Benzer sekilde, ry =ry,s =r olacak sekilde (k-m-1) tane N tamsayisinin

oldugunu kabul edelim. Lemma 3.1 (iv) deki islemler (k-m-1) kez ardisik olarak

uygulanirsa

10 = = Nusaem-2) = MNasgeem-n =T
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elde edilir. ry =ry,s=r esitligini saglayan son terim I, s o, dir. I 54 ) iS€

ry =Iy.q =& esitligini saglayan ilk terimdir. Lemma 3.1 (ii) den

r r =r = =r r

j+5(k-m=1) — Vj+s(k-m-1)+4 j+5(k-m-1)+8 — j+5(k-m=1)+4m j+5(k—=m=1)+4(m+1) —

elde edilir. Buradan da ry =ry,, =r olacak sekilde (m+1) tane N tamsayisinin
bulundugu goriiliir. Bu ise miimkiin degildir. O zaman ry =1, =r esitligini

saglayan N tamsayilarinin sayisi (k-m-1) den biiyiik olmalidir ki N tamsayilarinin

sayisinin (k-m) oldugu anlamina gelir.

Lemma 3.1 (iii)-(iv) deki iddialar, Lemma 3.2 de g6z Oniline alinarak
genellestirilebilir. Bu genellemeler sonlandirilmis bir ¢éziimdeki son iki terimin hizli

bir sekilde hesaplanmasini saglar.

Lemma 3.3. {rn }w (3.2) fark denkleminin Lemma 3.1 ve Lemma 3.2 deki sartlar

n=-12
gercekleyen bir ¢oziimii olsun. Bazi N > -1 tamsayilar i¢in asagidaki ifadeler

dogrudur:

) I =12,...,micin ry =ry,, =T ise, My, =Ty 00 —1 dir
i) 1, =1,2,...,(k—=m) igin Iy, =Ty 4mes, =T ise

I’N+4m+5lz+l = rN+4m+5(|z_1)+1 —1 dir.

Teorem 3.1. A>1, r, ile r, pozitif rasyonel sayilar1 i¢in baslangic degerleri

X, =A" ve X, = A" olmak iizere (3.1) fark denkleminin her {x,|” , ¢oziimii
periyodiktir. Eger max{r_l,ro,l}:h ve (k,m)=1 ise {Xn}f:_1 ¢oziimii (5k-m) esas
m

periyotludur.

Ispat. (3.1) fark denkleminde A>1 ve n>-1 olmak iizere X, = A" doniisiimii

uygulanip (3.2) denklemi elde edilmisti. {I’n }::_1 in (3.2) denkleminin bir ¢éziimii,
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max{r_,r,,l}= LS ve (k,m) =1 oldugunu kabul edelim. O zaman, {x, }::_1 in (5k-m)
m

esas periyotlu oldugunu gostermek i¢in her n>-1 tamsayisi ig¢in I, =15, .

oldugunu gostermek yeterlidir.

LS =1 oldugunu kabul edelim. O zaman, k=m=1, 0<r, <1 ve 0<r, <1
m

olur. (3.2) denkleminden,

elde edilir ki her n > -1 tamsaysiigin r, =1, dir.

k k
— >1 oldugunu varsayalim. O zaman, max{r ,,r,,1}=max{r,,r,}=— olur.
m m

k

Lemma 3.3 (i) den r=—, N>-1 ve |, =12,...m igin ry=r,, =r ve
m 1

Mialr = Ty Maq,oya — 1 dir. Buradan ry =y, =T ve

Mves =Ty g -1

Myio =Ty + s _1:2rN + Iy -2

MNiama = M0+ Ty, —M

elde edilir. Lemma 3.3 (ii) den |, =1,2,...,(k —=m) igin Iy, p, =My 45, =T Ve

Pneamest, o = MNaamesql, -1 — 1 dir. Buradan ry,, = MNcamesge-my =T V€

Msamss = MNoamn —1 =M+, —m—1,
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MNcamett = Mnaamss —-1= mry +ry, —m -2,

MNcamesemyn = My + g, —M— (k- m) = N

elde edilir. Buradan ry =ry ,o.s0cm =7 Ve Ty =y amesgema  oldugu gorilir.

r., = max{rn ,1}— r.., oldugu goz oniine alindiginda her n> -1 i¢in r, =, olur.

n+5k—m

Ayrica, |, =123,...m ve 1,=123,..(k-m-1) igin Iy, #rg,, Ve

My =T , oldugundan (5k-m), en kiigiik periyot olur ki ispat tamamlanir.

N+1 N+4m+51,+

3.2 A<1 Durumu

(3.1) fark denkleminde A <1 olmak tizere X, = A" doniisiimii uygulanirsa
r.,, =min{r 1}—r_,, n=0,1.2,.. (3.3)

fark denklemi elde edilir.
(3.3) fark denkleminin ¢6ziimlerinin bazi ardisik terimleri arasindaki iligkiyi

gosteren ve benzer sonuglar i¢eren iki lemma asagida verilmistir.

o0

n=-1"2

Lemma 3.4. {rn} (3.3) fark denkleminin bir ¢6ziimii olsun. r, ile r, pozitif
rasyonel sayilarindan biri (0,1] araliginda digeri de (l,oo) araliinda bulunmak iizere

r= max{r_1 , ro} ve bazt N >0 tamsayilar1 i¢in agsagida verilen ifadeler dogrudur:

i) Egerry=-risery<r,, <0 di.
ii) Eger ry =-r ise ry =Ty, veya Iy =I,, dir.
iii) Eger ry =-r ve ry_, <-lise ry =I5 ve ry,, =r,_ +1 dir.

iv)Eger ry =—r ve ry_, >-11ise Iy =ry,, ve ly,s =y, + I, +1dir.

Ispat.i) r =r, >1 ve 0 <r, <1loldugunu kabul edelim. (3.3) denkleminden



r, =min{r,,1}-r, =1-r, <1,
r, =min{r, 1}-r, =1-r, -1, <0,

r, = min{r,,1}—r, =T,
elde edilir. (-r))<1-r,—r, <0 olup r; <r, <0 dir.

r, = min{r,,1}-r, =r, -1<0,

r, =min{r,,l}—r, =1, +r, —1>0
elde edilir.
Eger r; > 1 ise

r, =min{r, 1}-r, =2-r, >1,
r, =min{r, l}—-r, =2-r, -1, <0,

r, = min{r, ,1j—r, =,
elde edilir. (-r))<2-r,—r,<0 olup ry <r, <0 dir.

Eger r, <1 ise

-r, <1,

in{r, 1}~
in{rg,1f—r

:mln{r7,1} r,=2-2r,-r, <0,
in{r,1} -

elde edilir. (-r,))<(2-r,-r,)—r, <0 olup r, <r, <0 dur.

r=r,>1 ve 0<r, <loldugunu kabul edelim. O zaman,

r, = min{r,,1}—r, =r,—r, <0,

23
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r, = min{r, 1} —r, = -1
elde edilir. (-r_)<r,—r, <0 olup r, <r, <0 dir. Isleme devam edilirse

r, = min{r, 1}—r, = -r,,

r, =min{r,l}—r, = -1, +r,
elde edilir.
Eger r, >1 ise

r, =min{r,,1}-r, =1+r, >1,
r, =min{r,,l}-r, =1+r,—r, <1,

r, =min{r, 1} —r, =T,

elde edilir. (-=r)<1l+r,—r ;<0 olup r, <r, <0 dir.

Eger r, <1 ise

. =min r5,1} r,=1+r,—r, <1,
} r =
elde edilir. (-=r,)<(+r,—r )—r, olup r, <r, <0 dir.

Yukaridaki islemlerden genel olarak bazt N >0 tamsayilari i¢in ry =—r ise

ry <ry <0 oldugu goriliir.

ii) N >0 olmak tizere ry =—r olsun. O zaman, (i) den ry <r,, <0 olup (3.3)

denkleminden
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Mg = min{rN ’1}_ Mo =T — o

Mo = mln{rNH =1}_ n =T
elde edilir.

Eger r,, <1 ise

elde edilir.

Eger r,, >1 ise

M = min{l’N+2 ,1}— Mo =1=Ty + Ty
Mg = min{rN+3 ,1}— Mo =1+Ty

Mes = min{rN+4 ,1}— M =Ty

elde edilir ki iddia dogrudur.

iii) N >0 olmak {iizere, Iy =—r ve ry, <—1 oldugunu kabul edelim. O zaman,
ly., =Ty oldugu g6z oniine alinip (ii) nin ispatindaki islemlere benzer islemler

yapilirsa ry =1, s =—I ve I, =1+1ry_, elde edilir.

iv) N >0 olmak tizere, ry =-r ve ry, 2—-1 oldugunu varsayalim. O zaman,
ry., =—Fy_, oldugu goz Oniine alinirsa ry =ry,, =-r ve ry, =r,, +ry, +1 elde

edilir.
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Lemma 3.4 (ii) nin ispatindan; Lemma 3.4 (iii) nin “‘Eger ry =1, =—I ise
ry,<-1 ve ry,=ry,,+1 dir.”” seklinde, Lemma 3.4 (iv) nin de ‘‘Eger
ry =My =-T 1se Iy, =2-1 ve ry,=r,, +r,+1 dir.”’ seklinde de ifade

edilebilecegi aciktir.

Lemma 3.4 (ii) yi saglayan sonsuz sayida N tamsayisinin oldugu agiktir. (3.3)
denkleminin bir ¢dziimiiniin belirli sayidaki ardigik terimleri i¢inde (iii) ve (iv) deki
sartlar1 saglayan N tamsayilarimin sayist tam olarak belirlemek sartiyla elde
edilebilecek son iki terimin degerini, islem sirasina bakilmaksizin (iii) ve (iv) deki
islemleri belirlenen sayida uygulayarak ilk iki terime bagli olarak bulabiliriz. (3.3)
denkleminin muhtemel bir ¢oziimiinde 6nce (iv) deki sartlart saglayan N tamsayilar
sonra da (iii) deki sartlar1 saglayan N tamsayilar1 ardi ardina bulunur. Once (iv) deki
islemleri sonrada (iii) deki islemleri arka arkaya uygulayabilmek son iki terimin

hesaplanmasinda kolaylik saglar.

Lemma 3.5. Baslangi¢ degerleri 1’den biiyiik rasyonel sayilar olmak iizere (3.3) fark

denkleminin bir ¢oziimii {I’n }w

. Olsun. r=r +r, olmak lizere bazi N pozitif

tamsayilar1 i¢in agsagida verilen ifadeler dogrudur:

i) Egerry=1-riser,<r,, <0 dir.
ii) Eger ry =1—-r ise ry =ry,s veya Iy =TI, dir.
iii) Eger ry =1-r very_ <-lise Iy =, ve Iy, =r,_ +1 dir.

iv)Eger ry =1-r ve ry_, >—-lise ry =ry,, ve Iy,s =Iy, +Iy +1 dir.

Ispat.i) I<r, 1<r, ve r =r +r, oldugunu kabul edelim. (3.3) denkleminden

r, =min{r,l}-r, =1-r,

r, =min{r, 1}—r, =1-r, —r,

elde edilir ve 1, <1, < 0 dir. Isleme devam edilirse
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r, = min{r,,l}—r, =—r,,
r, =min{r,1}-r, =1, —1
elde edilir.

Eger r, >1 ise

r, =min{r,,l}—r, =1+71,,

r, = min{r,l}—r, =2—r

1

r, =min{r,1}-r, =1-r, —r,
elde edilir ve 1, <r, <0 dur.

Eger r, <1 ise

elde edilir ve 1, <1, <0 dir.

Yukaridaki islemlere devam edilirse genel olarak; bazi N > 0 tamsayilari i¢in

ry =1-r ise ry <ry, <0 elde edilir.

ii) N >0 olmak iizere ry =1-r olsun. O zaman, (i) den r, <r,, <0 olup (3.3)

denkleminden

Mg = min{rN ’1}_ Mo = — s

Moo = min{rml ,1}— v =Ty

elde edilir.
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Eger r,, <1 ise

elde edilir.

Eger ry,, 21 ise

M = min{rmz ’1}_ Mo =1=Ty +Iy
Mg = min{rN+3 ’1}_ Mo =14y,

Mnes = min{rN+4 =1}_ Mnas =Ty

elde edilir ki iddia dogrudur.

iii) N >0 olmak tlizere ry =1-r ve ry_, <-1 oldugunu kabul edelim. O zaman,
Iy, =Ty, oldugu goz oniine almip (i) nin ispatindaki islemlere benzer islemler

yapilirsa Iy =r,s =1-r ve ry,, =1+r1,_, elde edilir.

iv) N >0 olmak iizere ry =1-r ve ry, >—1 oldugunu kabul edelim. O zaman,
ry., =Ty, oldugu goz 6niline almip (ii) nin ispatindaki islemlere benzer islemler

yapilirsa ry =1ry,, =1-r ve ry,s =y, +r, +1 elde edilir.

Lemma 3.5 (i1) nin ispatindan; Lemma 3.5 (ii1) nin “‘Eger ry =ry,, =1-r ise
r,<-1 ve ry,=r,,+1 dir.” seklinde Lemma 3.5 (iv) nin de ‘‘Eger
ry =y, =1-r 1ise ry,>-1 ve ry,=r,,+r,+1 dir.”’ seklinde de ifade

edilebilecegi agiktir.
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Lemma 3.5 (ii) yi saglayan sonsuz sayida N tamsayisinin oldugu agiktir. (3.3)
denkleminin bir ¢éziimiiniin belirli sayidaki ardisik terimleri i¢inde (iii) ve (iv) deki
sartlar1 saglayan N tamsayilarmin sayis1 tam olarak belirlenmesiyle elde
edilebilecek son iki terimin degerini, (iii) ve (iv) deki islemleri ardi1 ardina

uygulayarak ilk iki terime bagli olarak bulabiliriz.

Lemma 3.6. {rn }°° (3.3) fark denkleminin Lemma 3. 4 deki sartlar1 gergekleyen

n=—1°
bir ¢oziimii olsun. r = max{r_1 .1 } =—, (k,m)=1 ve N <(5k+m) olmak iizere
m

ry =ry.e =—F olacak sekilde m tane N pozitif tamsayis1 ve ry =ry,; =—r olacak

sekilde de (k-m) tane N pozitif tamsayis1 vardir.

Ispat. {I’n }::_1 , Lemma 3.4 de bahsedilen sartlar1 gercekleyen (3.3) denkleminin bir

¢Oziimii olsun. r, r, baslangic degerleri, biri (0,1] araliginda digeri de (1,0)

araliginda bulunan iki pozitif rasyonel sayidir. Boylece r :max{r_l,ro}:— ve
m

(k,m) =1 olmak tizere r = K >1 olur.
m

ry =y, =—F olacak sekilde (m+1) tane N tamsayis1 var oldugunu kabul

edelim. O zaman, Lemma 3.4 (iv) deki islemleri (m+1) kere ardisik olarak
uygulayabiliriz. j e {2,3} i¢in r; =-r oldugunu biliyoruz. O zaman, |, =0,1,...,m
i¢in

Fivel, = Fjvoany =T Ve Mg 2—1

dir. Lemma 3.4 (iv) deki islemler (m+1) kere ardisik olarak uygulanirsa

s =T, +r+12-1,

j+5

r =n4+2n+22—h

j+l1

nﬂ7zq4+3q+32—L

r =r_, +mr;+m2-1

j+6m-1
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elde edilir. r; +m(—£)+m2—1 den r;, >0 elde edilir. Lemma 3.4 (i) den
m

r,, <0 olmasi gerektifinden bu mimkiin degildir. Bu ytizden, ry =ry =-r

esitligini saglayan N tamsayilarinin sayisi (m+1) den kiictiktiir.

Benzer sekilde, ry =r,,; =—r olacak sekilde, (k-m+1) tane N tamsayisi

oldugunu kabul edelim. O zaman, Lemma 3.4 (iii) deki islemleri (k-m+1) kere

ardisik olarak uygulayabiliriz. O zaman, |, =0,1,...,(k —m) i¢in

s, = Nigsapey =
Ve

Mg =141, <-1

Mo = 2+ ri, < -1

Mg =341, <-1

Fisgkemy-1 = (k—m)+ ri, <-1

elde edilir. 1, <-1-(k—-m)< _k den r;, <r; olur. Ancak, Lemma 3.4 (i) den
m

r; <r;,, dir. Bu nedenle r; 5, ,, , <—1 olamaz. O zaman, ry =ry s =—r esitligini

saglayan N tamsayilarinin sayisi (k-m+1) den kii¢iik olmalidir.

ry =ry.s =T olacak sekilde (m-1) tane N tamsayisinin var oldugunu kabul

edelim. Lemma 3.4 (iv) deki islemler (m-1) kez ardisik olarak uygulanirsa

== r r

j+6(m=2) — Vj+6(m-1) —

elde edilir. Burada r; ., , , Iy =Ty, =—T esitligini saglayan son terimdir. r; .,

ise Iy =ry,s =—r esitliini saglayan ilk terimdir. Bu durumda ise
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r r =r =T r

jr6(m=1) — Vj+6(m-1)+5 jr6(m-1)+10 — jo(m-1+sk-my = Vjso(m-tyssk-msny = —F

olup ry =r,,s =—r olacak sekilde (k-m+1) tane N tamsayis1 vardir. ry =ry,s =—r

esitligini saglayan N tamsayilarinin sayisinin (k-m+1) den kii¢iikk olmasi nedeniyle,

ry =y, =T esitligini saglayan N tamsayilarinin sayis1 (m-1) den biiyiiktiir. Bu da

ry =y, =T esitligini saglayan N tamsayilarinin sayisinin m oldugunu gdosterir.

Benzer sekilde, ry =r,,; =—r olacak sekilde (k-m-1) tane N tamsayisinin var

oldugunu kabul edelim. Lemma 3.4 (iii) deki islemler (k-m-1) kez ardisik olarak

uygulanirsa
M =Tis =Ti0 = = Niskem—2) = Nesem-ny =1

elde edilir. ry =ry s =-r esitligini saglayan son terim r; 5, , , dir. ;54 ., is€
ry =ry.e =T esitligini saglayan ilk terimdir. Buradan

Ficsem-1) = Fasem-n+e = Vesaem-ne2 = " = Nasgem-n+em = Vasem-n+emen = —F

elde edilir. ry =ry,, =-r olacak sekilde (m+1) tane N tamsayisinin bulundugu

goriiliir ki, bu miimkiin degildir. O zaman, ry =1, =-r esitligini saglayan N

tamsayilarinin sayisi (k-m-1) den biiyiik olmalidir. O halde, N tamsayilarinin sayisi

(k-m) dir.

o0

n=—1°

Lemma 3.7. {rn} (3.3) fark denkleminin Lemma 3.5 deki sartlar1 gercekleyen bir
¢ozliimii olsun. r=r, +r, = h, (k,m)=1 ve N <(5k—-4m) olmak iizere r, =
m

y,s =1—r olacak sekilde m tane N pozitif tamsayis1 ve ry =r, s =1-r olacak

sekilde de (k-2m) tane N pozitif tamsayis1 vardir.
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00

Ispat. {I’n }n:—l , (3.3) denkleminin Lemma 3.5 de bahsedilen sartlar1 gercekleyen bir

¢oziimi olsun. O zaman, r, ile r, baslangi¢c degerleri 1’den biiyiikk rasyonel

sayilardir. Boylece r=r +r, = h ve (k,m) =1 olmak iizere r = £ > 2 olur.
m m

ry =ry.s =1—r olacak sekilde (m+1) tane N tamsayist var oldugunu kabul
edelim. j=2 i¢in r; =1-r oldugunu biliyoruz. Lemma 3.5 (iv) deki islemler

(m+1) kere ardisik olarak uygulanirsa |, =0,1,...,m i¢in

Fivel, = Vivoa,41) = 1-r

ve
s =T, +0+1>-1,
Fion =T +2r+2> -1,
Mg =T +3r+3> -1,
Fisoma =T +Mry+m>—1

elde edilir. r; +m(1—£)+m >—1 den r;, >0 elde edilir. Lemma 3.5 (i) den
m

ri, <0 olmasi gerektiginden bu miimkiin degildir. Bu yiizden, ry =1y, =1-r

esitligini saglayan N tamsayilarinin sayisi (m+1) den kiictiktiir.

ry =ry,s =1—r olacak sekilde (k-2m+1) tane N tamsayist oldugunu kabul

edelim. Lemma 3.5 (iii) deki islemler (k-2m+1) kere ardisik olarak uygulanirsa

I, =0,...,(k—2m) i¢in

rj+5|2 = rj+5<|z+1) =1-r

Ve
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lio=2+T1, <-1,
Fiia =3+ Fioy <-1,

rj+5(k—2m)—l = (k —2m)+ rj—l <-1

<r, elde edilir. Halbuki Lemma 3.5

elde edilir. r; , <-1-(k-2m) < 1—% den r;
(i) den dolayr r;<r,, dir. O zaman, ry =rys=1-r esitligini saglayan N

tamsayilarinin sayist (k-2m+1) den kiigiik olmalidir.

ry =y, =1—r olacak sekilde (m-1) tane N tamsayisinin var oldugunu kabul

edelim. Lemma 3.5 (iv) deki islemler (m-1) kez ardisik olarak uygulanirsa
j jve = Vw2 = = lNigm-2) = lNixom-1) = 1-r

elde edilir. I 0, Ty =Ty, =1-T esitligini saglayan son terimdir. 1 ¢, , ise

ry =ry.s =1—1r esitligini saglayan ilk terimdir. Bu durumda ise

r r =r =7 r 1-r

jre(m-1) — Vj+r6(m-1)+5 j+6(m=1)+10 — jr6(m=1)+5(k-2m) — Vj+6(m-1)+5(k-2m+1) —

olup ry=ry,s=1-r olacak sekilde (k-2m+1) tane N tamsayis1 vardir.
ry =ry.s =1—r esitligini saglayan N tamsayilarinin sayisinin (k-2m+1) den kiiciik
olmas1 nedeniyle ry =ry,, =1-r esitligini saglayan N tamsayilarinin sayist (m-1)
den biiyiiktiir. Buda ry =r,,, =1—-r esitligini saglayan N tamsayilarinin sayisinin m

oldugunu gosterir.

Benzer sekilde, ry =r,; =1—-r olacak sekilde (k-2m-1) tane N tamsayisinin

var oldugunu kabul edelim. Lemma 3.5 (iii) deki islemler (k-2m-1) kez ardisik olarak

uygulanirsa

j j+s = Fivio = = lNsk-am—2) = FNask-am-) = 1-r
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elde edilir. ry =ry s =1-r esitliini saglayan son terim I s, 5 5 dit. T4 o

ise ry =TIy, =1-7r esitligini saglayan ilk terimdir. Buradan,

Firseam-t) = Vasgeamonyse = FNasgam-n+1z = = FNisgeamoneom = Vjasgk—am-t)so(ms1) = l-r

elde edilir. ry =ry,, =1-r olacak sekilde (m+1) tane N tamsayisinin bulundugu
goriiliir ki bu miimkiin degildir. O zaman, ry =1, =1-r esitligini saglayan N

tamsayilarinin sayisi (k-2m-1) den biiyiik olmalidir. O halde, N tamsayilarinin sayisi

(k-2m) dir.

Lemma 3.6 ve Lemma 3.7 goz Oniline alinarak Lemma 3.4 (iii)-(iv) ve Lemma 3.5
(i11)-(iv) de verilen sonuglar genellestirilebilir. Bu genellemeler, ulagsmak istedigimiz

asil sonuglarin ispatinda kolaylik saglar.

o0

n=—1°

Lemma 3.8. {rn} (3.3) fark denkleminin Lemma 3.4 ve Lemma 3.6 deki sartlar

gercekleyen bir ¢6zliimii olsun. Bazi N pozitif tamsayilar1 i¢in asagidaki ifadeler

dogrudur:

i) I, =12,...,micin ry =ry g =-Tise Iy, , =Ty + Ty, +1 dir
i) I, =1,2,...,(k=m) igin Iy ¢, = Fy,gnes, =T is€

Momes,—1 = Msomesa,—no +1 dir.

o0

n=—1°

Lemma 3.9. {rn} (3.3) fark denkleminin Lemma 3.7 ve Lemma 3.8 deki sartlari

gercekleyen bir ¢oziimii olsun. Bazi N pozitif tamsayilari i¢in asagidaki ifadeler

dogrudur:

) I =12,....micin ry =ry,q =-Tise Iy, , =Ty + Ty, +1 dir

ii) I, =1,2,...,(k=2m) i¢in ., =T =—Tr ise

N+6m+5l,

Msomest—t = Meomesq,—n T 1 dir.
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Teorem 3.2. 0 < A<1 ve r, ile r, rasyonel sayilarindan en az biri (0,1] araliginda

bulunmak iizere X , = A™ ve X, = A" baslangi¢ degerleri i¢in (3.1) denkleminin her

{X,}7 | cbziimii periyodiktir. Eger max{r_l,ro,l}:% ve (k,m)=1 ise {x,}”

n=-1

¢Ozimi (5k+m) esas periyotludur.

Ispat. (3.1) denkleminde 0 <A<1 ve n>-1 olmak iizere X, = A" ddniisiimii

uygulanirsa (3.3) denklemi elde edilir. {rn }:;_1, r, ile r, baslangic degerlerinden en

az biri (0,1] aralifinda bulunmak tizere (3.3) fark denkleminin bir ¢6ziimii olsun.

(k,m)=1 igin max{r_l,ro,l}:h oldugunu kabul edelim. O zaman, {Xn }w
m

., In
(5k+m) esas periyotlu oldugunu gostermek igin her n>-1 tamsayisi igin

I, =l.s.m oldugunu gostermek yeterlidir.

LS =1 oldugunu kabul edelim. O zaman, k=m=1, O0<r, <1 ve 0<r, <1
m

olur. (3.3) denkleminden

elde edilir ki her n > -1 tamsayistigin r, =1, .,

dir.

LS >1 oldugunu kabul edelim. Buradan max{r_,r,,1} = max{r ,r,}= LS olur.
m m

Lemma 3.6 (i) den r :i, N>0vel =12,...,m igin
m
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My =T, =T
Ve
Myes =Ty +Tyo +1,

M = Tge T Mnss +1= 2rN + v +2,

Miomoy =M+ +M

elde edilir. Lemma 3.6 (ii) den |, =1,2,...,(k —m) i¢in

Mneom = Mnsomesl, = —F
ve
Musomea = Mvsoma T1=Mg+ T +mM+1,
Mhvomeo = MNsomea +1= mry +ry, +m+ 2,
MNcomasemy—r = My + Ty £ M+ (k —m)
elde edilir. Buradan 1y =Ty co.sem =T V€ Ty =Tyemisem Oldugu goriilir.

r., = max{rn ,1}— r elde edilir. Ayrica

n+1

denkleminden her n>-1 i¢in r, =¥,

n+5k+m
L, =12,...m ve |,=12,...(k=m—1) igin ry, #ryq , Ve Iy, #ly s

oldugundan (5k + m), en kii¢iik periyot olur ki ispat tamamlanur.

Teorem 3.3. 0<A<1 ve r, ile r, I’den biiylik rasyonel sayilar olmak tizere
X, =A" ve X, =A" baslangic degerleri igin (3.1) fark denkleminin her {Xn}::_l

C e k : oo .
¢oziimil periyodiktir. Eger r=r +r,=— ve (k,m)=1 ise {Xn }n:_l ¢oziimii (5k-
m

4m) esas periyotludur.

Ispat. (3.1) denkleminde 0<A<1 ve n>-1 olmak iizere X, = A" doniisiimii

uygulanirsa, (3.3) denklemi elde edilir. {r, }*

n=—1°

r, ile r, baslangic degerleri 1’den
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bliyiik rasyonel sayilar olmak iizere (3.3) fark denkleminin bir ¢6ziimii olsun.

in (5k - 4m)

n=-1

(k,m)=1igin r, +r, = LS oldugunu kabul edelim. O zaman, {X, |~
m

esas periyotlu oldugunu gostermek icin her n> -1 tamsayist i¢in I, =TI, 4

oldugunu gostermek yeterlidir.
) k ..
Lemma39(i)denr=—, N>0 ve |, =12,...,m i¢in
m

'y = hsel, =1-r
ve

Myes =Ty +Tyo +1,

M = Tnge T Mnss +1= 2rN + v +2,

Myioma =M+, +M
elde edilir. Lemma 3.9 (ii) den |, =1,2,...,(k —2m) i¢in

Mneom = Mcomes, = l-r

ve
Musomea = Mvsoma T1=M0+ 1 +mM+1,
MNvomeo = MNsomea +1= mry +ry, +m+ 2,
MNcomesk—amy-1 = My + 1 + M+ (k —2m)
elde edilir. Buradan ry =ry o s@om =1—T Ve Iy =TIy omeskamo Oldugu goriilir.

r., = max{rn ,1}— r., denkleminden her n>-1 i¢in r, =r,,, ,.. elde edilir. Ayrica
L =12,....m ve |, =12,...,(k-2m-1) igin ry, # Mueol o Ve Ty # Tybomest,

oldugundan (5k - 4m), en kii¢iik periyot olur ki ispat tamamlanur.



38

3.3 Niimerik Sonuclar

Bu kisimda, yukarida incelenen her bir durum i¢in (3.1) denkleminin

¢Oziimlerine niimerik drnekler verilmistir.

Ornek 3.1. A=2 ve baslangic degerleri x_, =2%, x, =2%° olmak iizere (3.1)

denkleminin ¢6ziimii agagidaki tablo ve grafik ile verilmistir.

n X, n X n X,
-1 1,231144 7 1,231144 15 1,231144
0 1,515717 8 1,515717 16 1,515717
1 1,624505 9 1,624505 17 1,624505
2 1,319508 10 1,319508 18 1,319508
3 1,231144 11 1,231144 19 1,231144
4 1,515717 12 1,515717 20 1,515717
5 1,624505 13 1,624505 21 1,624505
6 1,319508 14 1,319508 22 1,319508
Tablo 3.1
2 _
. . . . . . . . .
1,5 4 ° ° ° ° ° ° ° °
1 4
0,5
0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35
Grafik 3.1

A=2, x,=2" ve x,=2"° olmak iizere (3.1) denkleminin ¢dziimiiniin 4

periyotlu oldugu goriilmektedir.

Ornek 3.2. A=2 ve baslangig degerleri x_, =2%°, x, =2"° olmak iizere (3.1)

denkleminin ¢6ziimleri asagidaki tablo ve grafik ile verilmistir.



n X, n X, n X,
-1 1,741101 9 2,828427 19 0,812252
0 2,828427 10 1,148698 20 0,870551
1 1,624505 11 0,707107 21 2,462289
2 0,707107 12 1,741101 22 2,828427
3 1,231144 13 2,828427 23 1,148698
4 2,828427 14 1,624505 24 0,707107
5 2,297397 15 0,707107 25 1,741101
6 0,812252 16 1,231144 26 2,828427
7 0,870551 17 2,828427 27 1,624505
8 2,462289 18 2,297397 28 0,707107
Tablo 3.2
3,6
° ° ° ° ° ° °

214 B ® ° ° ° ° ¢
° ® . *

1,2 . .

° o ® o ® o ®
0 T T T T T
0 5 10 20 25 30
Grafik 3.2

35
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Xo = X4 =Xy = X3 = X;; = X5, = X, Olup X, terimi dort ya da bes terim sonra

tekrar etmektedir. A=2, x, =2 ve X, =2"" olmak iizere (3.1) denkleminin

¢Ozlimiiniin 13 periyotlu oldugu goriilmektedir.

Ornek 3.3. A=11 ve baslangig degerleri x_, = (L,1)"*, x, =(1,)>® olmak iizere

(3.1) denkleminin ¢oziimleri asagidaki tablo ve grafik ile verilmistir.



n X, n X, n X,
-1 1,121169 8 1,121169 17 1,03886
0 1,07923 9 1 18 0,981118
1 0,981118 10 0,981118 19 1,058853
2 1,019245 11 11 20 1,121169
3 1,121169 12 1,121169 21 1,058853
4 1,1 13 1,019245 22 0,981118
5 0,981118 14 0,981118 23 1,03886
6 1 15 1,07923 24 1,121169
7 1,121169 16 1,121169 25 1,07923
Tablo 3.3
1,14
1’12 Y * ? 3 Y * * ? 3 * * Y
1,1 - - - -

1,08 hd i d i d

1,06 L 2 L 2

1,04 -

1,02 - -
1 - o - o -

0,98 ® ® ® ® ® ® ® ® ® ®

0,96 T T T T T

10 20 30 40 50 60
Grafik 3.3
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X = X3 =X; =X, = X6 = Xyy = X, Olup X_, terimi dort ya da bes terim sonra

tekrar etmektedir. A=1,1 ve baslangi¢ degerleri de x_, = (1,1)"*, X, = (1,)** olmak

tizere (3.1) denkleminin ¢dziimiiniin 25 periyotlu oldugu goériilmektedir.



41

Ornek 3.4. A=25 ve baslangic degerleri x_, =25®?, x, =25""? olmak iizere

(3.1) denkleminin ¢oziimleri agagidaki tablo ve grafik ile verilmistir.

n X, n X, n X,
-1 5343,675 13 5343,675 27 5343,675
0 1827,511 14 625 28 213,747
1 0,341995 15 0,116961 29 0,04
2 0,01368 16 0,04 30 0,116961
3 73,10044 17 213,747 31 625
4 5343,675 18 5343,675 32 5343,675
5 73,10044 19 25 33 8,54988
6 0,01368 20 0,004678 34 0,004678
7 0,341995 21 1 35 2,924018
8 1827,511 22 5343,675 36 5343,675
9 5343,675 23 5343,675 37 1827,511
10 2,924018 24 1 38 0,341995
11 0,004678 25 0,004678 39 0,01368
12 8,54988 26 25 40 73,10044
Tablo 3.4
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Grafik 3.4

X =X, =Xg =Xj3 = Xjg = Xy =Xy = X5, = X35 Olup X, terimi dort ya da bes
terim sonra tekrar etmektedir. A=25, x_, =25% ve x, =257"% olmak iizere (3.1)

denkleminin ¢6ziimiiniin 37 periyotlu oldugu goriilmektedir.



Ornek 3.5. A=3.2 ve baslangig degerleri x_, = (3,2)""?, x, =(3,2)"*'* olmak

tizere (3.1) denkleminin ¢ozlimleri asagidaki tablo ile verilmistir.

n X, n X, n Xn

-1 58,61718 24 6146,457 49 6146,457
0 6146,457 25 1920,768 50 5,724334
1 104,8576 26 0,3125 51 0,000931
2 0,01706 27 0,001666 52 0,559017
3 0,030518 28 10,24 53 3435,974
4 187,575 29 6146,457 54 6146,457
5 6146,457 30 600,2399 55 1,788854
6 32,768 31 0,097656 56 0,000521
7 0,005331 32 0,005331 57 1,788854
8 0,097656 33 32,768 58 6146,457
9 600,2399 34 6146,457 59 3435,974
10 6146,457 35 187,575 60 0,559017
11 10,24 36 0,030518 61 0,000931
12 0,001666 37 0,01706 62 5,724334
13 0,3125 38 104,8576 63 6146,457
14 1920,768 39 6146,457 64 1073,742
15 6146,457 40 58,61718 65 0,174693
16 3,2 41 0,009537 66 0,00298
17 0,000521 42 0,054592 67 18,31787
18 1 43 335,5443 68 6146,457
19 6146,457 44 6146,457 69 335,5443
20 6146,457 45 18,31787 70 0,054592
21 1 46 0,00298 71 0,009537
22 0,000521 47 0,174693 72 58,61718
23 3,2 48 1073,742 73 6146,457

Tablo 3.5
Xog = X5 = Xjg = Xj5s = Xjg = Xy = Xyg = Xgy = X39 = Xyy = Xgg =Xy = Xsg =

42

Xg3 = Xgz = X5; Olup X, terimi dort ya da bes terim sonra tekrar etmektedir. A= 3,2

ve baslangic degerleri x_, =(3,2)7"?, x, =(3,2)"*’* olmak iizere (3.1) denkleminin

¢Oziimiiniin 73 periyotlu oldugu goriilmektedir.

Ornek 3.6. A=0,8 ve baslangig degerleri x_, = (0,8)", x, = (0,8)"° olmak iizere

(3.1) denkleminin ¢oziimleri asagidaki tablo ve grafik ile verilmistir.



n X, n X, n X,
-1 0,935248 14 1,069235 29 0,935248
0 0,87469 15 1,143263 30 0,87469
1 0,935248 16 1,069235 31 0,935248
2 1,069235 17 0,935248 32 1,069235
3 1,143263 18 0,87469 33 1,143263
4 1,069235 19 0,935248 34 1,069235
5 0,935248 20 1,069235 35 0,935248
6 0,87469 21 1,143263 36 0,87469
7 0,935248 22 1,069235 37 0,935248
8 1,069235 23 0,935248 38 1,069235
9 1,143263 24 0,87469 39 1,143263
10 1,069235 25 0,935248 40 1,069235
11 0,935248 26 1,069235 41 0,935248
12 0,87469 27 1,143263 42 0,87469
13 0,935248 28 1,069235 43 0,935248
Tablo 3.6
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Grafik 3.5
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A=08 ve baslangig degerleri x_, =(0,8)**, x, =(0,8)"° olmak iizere (3.1)

denkleminin ¢6ziimiiniin 6 periyotlu oldugu goriilmektedir.

Ornek 3.7. A=0,5 ve baslangig degerleri x_, =(0,5)"°, X, =(0,5)"° olmak iizere

(3.1) denkleminin ¢oziimleri agagidaki tablo ve grafik ile verilmistir.
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n X, n X, n X,
-1 0,707107 16 0,615572 33 0,535887
0 0,329877 17 0,329877 34 0,329877
1 0,707107 18 0,812252 35 0,933033
2 2,143547 19 2,462289 36 2,828427
3 3,031433 20 3,031433 37 3,031433
4 1,414214 21 1,231144 38 1,071773
5 0,466516 22 0,406126 39 0,353553
6 0,353553 23 0,406126 40 0,466516
7 1,071773 24 1,231144 41 1,414214
8 3,031433 25 3,031433 42 3,031433
9 2,828427 26 2,462289 43 2,143547
10 0,933033 27 0,812252 44 0,707107
11 0,329877 28 0,329877 45 0,329877
12 0,535887 29 0,615572 46 0,707107
13 1,624505 30 1,866066 47 2,143547
14 3,031433 31 3,031433 48 3,031433
15 1,866066 32 1,624505 49 1,414214
Tablo 3.7
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Grafik 3.6
-1,6 . .
Xy = Xg = Xpy = Xyg = Xp5 = X3; = X33 = Xy = X5 Olup X; =(0,5)"" terimi bes

ya da alt1 terim sonra tekrar etmektedir. A =0,5 ve baglangig degerleri x_, = (0,5)*,

X, = (0,5)"° olmak iizere (3.1) denkleminin ¢dziimiiniin 45 periyotlu oldugu

goriilmektedir.
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Ornek 3.8. A=0,5 ve baslangig degerleri x_, = (0,5)"°, x, =(0,5)" olmak iizere

(3.1) denkleminin ¢oziimleri agagidaki tablo ve grafik ile verilmistir.

n X n X n X,
-1 0,329877 16 0,329877 33 0,329877
0 0,707107 17 0,812252 34 0,933033
1 2,143547 18 2,462289 35 2,828427
2 3,031433 19 3,031433 36 3,031433
3 1,414214 20 1,231144 37 1,071773
4 0,466516 21 0,406126 38 0,353553
5 0,353553 22 0,406126 39 0,466516
6 1,071773 23 1,231144 40 1,414214
7 3,031433 24 3,031433 41 3,031433
8 2,828427 25 2,462289 42 2,143547
9 0,933033 26 0,812252 43 0,707107
10 0,329877 27 0,329877 44 0,329877
11 0,535887 28 0,615572 45 0,707107
12 1,624505 29 1,866066 46 2,143547
13 3,031433 30 3,031433 47 3,031433
14 1,866066 31 1,624505 48 1,414214
15 0,615572 32 0,535887 49 0,466516
Tablo 3.8
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Grafik 3.7
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-1,6

Xy = X; = X3 = Xog = Xpy = X390 = X356 = X4y = X7 Olup X, =(0,5)7" terimi bes

ya da alt1 terim sonra tekrar etmektedir. (3.1) denkleminin ¢6ziimiiniin 45 periyotlu

oldugu goriilmektedir.

Ornek 3.9. A=0,3 ve baslangic degerleri x_ =(0,3)>*, x, =(0,3)> olmak iizere

(3.1) denkleminin ¢oziimleri agagidaki tablo ve grafik ile verilmistir.

n X, n X, n X,
-1 0,014789 9 0,164317 19 1,825742
0 0,049295 10 0,004437 20 0,004437
1 20,28602 11 1,825742 21 0,164317
2 411,5226 12 411,5226 22 67,62007
3 20,28602 13 225,4002 23 411,5226
4 0,049295 14 0,547723 24 6,085806
5 0,014789 15 0,00243 25 0,014789
6 6,085806 16 0,547723 26 0,049295
7 411,5226 17 225,4002 27 20,28602
8 67,62007 18 411,5226 28 411,5226
Tablo 3.9
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Grafik 3.8

X, =X, =X, = Xjg = Xp3 = Xpg OlUp X, =(0,3)” terimi bes ya da alti terim
sonra tekrar etmektedir. (3.1) denkleminin ¢Oziimiiniin 26 periyotlu oldugu

goriilmektedir.

Ornek 3.10. A=,/0,4 ve baslangig degerleri x_, = (1/0,4)"", x, = (/0,4)” olmak

tizere (3.1) denkleminin ¢oziimleri asagidaki tablo ile verilmistir.



47

n X, n X, n X, n X,
-1 0,438383 50 1,201124 101 3,290956 152 9,016874
(0] 0,040477 51 0,033699 102 0,092333 153 0,252982
1 1,4427 52 0,526553 103 0,19218 154 0,070141
2 35,64233 53 18,76757 104 6,849739 155 2,5
3 24,70529 54 35,64233 105 35,64233 156 35,64233
4 0,693145 55 1,899144 106 5,203458 157 14,25693
5 0,028057 56 0,053283 107 0,145991 158 0,4
6 0,912444 57 0,333021 108 0,121545 159 0,044361
7 32,52161 58 11,86965 109 4,332155 160 1,581139
8 35,64233 59 35,64233 110 35,64233 161 35,64233
9 1,095958 60 3,002811 111 8,227389 162 22,54219
10 0,030749 61 0,084248 112 0,230832 163 0,632456
11 0,57708 62 0,210621 113 0,076872 164 0,028057
12 20,56847 63 7,507028 114 2,739896 165 1
13 35,64233 64 35,64233 115 35,64233 166 35,64233
14 1,732862 65 4,747861 116 13,00864 167 35,64233
15 0,048618 66 0,133209 117 0,364977 168 1
16 0,364977 67 0,133209 118 0,048618 169 0,028057
17 13,00864 68 4,747861 119 1,732862 170 0,632456
18 35,64233 69 35,64233 120 35,64233 171 22,54219
19 2,739896 70 7,507028 121 20,56847 172 35,64233
20 0,076872 71 0,210621 122 0,57708 173 1,581139
21 0,230832 72 0,084248 123 0,030749 174 0,044361
22 8,227389 73 3,002811 124 1,095958 175 0,4
23 35,64233 74 35,64233 125 35,64233 176 14,25693
24 4,332155 75 11,86965 126 32,52161 177 35,64233
25 0,121545 76 0,333021 127 0,912444 178 2,5
26 0,145991 77 0,053283 128 0,028057 179 0,070141
27 5,203458 78 1,899144 129 0,693145 180 0,252982
28 35,64233 79 35,64233 130 24,70529 181 9,016874
29 6,849739 80 18,76757 131 35,64233 182 35,64233
30 0,19218 81 0,526553 132 1,4427 183 3,952847
31 0,092333 82 0,033699 133 0,040477 184 0,110903
32 3,290956 83 1,201124 134 0,438383 185 0,16
33 35,64233 84 35,64233 135 15,625 186 5,702772
34 10,83039 85 29,67413 136 35,64233 187 35,64233
35 0,303863 86 0,832553 137 2,281109 188 6,25
36 0,058396 87 0,028057 138 0,064 189 0,175353
37 2,081383 88 0,759658 139 0,277258 190 0,101193
38 35,64233 89 27,07597 140 9,882118 191 3,60675
39 17,12435 90 35,64233 141 35,64233 192 35,64233
40 0,48045 91 1,316382 142 3,60675 193 9,882118
41 0,036933 92 0,036933 143 0,101193 194 0,277258
42 1,316382 93 0,48045 144 0,175353 195 0,064
43 35,64233 94 17,12435 145 6,25 196 2,281109
44 27,07597 95 35,64233 146 35,64233 197 35,64233
45 0,759658 96 2,081383 147 5,702772 198 15,625
46 0,028057 97 0,058396 148 0,16 199 0,438383
47 0,832553 98 0,303863 149 0,110903 200 0,040477
48 29,67413 99 10,83039 150 3,952847 201 1,4427
49 35,64233 100 35,64233 151 35,64233 202 35,64233

Tablo 3.10

A=.04, x,=(/0,4)" ve x,=(,0,4)" olmak iizere (3.1) denkleminin

¢Ozlimiiniin 200 periyotlu oldugu goriilmektedir.
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4. BOLUM

X, =max{A/X, ,,1/x*, | FARK DENKLEMININ COZUMLERI

n-1°

Bu boliimde; A pozitif bir reel say1 ve «’ da 0 < o <1 olacak sekilde bir reel

say1 olmak {izere

X, :max{ A , i }, n=12,. (4.1)
anl

fark denkleminin pozitif ¢dztimlerinin periyodikligi ve kararlilig1 incelenmistir.

0

Teorem 4.1. A=1 ve 0<a <1 olmak iizere (4.1) fark denkleminin her {Xn }n=72

¢Ozlimii, X =1 denge noktasina yakinsar.

Ispat. A=1 igin (4.1) denkleminin 6zel bir hali olan

X, :max{ ! , I }, n=12,.. (4.2)
anl X:—3

fark denklemini g6z Oniine alalim.

(4.2) denkleminde 0 < B <1 ve n>-2 igin x, = B’ doniigiimii uygulanirsa
Y, =min{-y, ,~ay,f, N=12,.. (4.3)

denklemi elde edilir. (4.3) denkleminin her {yn }:}2 ¢cOziimiiniin sifira yakinsadigi

gosterilirse, istenen elde edilmis olur.

Yn ==Yy Ve Yyg =—aY,_, olacak sekilde en az bir N pozitif tamsayisi

vardir. Gergekten, (4.3) denkleminden N, pozitif tamsayist i¢in

Yn, = mln{— Yn-1— YN, 3 }: —QYy 3 1€ — Yy > Yy 35
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YN+ = mm{_ YN~ N, -2 }: —QYy o 1SC QYN 3 > QY s
Yn+2 = mln{— YN+~ YN, -1 }: QY 18€ Yy, > Yy
ve

Y +3 :min{ Yn+2~ Y, } —Yn,+2
elde edilir ki en az bir N pozitif tamsayisi i¢in y, =-Yy,_, dir

Yn, ==Y, olsun. O zaman, (4.3) denkleminden

Y« = min{_ Yn, s_a'yNz—z}: —Yn, ise Yn,a < (_ayNz—z)a

Yny«2 = mln{— YN, 410~ N, }: ~Yn,4 18€ Yy, > 0
ve

Yn,43 = min{_ Yn,+2— Y, }: —Qyy,
elde edilir ki en az bir N pozitif tamsayisi i¢in Y =—Y,_, V€ Yy, = —Y,_, dir

Simdi Yy, =-Yy, Ve Yyu =—Yy_, oldugunu kabul edelim. O zaman,

(=ayYn3) > =Yy VE Yy > —aYy, dir. Yy, <-y,, esitsizlifi de goz Oniine
alinarak (4.3) denkleminden

Yner = min{= Yy =@Yy 1 ==Yy
Ynos = min=yy .~y = -y,

Yaea = Min{= Yy =0y b= Yy,

Yaes = min{= Yy @y} = Wi
Ynwe = MIN{= Yy =0y f= —Yisss
Yner = Min{= Yy 6=y .0} =~y 4
Ynos = min{=yy5—ayy .= a’yy,
Yaeo = min{= Yy =@y} = @ Yy,

elde edilir. Genel olarak her m dogal sayist i¢in
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_ m
YNeam =X Yy
_ m
YNtama =X Ynirs

Yn+ams2 = 7Y Nwamr

Yn+amss =~ Niam
oldugu goriiliir. Buradan (M — o) i¢in limit alnirsa (Yy.4n) 20, (Yy.ama) = 0,

(Ynsames) = 0 Ve (Yy,ams) = O elde edilir ki her {y, }:1_2 ¢Ozlimii sifira yakinsar.

Lemma4.1. {y,|” ), 0<a <1 olmak iizere

y, =min{l—y,_ —ay,,}, n=12,... (4.4)

fark denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Her n pozitif tamsayisi igin,

|yn| < maXﬂyn—1| - l’a|yn—3|} (45)

dir.

Ispat. Baz1 n pozitif tamsayilari igin y,_, ve y,_, iin alabilecegi muhtemel degerleri

g6z Online alalim.

i) Egery, , 20vey, ,2>0ise |yn| < max{}yn71|—1,a yn73|} diir.

ii) Eger y, , <0 ve y, ;<0 ise |yn| < a|yn_3| diir.

iii) Eger y, , 20 ve y, ; <0 ise |yn| < maxﬂyn_1|—1,a yn_3|} diir.

iv)Eger y, , <0 ve y, ;20 ise |yn| = a|yn_3| diir.

Yukaridaki dort farkli durum goz 6niine alindiginda genel olarak her n pozitif
tamsayist igin,
o] < maxy,.,| -1 aly,
dir.



51

Teorem 4.2. 0 < A<1 ve 0 < a <1 olmak iizere (4.1) fark denkleminin her {Xn }::_2

¢ozlimii, X =1 denge noktasina yakinsar.

Ispat. (4.1) denkleminde 0 < A<1 ve n>-2 igin X, = A’ doniisiimii uygulanirsa

(4.4) fark denklemi elde edilir. (4.4) fark denkleminin her {yn }::_2 ¢Ozlimiiniin sifira

yakinsadigin1 gostermek yeterlidir.

Lemma 4.1 den her n pozitif tamsayisi i¢in,

A

|yn|£maxﬂyn—l )

esitsizliginin var oldugunu biliyoruz. 0< g <1 ve |y, ,|-1< Bly,,| olacak sekilde

bir £ sayisi segilebilir. Buradan

Al

|yn| < max{ﬂ|yn—l 144

esitsizligi elde edilir. Buradan y = max{ ,a} olmak tizere

Ll (4.6)

|yn| < )/rnaxﬂyn_1 ,

esitsizligi elde edilir. (4.6) dan iterasyon ile

|yl|£7maxﬂ _ },
|y2|SymaXﬂ }
|y, < 7 max{y, . zl}

| < 77 max

|y5|£;/2 max

ﬂ LI
UYobly-ibly-afs
el <7 max{yol [y by o[},
1yobly-bly-2;

y,|< 7 max
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elde edilir. Buradan,

n-1

3

%57}

|}

Y

> 3

|yn| < 7/ maX{JyO

oldugu goriiliir. (n — o) i¢in limit alinirsa (y,) — 0 elde edilir.

Teorem 4.3. A >1 olmak iizere (4.1) fark denkleminin her {Xn }::_2 ¢ozimiiya X =1

denge noktasina yakinsar ya da er gec¢ 2 periyotludur. Baska bir deyisle, asagidaki

ifadeler dogrudur:

. . . - A . ©
i) Bir N pozitif tamsayisi igin Xy =—— ve Xy, =——— ise her {Xn}n:_2
N-1 N-2
¢Oziimii X =1’ e yakinsar.

ii) Bir N pozitif tamsayisi i¢in X, =3 Xno =Xy Ve A% < X, <

1
A= ise her {X,}” , ¢Oziimii er geg 2 periyotludur.

iii) Bir N pozitif tamsayist igin Xy =——, Xy, =Xy, V€ Xy, &
X

- 1
. © oo
{A Ia’ Al“i| ise her {xn }n:—z ¢Oziimii X =1’ e yakinsar.

Ispat. i) (4.1) denkleminde; A>1 ve n>-2 igin X, = A’ déniisiimii uygulanirsa
y, =max{l-y, ,~ay, |, n=12,.. (4.7)

fark denklemi elde edilir. {yn }:}2, (4.7) fark denkleminin bir ¢6ziimii olsun. O

A 1.
zaman, Xy =—— Ve Xy, =—— ise Yy =1-Yy,, ve Y\, =—ay,_, olur.
N-1 N-2
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En az bir N pozitif tamsayisi i¢in y,, =1-Yy,_, >0 dir. Tersine, bir N, pozitif

tamsayist i¢in Yy =-—ayy _; >1-Yy , oldugunu kabul edelim. (4.7) denkleminden

Y2 21=Yy,; olup
Yn = max{l Ty 3N }: 1+ Y\, 3

elde edilir ki y,, =1-Y,_, olacak sekilde bir N pozitif tamsayis1 vardir. Simdi de

bir N, pozitif tamsayisi igin Yy =1-7y, , <0 oldugunu kabul edelim. O zaman,

Yn, o = maX{yNz—l >_O‘yN2-2}

olup Yy ., =Yy, i8¢ Yy ,; =1-Yy, >0 olur ki bu zaten istenilendir.

Y, =~ Y, ise —QYN, 2 > YN, >1 olup

Yn,2 = max{l +ayy, oYy, }: 1+ Yy, , < 0
elde edilirki yy , < 1 dir.
a
Yn,e3 = max{— ayy,,—a(l- yNZ—l)}: —a(l-yy, )20,
Vaoe =max{l+a(l-y, )@y, o f=1+a(-y, )
elde edilir. y\ ,, <0 ise yy , = 1+l dir.
a
Ynyes = max{— a(l- Yn, o )—a(l+ O‘yNz—z)}: —a(l+ ayNz—Z)a
Vo = max{l+a(l+ay, ,)a> (- Yy )f=1+a(+ay, )

elde edilir. yy , <0 ise yy , < —l—% dir.
a «

Yn, 2 > (=p) ve B>y, , olacak sekilde bir pozitif S sayisinin bulundugu
g0z Oniine alarak islemlere devam edilirse, y, =1-Y,_, >0 olacak sekilde en az

bir N pozitif tamsayisinin bulundugu goriiliir.
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Yy =1=Yy, >0 ve y,,, =—-ay,_, >1-Y, oldugunu kabul edelim. O zaman,
(—aY\.,)>Yy,21-Yy, esitsizliginden y, , >0, Yo <Ynuy <0 ve

Yn_oo 2 Yy > 0 olur. (4.7) denkleminden

Yniz = max{l + ayN—Z’_ayN—l}: l+ayy,>0

ve (—ayy_,) > Yy oldugundan y, >vy,,, >0 elde edilir.

Yniz = max{—ayN_2 —o(l— yN—])}z —a(l-yy,)<0

olup Yy.; < VYy.s <0 dir.

Ynia = max{l +a(l- ny1)’a2yN72}= l+a(-yy,)>0

olup Yy., = Yy, >0 dir.

Yyos =maxi-a(l-yy )—a(l+ayy )} =-al+ay,,) <0

olup Yy.; < Yn.s <0 dir. Bu islemlerden genel olarak her m dogal sayis1 icin

yN+4m > yN+4m+2 2 yN+4m+4 > 0

\%

yN+4m+1 < yN+4m+3 < yN+4m+5 < O

elde edilir. Buradan da her {yn }:?2 ¢Ozlimiiniin sifira yakinsadig1 goriiliir.

. . .. .. A -, 1
ii) Bir N pozitif tamsayist i¢in X, =% Xng = Xy ve Ale <x <A«
N-1

sartlarini1 saglayan (4.1) denkleminin bir {Xn }::_2 ¢Ozlimiiniin var oldugunu kabul

edelim. O zaman, {yn }::_2 (4.7) denkleminin bir ¢éziimii olmak tizere y, =1-Yy,_,,

Vi = Yoy Ve ——2— <y < olur. (4.7) denkleminden

-« l-a
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Yniz = max{l —Yna 7_ayN—1}= l1=yy.
Yniz = max{nyls_a(l - yN—l)}: Yo

elde edilir ki her m dogal sayistigin Yy, = Yy.ms:, dir.

- 1
o T . . A =
iii) Bir N pozitif tamsayis1 i¢in Xy =——, Xy, =Xy, Ve Xy, &| A= A~
X
N-1

sartlarin1 saglayan bir {Xn }:;2 ¢ozlimiinlin var oldugunu kabul edelim. O zaman,

{yn }:?2 (4.7) denkleminin bir ¢dziimii olmak ilizere Yy, =1-Y\,, Yy = Yny V€

yN—l ¢|:_1L,1 1 :| 01111'.
- 11—

Yo > . ! oldugunu kabul edelim. (4.7) denkleminden

Yner = max{l —Yna 9_ayN—1}: Y\,

elde edilir. yy,, =1-Yyy ve Yy., =—¥,_, olup (i) den her {yn }::_2 ¢Oziimiiniin

sifira yakinsadigi elde edilir.

(24

Y < 1 oldugunu kabul edelim. (4.7) denkleminden

Yniz = max{l ~ Ynom YN } =l=Yy.i»
Yniz = max{nyl,—a(l - nyl)} =-a(l-yy,)

olup Yy, =1-Yy, Ve Yy,; =—ay, dir. (1) den her {yn }::_2 ¢cozlimiinlin sifira

yakinsadigi elde edilir.



4.1 Niimerik Sonuclar
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Bu kisimda, yukarida incelenen her durum igin (4.1) denkleminin ¢oziimlerine

niimerik 6rnekler verilmistir.

Ornek 4.1. A=1, a =0,3 ve baslangi¢ degerleri de X,=05, x,=01, X, =09

olmak iizere (4.1) denkleminin ¢oziimleri asagidaki tablo ve grafik ile verilmistir.

n X n Xy n Xn
-2 0,5 9 1,00952754724686 20 0,99974400671883
-1 0,1 10 0,99715930849867 21 1,00025605883052
0 0,9 11 1,00284878401788 22 0,99992319513373
1 1,23114441334492 12 0,99715930849867 23 1,00007681076571
2 1,99526231496888 13 1,00284878401788 24 0,99992319513373
3 1,03211299742819 14 0,99914694388260 25 1,00007681076571
4 0,96888616119726 15 1,00085378444344 26 0,99997695792070
5 1,03211299742819 16 0,99914694388260 27 1,00002304261025
6 0,99056237021680 17 1,00085378444344 28 0,99997695792070
7 1,00952754724686 18 0,99974400671883 29 1,00002304261025
8 0,99056237021680 19 1,00025605883052 30 0,99999308732046
Tablo 4.1
2 o
1 L < L e®o®oso oo
O T T T T
o 10 20 30 50
Grafik 4.1

(4.1) denkleminin ¢ézliimiiniin X =1’ e yakinsadig1 goriilmektedir.
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Ornek 4.2. A=1, a =09 ve baslangic degerleri de x_, =10, x, =2, X, =25

olmak tizere (4.1) denkleminin ¢6ziimleri asagidaki tablo ve grafik ile verilmistir.

n X n X n X,

-2 10 27 0,332432 56 1,693433
-1 2 28 3,008132 57 0,622456
(0] 25 29 0,371136 58 1,606538
1 0,125893 30 2,694432 59 0,622456
2 7,943282 31 0,371136 60 1,606538
3 0,125893 32 2,694432 61 0,652677
4 7,943282 33 0,409807 62 1,532153
5 0,154882 34 2,440172 63 0,652677
6 6,456542 35 0,409807 64 1,532153
7 0,154882 36 2,440172 65 0,681127
8 6,456542 37 0,448045 66 1,468155
9 0,186638 38 2,231919 67 0,681127
10 5,357967 39 0,448045 68 1,468155
11 0,186638 40 2,231919 69 0,707792
12 5,357967 41 0,4855 70 1,412845
13 0,22075 42 2,059731 71 0,707792
14 4,530019 43 00,4855 72 1,412845
15 0,22075 44 2,059731 73 0,732681
16 4,530019 45 0,52188 74 1,364851
17 0,25675 46 1,91615 75 0,732681
18 3,894843 a47 0,52188 76 1,364851
19 0,25675 48 1,91615 77 0,755829
20 3,894843 49 0,556946 78 1,323051
21 0,294143 50 1,795505 79 0,755829
22 3,399703 51 0,556946 80 1,323051
23 0,294143 52 1,795505 81 0,777286
24 3,399703 53 0,590517 82 1,286527
25 0,332432 54 1,693433 83 0,777286
26 3,008132 55 0,590517 84 1,286527

Tablo 4.2

8

7

6

5

4 - e

3

S .

N hd '.O.".-.o........

o foececoeet? ; ; ; ; ; ; ‘

o 10 20 30 a0 50 60 70 80 90 100

Grafik 4.2



(4.1) denkleminin ¢ézlimiiniin X =1’ e yakinsadig1 goriilmektedir.
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Ornek 4.3. A=0,9, a =0,8 ve baslangic degerleri de x_, =8, x, =10, x, =15

olmak tizere (4.1) denkleminin ¢éziimleri asagidaki tablo ve grafik ile verilmistir.

5
[ ]
4 |
[ ]
3 | [ ]
[ ]
[ ]
2 * ..
® o
1 o o o.o.o.o‘o.t‘o ........‘
e o o °
. . o o ° ° ° [ ] [ ] [ ]
0 T T T T
0 10 20 30 40 50
Grafik 4.3
n X, n Xy n Xn
-2 8 12 2,343719636 26 1,348721451
-1 10 13 0,450320976 27 0,756465827
0 15 14 2,075835953 28 1,298774799
1 0,189464571 15 0,505912573 29 0,787158497
2 4,750228479 16 1,893137938 30 1,250168491
3 0,189464571 17 0,557500905 31 0,811284012
4 4,750228479 18 1,724803487 32 1,211017027
5 0,287493745 19 0,600142237 33 0,836421448
6 3,784230587 20 1,595892152 34 1,182120275
7 0,287493745 21 0,646559210 35 0,857985208
8 3,130502887 22 1,504515428 36 1,153612283
9 0,344840230 23 0,688013831 37 0,874723244
10 2,710798767 24 1,417468308 38 1,130358384
11 0,401336550 25 0,721244781 39 0,891973810
Tablo 4.3

(4.1) denkleminin ¢6ziimiinlin X =1’ e yakinsadig1 goriilmektedir.

Ornek 4.4. A=0,6, a = 0,2 ve baglangi¢ degerleri x_, =0,001, x_, =0,1, X, =0,3

olmak iizere (4.1) denkleminin ¢oziimleri asagidaki tablo ve grafik ile verilmistir.



n X, n X, n X,
-2 0,001 12 0,9980754977469 26 1,0000011789243
-1 0,1 13 1,0022129266051 27 1,0000006164343
0 03 14 1,0007370987536 28 0,9999992926461
1 3,9810717055350 15 1,0003853455239 29 0,9999997642153
2 1,5848931924611 16 0,9995580013723 30 0,9999998767132
3 1,2722596365394 17 0,9998526454118 31 1,0000001414708
4 0,7585775750292 18 0,9999229487091 32 1,0000000471569
5 0,9120108393559 19 1,0000884231767 33 1,0000000246574
6 0,9529823345503 20 1,0000294735235 34 0,9999999717058
7 1,0568175092137 21 1,0000154109706 35 0,9999999905686
8 1,0185913880541 22 0,9999823163028 36 0,9999999950685
9 1,0096783173357 23 0,9999941053995 37 1,0000000056588
10 0,9890084450211 24 0,9999969178344 38 1,0000000018863
11 0,9963226419544 25 1,0000035367770 39 1,0000000009863
Tablo 4.4

4

3

1 P R R R R R

0 T T T T

0 10 20 30 40 50
Grafik 4.4
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(4.1) denkleminin ¢ézlimiiniin X =1’ e yakinsadig1 goriilmektedir.

Ornek 4.5. A=32, o =0,2 ve baslangic degerleri x , =3,15, x, =8,2, X, =16,5

olmak iizere (4.1) denkleminin ¢oziimleri asagidaki tablo ile verilmistir.



n X, n Xn n X,

-2 3,15 5 1,93939394 12 16,5

-1 8,2 6 16,5 13 1,93939394
0 16,5 7 1,93939394 14 16,5

1 1,93939394 8 16,5 15  1,93939394
2 16,5 9 1,93939394 16 16,5

3 1,93939394 10 16,5 17 1,93939394
4 16,5 11 1,93939394 18 16,5

Tablo 4.5

(4.1) denkleminin ¢oziimiiniin er ge¢ 2 periyotlu oldugu goriilmektedir.
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Ornek 4.6. A=101, =05 ve baslangic degerleri x_, =2, x, =15, X, =04

olmak iizere (4.1) denkleminin ¢oziimleri asagidaki tablo ve grafik ile verilmistir.

n X, n X, n X,

-2 2 19 1,079552859872 40 0,989223062907
-1 15 20 0,962449705333 41 1,021003288209
0 04 21 1,049405485194 42 0,989223062907
1 2,525000000000 22 0,962449705333 43 1,021003288209
2 0,400000000000 23 1,049405485194 44 0,989660939492
3 2,525000000000 24 0,976176469871 45 1,020551544167
4 0,629316775528 25 1,034648991420 46 0,989660939492
5 1,604915106789 26 0,976176469871 47 1,020551544167
6 0,629316775528 27 1,034648991420 48 0,989879950463
7 1,604915106789 28 0,983113094363 49 1,020325747105
8 0,789357913981 29 1,027348741250 50 0,989879950463
9 1,279520965219 30 0,983113094363 51 1,020325747105
10 0,789357913981 31 1,027348741250 52 0,989989474123
11 1,279520965219 32 0,986599868918 53 1,020212867308
12 0,884048917815 33 1,023717954785 54 0,989989474123
13 1,142470715870 34 0,986599868918 55 1,020212867308
14 0,884048917815 35 1,023717954785 56 0,990044240497
15 1,142470715870 36 0,988347890869 57 1,020156432093
16 0,935572529648 37 1,021907376271 58 0,990044240497
17 1,079552859872 38 0,988347890869 59 1,020156432093
18 0,935572529648 39 1,021907376271 60 0,990071624820

Tablo 4.6
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Grafik 4.6

(4.1) denkleminin ¢6ziimiinlin X =1’ e yakinsadig1 goriilmektedir.
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SONUC VE ONERILER

Bu caligsmada, ilk olarak Grove ve Ladas (2005) tarafindan agik problem olarak

verilen, A pozitif bir reel say1 ve 1, ile r, de pozitif rasyonel sayilar olmak {izere,
Xx,=A" ve x,=A" baslangic degerleri i¢in X, =max{x,,A}/x,, fark
denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligi incelenmistir. Daha sonra, A>0 ve
O<a<l olmak flzere X, = max{A/ Xn_1sl/ Xr‘f_3} fark denkleminin pozitif

¢cozlimlerinin ya X =1 denge noktasina yakinsadigi ya da er ge¢ 2 periyotlu oldugu

gosterilmistir. Ayrica bu denklemlerle iliskili olarak r,, =max{r, 1}-r _,,

Mo = min{rn 91}_ Moo Yo = max{l a1 P 24 }’ Yo = 1’1’111’1{1 ~ Yo 9_ayn—3} ve

Y, = min{— Yo ,—ayH} fark denklemlerinin ¢oziimleri de incelenmistir.

Calismamizin temelini olusturan ilk kisimdan hareketle benzer agik problemler
¢oziilebilir. Ayrica bu denklemlerdeki elemanlar A ve B gibi katsayilar ile carpilarak
ya da max operatérii yerine min operatori kullamilarak fakli denklemler

olusturulabilir ve olusturulan yeni fark denklemlerinin ¢ézlimleri incelenebilir.
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