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Bu calismada, Sayilar Teorisinin en Onemli problemlerinden biri olan,
Diophantine denklemlerinin ve 6zel olarak da x*+B™ =y" denkleminin tamsay1 ¢&-
ziimlerini arastirdik. ilk olarak Diophantine denklemlerinin 6zel bir formu olan
a’+B? = y* Diophantine denklemini diisiindiik ve x*+B™ =y" denkleminin tamsay1
¢ozlimlerinin bulunmasina iliskin yeni bir Tahmin verdik. Ve bundan yararlanarak, B
ve y tamsayilart q° +1=2p” esitligini gercekleyen p ve ¢ tek asallari olmak iizere,

x*+q" =p"  Diophantine Denkleminin tek  pozitif  (x,m,n)¢dziimiiniin

(( p —1),2, 4) oldugunu gosterdik.
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In this study, we focus on the search of the integer solutions of the Diophantine
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which is one of the most important problems of Number Theory. First, we think a special
form of the Diophantine equation a®+ B = y* and give a new conjecture about integer

solutions of the equation x*+B™ =y" . And then by using this, B and y are integers such
that odd primes p, g which satisfy g° +1=2p?*, we show the equation Xx*+q™ = p" has

the only positive (x,m,n) integral solutions (x,m,n) = (( p*-1),2, 4)
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ONSOZ

Tam katsayil1 ve birden fazla bilinmeyen kapsayan cebirsel denklemlerin tam-
sayil1 ¢oziimlerinin bulunmasi Sayilar Teorisi’nin en gii¢ problemlerinden biridir. Bu

problemle ilgili ¢aligmalara ait ilk izler M.O. 2000°1i yillara dayanmaktadir.

1636 yilinda Fermat tarafindan verilen Fermat’in son Teoremi diye bilinen teo-
remin n=2 6zel durumunu diisiinen bilim adamlar1 i¢in x* + y® = z? ikinci dereceden
ti¢ bilinmeyenli Diophantine denkleminin, hem geometrik agidan, hem de tamsayilarla
¢oziimlerinin arastirtlmast ¢ok ilgi gérmiis olup bu ilgi Sierpinski’yi 3*+4% =5
denkleminin tamsay1 ¢dziimlerinin (X, y,z)=(2,2,2) oldugunu gdstermesi problemi-
ne yoneltmistir. W. Sierpinski’den sonra L. Jesmanowicz, N. Terai bu denklem {ize-
rinde galismustir. N. Terai’nin “eger a,b,c Pisagor iigliisii yani a’+b* =c? yi saglayan

pozitif tamsayilar ise x°+b™ =c" denkleminin tek (x,m,n) tamsayr ¢dziimii
(x,m,n)=(a,2,2) dir.” seklinde ifade edilen ve Terai Tahmini olarak bilinen Tahmin

tizerinde Z. Cao, X. Dong, Maohua Le, S.A. Arif, Fadwa S. Abu Muriefah gibi bir-
¢ok bilim insani, iginde Pisagor {igliisii bulunan bu denklemin a,b,c ye verilen hangi
degerler i¢in Terai Tahmininii sagladigini farkli metodlar kullanarak, aragtirmis ve

hala da arastirmaktadir.

Uzerinde yapilan ¢aligmalarla hala ilk giinkii énemini koruyarak, iiretkenligini
her gegen giin bir kez daha kanmtlayan Diophantine denklemleriyle ilgili olarak
“ Ax* + B™ = y" Denklemi ve Terai Tahmini” konulu tezimin hazirlanmasinda benden

her tiirlii yardim ve desteklerini esirgemeyen danisman Hocam Prof. Dr. Hasan Se-

nay’a ve beni sabirla destekleyen esime tesekkiirlerimi sunarim.

Selin CENBERCI
ARALIK 2008
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1. GIRIS

M.O. 2000 li yillarda bile X*+y* =2 denklemini gergekleyen (X,Y,z) siralt

tamsay1 ligliilerinden bazilar1 Babilli Matematikgiler tarafindan bilinmekteydi. Bu denklem-
ler iizerindeki ilk sistematik ¢aligmalarin Diophantus ile (M.S.225) basladigini biliyoruz.
Bu yiizden bu denklemlere Iskenderiyeli Matematik¢i Diophantus’un ismi verilmistir.
Diophantus’un Mezopotamya Matematiginden genis 6l¢lide etkilenmis oldugunu soyleye-
biliriz. Bu denklemin sonsuz tane ¢6ziimiiniin oldugu ilk olarak Pisagor tarafindan ispat-
lanmigtir. 1636 yilinda Fermat, bilinen ¢ok iinlii Tahmininii vermis ve bu Tahminin ispat-
lanmasi i¢in ¢ok fazla sayida matematikgi ¢alismis, ancak 1995 yilinda A. Wiles tarafindan

108 sayfalik bir makale halinde tam olarak ¢6ziime kavusturulmustur.
X" +a X"y +a, X"y +. +a,y" =c denklemi iizerinde degisik yontem-
ler kullanilarak tamsayilarda ¢oziimlerinin bulunmasi tizerindeki ¢aligmalar 1800 li

yillarda A. Thue ile baslamis, E. Landau ile devam etmis ve literatiirden goriilecegi

gibi giintimiize kadar gelmistir.

1956 yilinda W.Sierpinski 3*+4¥ =5 denkleminin tek (X,y,z) tamsay1 ¢o-
ziimiiniin (X, y,2)=(2,2,2) oldugunu gdsterdi. W. Jesmanowicz’de 5*+12' =13,
7 +24Y =25", 9" +40° =41", 11" +60” =61° denklemlerinin tek pozitif tamsay1
¢oziimlerinin (X,y,2)=(2,2,2) oldugunu gostererek bununla ilgili “eger a,b,c
Pisagor iigliisii yani a®+b? =c¢” yi saglayan pozitif tamsayalar ise a* +b” =c’ denk-
leminin tek (X, y,z) tamsay1 ¢ozimil (X, y,z)=(2,2,2) dir. ” seklinde ifade edilen
Tahmini verdi.

1993 yilinda da N. Terai, bu Tahminin benzeri olan “ ebob(a, b,C) =1 ve a gift
olmak iizere, eger a,b,c Pisagor iicliisii yani a’+b* =c” yi saglayan pozitif tamsayi-
lar ise x*+b™=c" denkleminin tek (x,m,n)eZ® ¢bziimlerinin (X,m,n)=(a,2,2)
dir.” seklinde ifade edilen Tahmini verdi. Daha sonrada bu Tahmindeki b ve ¢ tamsa-
yilar1 yerine q°+1=2p sartin1 saglayan, p ve g tek asallarini kullanarak bu sartlar



altinda, x> +q" = p" denkleminin (x,m,n)=(p-12,2) ¢dziimiinden baska ¢oziimii
olup olmadigini inceledi. N. Terai ¢alismasinda =1(mod 4) olmasi durumunda
x> +q™ = p" denkleminin ¢oziimlerini buldu. Biz de a? + B? = y* Diophantine denk-
lemini diisiinerek, x*>+B™ =y" denkleminin tamsay1 ¢dziimlerinin bulunmasina ilis-
kin Terai’nin Tahmininin benzeri bir Tahmin verdik. Ve bundan yararlanarak, B ve y
tamsayilari ° +1=2p° esitligini gercekleyen p ve q tek asallari olmak iizere,

x*+q"=p" Diophantine Denkleminin tek pozitif (x,m,n)  ¢éziimiiniin
(( p’ —1),2,4) oldugunu gosterdik. Burada bizim Tahminimizi ve teoremimizi igeren
sartlarda q=1(mod 4) durumuna ilave olarak ¢ok farkli sonuglar ortaya g¢ikartan
g = 3(mod 4) olmast durumunu da inceleyerek 6zgiin birgok sonug bulduk.
Halihazirda Terai’nin Tahmini {izerindeki ¢alismalar literatiirden de anlasila-
cagi gibi devam etmektedir. Tezimizin konusu olan Diophantine denklemleri tizerin-
deki ¢aligmalar bugiinde ¢ok genis bir sekilde siirdiiriilmekte olup bizde devam edece-

gi kanaatindeyiz.
1.1. Amac¢ ve Kapsam

Bilindigi gibi Fermat Tahmini olarak bilinen ve cebirsel sayilar teorisi gibi bu-
giin matematigin en aktif alaninin dogmasma sebep olan “n>3 i¢in X"+y"=2"
denkleminin xyz = 0 disinda hi¢bir tamsay1 ¢6ziimiiniin bulunmadig1” iddias1 temel-
de Diophantine denklemlerinin Sayilar Teorisindeki onemini arttirmistir. Hala bu tiir
denklemler iizerinde yapilan g¢alismalar siirmekte olup, ¢ok iiretken bir alan olan
Diophantine denklemleri, Ideal Teori vb. gibi bir¢ok alanin ortaya ¢ikmasina sebep
olmustur. Farkli bigimlerdeki Diophantine denklemlerinin tamsay1 ¢éziimlerinin bu-
lunmasi problemiyle birgok iinlii Matematikgi ¢alismis ve bunlarla ilgili ¢cok farkli

Tahminler ortaya koyup, degisik yontemlerle ispatlar yapmislardir.



1.2. Kaynak Arastirmasi

ax’ +bx+c=dy" Diophantine denklemi, a,b,c ve d tamsayi, a=0,

b’ —4ac#0, d #0 olmak iizere, n>3 oldugunda sadece sonlu sayida X ve y tamsa-
y1 ¢oziimlerine sahiptir. Bu iddia ilk olarak A. Thue tarafindan 19. yiizyilin sonlarina

dogru, daha sonra da Edmund Landau ve Alexander Ostrowski (1920) tarafindan 20.
yiizyilin baglarinda ispatlandi. ax” +bx+c=dy" bicimindeki denklemin biitiin x, y
tamsay1 c¢ozimlerini veren genel bir method bilinmemektedir. Paragrafin basinda
ax’ +bx+c=dy" denkleminin ¢oziimleri i¢in ifade ettigimiz teoremin, n>3 olmasi
durumundaki ispatt yenidir. n=3 i¢in ispati ise Thue’nun teoreminin sonuglariyla
kombinasyon yapilarak Mordell tarafindan verilmistir.

X’ +C =y" denklemi i¢in, Fermat C =2, n=3 olmasi durumundaki tek ¢ozii-
miin X =5, y =3 ile verildigini gosterdi ve ispat1 1770 yilinda Euler tarafindan yayinlan-
di. x*+C =y" denkleminde C =1 yazmakla elde edilen, x* +1=y" denkleminin ¢&-
ziimlerinin tamami1 V.A. Lebesque (1850) tarafindan verildi. C. Stormer (1899),

x* +1=2y*™" denkleminin y >1 oldugunda ¢dziimiiniin bulunmadigmi ispatlad.

S. Ramanujan (1927), x*+C =y" denklemi i¢in C=7, y=2 olmasi durumunu
iceren, x*+7=2" Diophantine denkleminin ¢oziimlerinin sadece n=3,4,5,7 ve 15
olmast durumunda varoldugunu Tahmine etti.

W. Ljunggren (1944) x* +C = y" denklemi igin Fermat’in sonucunu genelles-
tirerek C=2 i¢in Xx=5 y=3 den baska c¢oziimiiniin bulunmadigini ispatladi.
W.Ljunggren (1945), x*+ p** =4y" denklemi i¢in n=3 oldugunda tek ¢oziimiiniin
y=1 ve y=7 oldugunu ispatladi.

T. Nagell (1948), yaptig1 ¢alismasinda Ramanujan’in Tahmininii saglatti. Ay-
rica T. Nagell (1955), bir diger ¢alismasinda (D,Z)zl olmak iizere Xx*+8D=y"
denklemiyle ilgili pek ¢ok ilgin¢ sonug verdi.

Cx*+D=y" denklemi y tek olmasi, C keyfi bir tamsay1 ve D =12 veya 4

olmasi durumunda tam olarak T. Nagell (1955) tarafindan ¢oziildii.
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Th. Skolem, S. Chowla ve D.J. Lewis (1959), 2" —-7=x> denkleminin

n=12,3>5 ve 13 degerlerini aldiginda rasyonel tamsayi ¢oziimlerinin bulundugunu

ispatladilar.

D.J. Lewis (1961), x> +7M? =y" denkleminin ilkel bélenlerinin sayisi iizeri-
ne, n ve M nin terimlerinde bir iist smir tammladi. W. Ljunggren (1963), y*—k =x*
denklemini ele alarak k =0 rasyonel sayisi i¢in bu denklemin (X, y) tamsay1 ¢0zlim-
lerini buldu.

W. Ljunggren (1964), C,Dven, D>1 ve CD >1 kare ¢arpani bulunmayan

tek pozitif tamsayilar olmak flizere, ayrica h, Q(\/—CD) cisminin ideallerinin smif sa-

yist oldugunda tek Y ler icin Cx*+4D =y" ve x*+4D =y" denklemlerinin ¢dziimle-
rinin bulundugunun ispatini verdi.
W. Ljunggren (1966), bir diger calismasinda, yine C, D ve n, D>1 ve

CD >1 kare ¢arpani bulunmayan tek pozitif tamsayilar ve ayrica h, Q(\/ —CD) cismi-

nin ideallerinin smif sayis1 olmak iizere, bu defa Cx®+D=2y" denklemi {izerinde

calisarak, bu denkleme yiiklenen farkli kosullar altinda ¢6ziimlerinin bulunup bulunma-

digin1 aragtirds.

J.H.E. Cohn (1966), x ve y tek olmak iizere X+ Dy* =—4 denkleminin farkli
D degerleri igin pozitif tamsay1 ¢dziimlerini buldu.

W. Ljunggren (1971), x>+ D =4y® denklemini diisiindii ve bu denklem igin,
D =7 (mod 8) durumunu inceledi.

W. Ljunggren (1972), x>+ D =4y" genel denklemi iizerinde calist: ve D iize-
rindeki gerek sart altinda bir ¢oziim bulundugunu ispatladilar.

x*+C =y" denklemi iizerine Ramanujan Tahmininden beri ¢ok fazla sayida

calisma yapildi. J. Blass (1974), y*+ K =x° denkleminin tamsay1 ¢oziimleri iizerinde
ugrast1 ve K bir kare carpansiz tamsay1 olmak iizere K =19,341 degerleri i¢in higbir

tamsay1 ¢ozliimiinlin bulunmadigini ispatladi.
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R. Alter ve K.K. Kubato (1975) calismalarinda X >0 olmak iizere x*+11=3"

denkleminin tek ¢oziimiiniin (X,n)=(4,3) oldugunu gosterdiler. Bu ispatin en énemli

ozelligi Skolem, Chowla ve Lewis’in, baz1 diisiincelerinin, T. Nagell’in methodu ile

kombine edilerek yapilmasiydi.

E. Brown (1975), yaptig1 calismasinda n> 2 igin x> +3=y" ve n> 2 ile verilen
bir p asali igin ise Xx* +5= p" denklemlerinin ¢bziimlerinin bulunmadigin gosterdi.

E. Brown (1977), a,b ve D tamsayilar ve p bir tek asal olmak iizere
ax® + Db® = p" denklemi iizerinde ¢alist1. Ozel olarak da D=2,3 ve b=2",3" du-
rumlarini inceledi.

Daha sonrada K. Tananashi (1977), M. Toyoizumi tarafindan ¢o6ziilen
y?+7" =2" Diophantine denkleminin (y,m,n) tamsay: ¢dziimlerinin bulundugunu
farkl1 bir yolla ispat etti.

Birgok yazar C yi, C=D" seklinde alip, bununla ilgili bir¢ok farkli durumu
incelediler. M. Toyoizumi (1978), calismasinda y* + D™ =2" Diophantine denklemini

diisiindii ve dncelikle bazi rasyonel a tamsayzilari i¢in 2*** =a* + D oldugunu varsay-

digimiz da eger D=7 ise bu denklemde m=1 olmasi gerektigini ispatladi. S.
Rabinowitz (1978), 2"+ px®=y” denkleminin p=3 igin biitin (X,y,z) tamsay:
¢Oziimlerini buldu.

M. Toyoizumi (1983), sabit baz1 D ve p ler icin y*+D™ = p" denkleminin
tamsay1 ¢ozlimlerini diislindii.

M. Le (1989), D kare ¢arpansiz pozitif bir tamsay1 ve p bir asal oldugunda,
eger D>exp64 ve p=2 ise x* — Dy’ =1 denkleminin en fazla bir adet (x,y) pozi-
tif tamsay1 ¢6zlimiiniin bulundugunu ispatladi.

M. Le (1989), Max (D, p)>M ve p=3 (mod 4) ise x*+D" = p" denklemi-

nin en fazla bir (x,m,n) ¢éziimiiniin bulundugunu gosterdi.
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q bir asal ve m,n, X,y €Z olmak iizere X’ +q" =y" denkleminin birgok 6zel
durumu calisildi. g =2 ve m bir tek tamsay1 oldugunda J.H.E. Cohn (1992), bu denk-
lemin tam 3 tane ¢oziimiiniin bulundugunu ispatladi.

J.H.E. Cohn (1992), C =19 i¢in n>3 olmasi durumunda x*+C =y" denk-
leminin tam iki tane ¢6zliimiiniin bulundugunu ispatladi.

J.H.E. Cohn (1993), Nagell in ispatindan farkli bir ispat yaparak genel n ler
icin yaptigi ¢alismasinda n nin ¢ift olmasi durumunda C nin iki tamkarenin farki sek-
line gelmesinden acgik bir sekilde incelenebilecegini gordii. Tek n ler igin genelligi
kaybetmeden tek p asalini diisiindii. C <100 olacak sekildeki C degerlerini inceleye-

rek bir takim genellemeler yapti. J.H.E. Cohn, bu ¢alismasinda 6ncelikle bu denklemi

¢Ozmenin ancak (Q_)(xi—C) cisminde tek carpanlamanin miimkiin olmasi durumunda
yapilabilecegini belirterek; ebob (X+ —C,X—\/—C):l oldugundan bu denklemin

(x ++/—C )(x —\-C ) =y" seklinde carpanlara ayrilabileceginden hareketle herhangi

a ve b tamsayilari igin FX++/-C = (a+ bv-C )p olacagindan bunun ¢6ziimiiniin asa-
gidaki sartlar saglandiginda bulunabilecegini belirtti.

1. C = 3(mod 4)

2. Tersinir elemanlardan bir problem ortaya ¢gitkmamali.

3. Calistigimiz Q(«j—C) cismi tek garpanlanabilir olmali.

4. C kare garpansiz pozitif tamsay1 olmali.

5. FX+ \/—_C terimlerinin ortak bir ¢arpani olmamali.

Buna ilave olarak C =3 (mod 4) olmasi durumunda ¢6ziim igin gerekli sartlari
vererek bunlarin ispatini yapti.

0<C <100 sartin1 saglayan pozitif tamsayilar icin n>2 kosulunu da dikkate
aldi. X*+C =y" denklemini bu degerler igin inceleyerek 77 adet C degeri igin ¢ozii-
me ulagabildi. Fakat C=74 ve C=86 olacak sekildeki iki deger i¢in ¢oziimii tamamla-

yamadi. Cohn un metodunun bu durumlarda basarisiz olmasinin sebebi, Q(\/—C)
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cisminin sinif sayisinin 5 in birer kat1 olmasidir. C=74 ve C=86 durumlar1 daha sonra
M. Mignotte ve B.M.M. De Weger (1996) tarafindan g¢alisilip, Eliptic Curve yontemi

kullanilarak sonuca ulastirildi.

M. Le (1993), Dx*+D,=2"* denklemi igin eZer min(Dl, Dz) >1 ve
(D,,D,)#(3,5) ise N(D,,D,)<2 oldugunu ispatladi.

M. Le (1993), m ve n, m>0, n>1 ve h, sinif sayisi oldugunda (n,2h):1
olacak sekilde tamsayilar olmak iizere n>8.5.10° ise d,x*+2°"d,=y" (2|y) ve
d,x*+d, =4y" denklemlerinin higbir (X, y) pozitif tamsay1 ¢ézlimlerinin bulunma-
digini ispatladi.

M. Le (1993), D bir pozitif tamsay1 ve verilen bir p tek asali igin p|D oldu-
gunda eger max(D, p)=10"" ve (D, p)=#(3s’+1, 4s>+1) ise X’ +D=p" denkle-

minin en fazla bir adet (x,n) pozitif tamsay: ¢dziimiiniin bulundugunu gdsterdi.

M. Le (1993), yaptig1 ¢alismasinda h, Q(\/—D) cisminin sinif sayisi olmak
iizere, p|h sartini saglayan p tek asali i¢in pe{5,7}veya p>3.10° ise x’+4D=yP
denkleminin hicbir (X, y) tamsay1 ¢ozlimiiniin olmadigini ispatlad.

R. Scott (1993), b>1 ve c pozitif tamsayilar ve p bir asal oldugunda
p*—b” =c denkleminin, 5 6zel durumu harig, y si tek olan en fazla bir (x,y) ¢dzii-
miiniin bulundugunu, bunun gibi vy si ¢ift olan yine en fazla bir (X, y) ¢Ozimiiniin
bulundugunu ispatladi.

K. Takakuwa ve Y. Aseada (1993), ayni yil yaptiklar1 3 farkli ¢caligmalarinda

a,yeN ve ¢, mneZ olmak iizere (4a2 —vy? day,4a® + y2) Pisagor iicliisiinden

faydalanarak (4a2 -y )é +(4ay)" = (4a2 +y° )n Diophantine denklemini diisiindiiler
ve bu denklemin tamsay1 ¢oziimlerinin bulunabilmesinin ¢,m,n nin hangi degerleri

icin gerceklendigini ispatladilar.
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N. Terai (1993), eger (a,b,c) bir ilkel Pisagor iicliisii, yani a*+b*=c?,
ebob(a,b,c)=1 ve 2|a olacak bicimde ise X*+b’ =c* denkleminin tek ¢oziimiiniin

(X, Y, Z) = (a, 2, 2) oldugunu ifade eden bir Tahmin verdi.

Ve Terai eger b ve ¢ (i) b” +1=2c olacak bigimde asallar (ii) d, Q(\/E) nin b
ideal simif grubunda ¢ nin asal bdleninin mertebesi oldugunda d=1 veya cifttir eger b=1
(mod 4) ise, Terai Tahmininin saglandigini ispatladi. Ayrica bu denklemde b ve c ler
yering, g° +1=2p esitligini saglayan p ve q tek asallarmi kullanarak, bu sartlar altinda,
x* +9™ = p" denkleminin (X, m, n) = ( p-12, 2) ¢Oziimiinden bagka ¢Oziimiiniin olup
olmadigini inceledi. Daha sonralar1 Terai Tahmini ile ilgili pek ¢ok ¢alisma yapildi.

N. Terai (1994), b bir asal ve ¢ift m tamsayis1 igin a= m(m2 —3), b=3m?-1,

c=m?+1 olmak iizere ayrica e, / modiiliinde 2 nin mertebesi oldugunda, / asalmnin
m®—3=0 (mod /) ve e=0 (mod 3) oldugunu varsayarak bu sartlarda a* +b’ =c*

Diophantine denkleminin tek ¢oziimiiniin (X, y,z)=(2,2,3) oldugunu gosterdi.

M. Le (1994), eger D>¢°" ise x?+D" =2"2 denkleminin x>1 icin en faz-

la bir adet (x, m,n) pozitif tamsay1 ¢éziimii oldugunu ispatladi.

M. Le (1995), ise p>3 birasal ve p = 7 (mod 8) gibi iki durumun sartlarinin

ayr1 ayr1 saglanmasi durumunda 2" + px* = y® denkleminin hi¢ pozitif tamsay1 ¢ozii-
miiniin bulunmadigini ispatladi.

M. Le (1995), eger b=7F3 (mod 8), b>8.10° ve ¢ bir tek asal ise, Terai Tah-
mininin saglandigini ispat etti.

M. Le (1995) ve M. Mignotte (1997) yillarinda yaptiklart galismalarinda
D,x* +D," =4y" denkleminin, m ve n igin verilen sartlar altinda sonlu sayida ¢6ziime
sahip oldugunu ispatladilar.

P.M. Voutier (1995), Tazanakis ve Weger’in metodunu kullanarak Thue denk-
lemini ¢6zdii ve n <30 icin bazi diziler tanimladi. Ayrica bilgisayarla yapilan ¢alis-
malarda onlar1 n <30 i¢in bu tanimlanan dizilerin n. terimlerinin her zaman bir ilkel

boleni bulundugu gergegine gotiirdii.
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N. Terai (1995), calismasinda bu defa da eger, b bir asal, m ¢ift ve e, / modii-
liine gore € nin mertebesi oldugunda, e=0 (mod 5) ve ab=0 (mod /) olacak sekilde
bir asal olmak iizere, a= m(m4 —10m? +5) . b=5m*-10m*+1, c=m?+1 ise,
a* +b’ =c’ denkleminin tek ¢6ziimiiniin (X, Y, Z) = (2, 2, 5) oldugunu ispatladi.

Y. Guo ve M. Le (1995), reN ve 2|r, r>6000 oldugunda,
(r2 —9)X +(6r)" = (r2 +9)Z denkleminin tek pozitif tamsayr ¢oziimlerinin
(x,¥,2)=(2,2,2) oldugunu ispatladilar.

N. Terai (1996), a* +b* =c® denklemini ele alarak x =y =2 ve z bir tek asal

oldugunda Thue denklemi ve Baker’in sonuglarin1 kullanarak, eger ¢ ve z yeterince

biiyiik ise a,b,c nin miimkiin olan durumlar1 sagladigini gosterdi.
Jesmanowicz Tahmininin farkli sartlar altinda saglandigi yapilan ¢alismalarla

gosterilmistir. Simdi biraz bunlardan bahsedelim. M. Le (1996), eger 2||s, t=3

(mod 4) ve s>81t ise Jesmanowicz Tahmininin saglandigin1 gosterdi. K. Takakuwa
(1996), yaptig1 calismasinda Le nin koydugu s>81t sartim1 t =3,7,11,15 igin cleye-

rek ispatini verdi.

M. Le (1997), x,y,neN, n>2 olmak iizere, 2|y durumunda x*+7=y"
denkleminin higbir (X,y,n) ¢dziimiiniin bulunmadigin ispatladi. {laveten, 2|y duru-
munda bu denklemin biitiin ¢dziimlerinin n<5.10° ve y <expexpexp30 u sagladigi-
n1 gosterdi.

Y. Bugeaud (1997), X’ Fy" = p™ denklemi iizerinde galisip bu denklem igin

bazi ¢ok kisitlanmamis durumlari ele alarak sadece p ye bagl n igin kiigiik bir {ist sinir
buldu.

J.H.E. Cohn (1997), x" = Dy® +1 denkleminin n=4 olmasi durumunda, acik
olarak 4 ile boliinen biitiin n leri iceren pozitif tamsay1 ¢éziimlerinin ciimlesini buldu

4|n olmasi durumunda ise N> 3’lin p tek asalinin bir ¢arpani olmak zorunda oldugu-

nu gosterdi.
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M. Le (1997), r=3 olmasi durumunda Lucas dizileriyle ilgili boliinebilme 6zel-
liginden de yararlanarak; eger 2||m ve b bir tek asal ise a* +b” =c* denkleminin tek
pozitif (X, y,z) tamsay1 ¢oziimiiniin (X, y,z)=(2,2,3) oldugunu ispatladi.

Maohua Le’nin metoduna benzer bir metod kullanarak N. Terai ve K.
Takakuwa (1997) galismalarinda, r nin tek olmasi durumunda, M. Le’nin bir sonucu-

nu genellestirdiler.

F. Rubin (1998), x* +y° =c¢’ denkleminin tamsay1 ¢dziimlerini inceledi.

S.A. Arif ve Fadwa S.A. Muriefah (1998), g =3 ve m bir tek tamsay1 olmasi
durumunda x*+3™ = y" denkleminin n>3 igin bir tek ¢éziim ailesinin bulundugunu
gosterdi.

Cao ve Dong (1998), eger (i) b bir asalm kuvveti, c=5(mod 8) ise veya
(i) c=5(mod 8) bir asalin kuvveti ise, Terai Tahmininin saglandigini ispat ettiler.

P. Yuan and J. Wang (1998), b=+3(mod 8) ve ¢ bir asalin kuvveti ise Terai
Tahmininin saglandigini ispat ettiler.

L. Chen ve M. Le (1998), b® +1=2c kosulunu gercekleyen b ve c tek asalla-
r1  igin b#£1 (mod 16) durumunda x®+bY =c* esitliginin tek ¢dziimiiniin

(X, Y, Z) = (2, 2, 2) ile verildigini ispat ettiler.

M. Le (1999), (X3 —l) / (x-1) :(y” —1) / (y—1) denkleminin ¢éziimlerinin var
oldugunun ispatini yapti. M. Le’nin bu ispati genellestirilmis Ramanujan — Nagell
denkleminin ¢éziimlerinin sayisi i¢in iist sinirla ilgili yeni sonuglara dayanir.

Fadwa S.A. Muriefah ve S.Akhtar Arif (1999), Cohn’nun metodunu kullana-
rak x*+5*" =y" denkleminin; n>3 ve k>0 igin hicbir X, y tamsay1 ¢oziimiiniin
olmadigini ispatladi.

Z.F. Cao (1999), calismasinda eger p=q=2, 2|r, c=5 (mod 8), b=3

(mod 4) ise Terai-Jesmanowicz Tahmininin saglandigini ispat etti.
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M. Le (1999), W(C), ¢ ’nin farkli asal ¢arpanlarinin sayist olmak iizere, eger
2|c ise a* +b” =c* denkleminin en fazla 2" pozitif tamsay1 ¢dziimii bulundugunu

gosterdi. Buna ek olarak biitiin (X, Y, Z) ¢oziimlerinin z < 2ablog (2eab)/ 7 esitligini
sagladigini ispat etti.

F. Luca (2000), ise q=3 ve m cift tamsay1 oldugunda x*+3™ =y" denklemi
i¢in tek bir ¢ozlim ailesinin bulundugunu farkli bir yontem kullanarak gosterdi.

B. Sury (2000), yaptig1 calismasinda x> +2=y" denkleminin n>1 igin tek
¢dziimiiniin (X,y,n)=(+5,3,3) oldugunu basit bir ispatla verdi. Daha sonralarda bu
denklemin bir¢ok farkli durumu ele alinarak ¢oziimlerin varlig1 incelenmeye baslandi.

Fadwa S.A. Muriefah (2000), px*+3" =y denklemini ele alarak bu denkle-
min (i) (3,y)=1 ve p = 7 (mod 8) (ii) 3|y ve p=3 (iii) p =5 (mod 8) durumlarinda
¢oztimlerinin olup olmadigini arastirdi.

Z. Cao (2000), kendisinin ve Adachi’nin bazi teoremlerini kullanarak, eger

p=1 (mod 4) ve B,

(p-1)12 Bernoulli sayist olmak iizere p|B(p_l)/2 ise y=0

xP+1=py? denkleminin ayrica meN, ebob(x,y)=1, p|ly olmak iizere
XP +2°™ = py® denkleminin hi¢ tamsay1 ¢oziimiiniin bulunmadigin1 gosterdi.

Fadwa S.A. Muriefah (2001), AX?+2°" =y" Diophantine denkleminin, n nin

4 modiiliine gore 1 e kongriient bir asal ¢arpani oldugunda higbir pozitif tamsay1 ¢o-
ziimiiniin bulunmadigini, eger n nin hi¢ ¢arpani yoksa x ve y tek olmak {izere en fazla

bir ¢6ziimiiniin bulundugunu ispatladi.
Fadwa S.A. Muriefah ve S. Akhtar Arif (2001), p>3, k>0 ve g bir tek asa-

I temsil etmek iizere x*+q* =y Diophantine denklemiyle ilgili baz1 teoremler is-
patladilar.
Y. Bilu, G. Hanrot ve P.M. Voutier (2001), yaptiklar1 ¢alismalarinda bir¢ok bi-

lim adaminin ispatlarin1 yaparken kullandigr n>30 ig¢in, her n. Lucas ve Lehmer sa-

yilarinin ilkel bélene sahip oldugu sonucunu ispatladilar.
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Bugeaud (2001) ise Bilu, Hanrot ve Voutier’in metodunu kullanarak

D,x*+D, = A*y” bigimindeki genellestirilmis Diophantine denklemlerinin tamsayi
¢oziimleri i¢in yeni giizel bir sonug verdi.

N. Terai (2001), eger a=-1 (mod b*) ve b=3 (mod 4) bir tek asal ve

z

a®+b=c ise a*+b’=c’ denkleminin tek pozitif tamsayr ¢Oziimiiniin

(X, Y, Z) = (2,1,1) oldugunu gosterdi.
Z.F. Cao ve X. Dong (2001) ¢alismalarinda p=q=2, 2|r, r>1 ve b bir tek

asal olmasi durumunda; U_, V, tamsayilarmi da (m+\/—_1)r :(Vr +Ur«/—_1) ile ta-
mmlayarak a=)V,|, b=|U |, c=m®+1, b>810°, b=3 (mod 4) ise x*+b’ =c’
denkleminin tek pozitif tamsay1 ¢éziimiiniin (X, Y, Z) = (a, 2, r) oldugunu ispat ettiler.

M. Le (2001), eger b=7 (mod 8) veya b bir asal yada c bir asalin kuvveti ise
x? +b¥ =c¢* denkleminin tek ¢oziimiiniin (X, Y, Z) = (a, 2, 2) oldugunu ispat etti.

Z.F. Cao, X. Dong, X. Li (2002), Bilu, Hanrot ve Voutier’in ilkel bolenler iize-

rine yaptiklari ¢alismalarin1 kullanarak Terai Tahmininin benzeri, yeni bir Tahmin
verdiler. U, V, tamsayilari (m+x/—_l)r :(Vr +Ur\/—_1) seklinde tanimlanmak {iizere
a= |Vr|, b= |Ur|, c=m’+1 ve b=3 (mod 4) bir asalin kuvveti ise, r >1 bir tek tam-
sayillar1 icin x*+bY =c* denkleminin tek (X, y,z) pozitif tamsayr ¢oziimiiniin
(X, Y, Z) = (a, 2, 2) oldugunu ispat ettiler.

S. Siksek (2002), ise x* =y” +2“z" denklemini Frey Curve metodunu kulla-

narak ¢ozdii.

Y. Bilu (2002), genellestirilmis Ramanujan — Nagell denklemi iizerinde, Le,
Mignotte ve Bugeaud’un ¢alismalarindaki etkilerini arastirdi.

M. Le (2002), x*+2" =y" Diophantine denklemi icin Nesterenko, Mignotte

ve Laurent’in kullandiklari metottan faydalanarak iki cebirsel saymnin logaritmasindaki

lineer formlar tizerine bulduklari sonuglarinda, Cohn’nun Tahminini saglatti. Ve
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x> +2" = y" denkleminin bilinen (x,m,y,n)=(5,3,1,3), (7,3,5,4) ve (11,5,2,3) ¢oziimle-
rini buldu.

1977 yilindan yakin gegmise kadar birgok yazar bu C degerini iki asalin kuv-
vetlerinin ¢arpimi seklinde diisiinerek olusan yeni Diophantine denkleminin ¢6ziimleri

tizerinde galistilar. Bu climleden olmak tizere F. Luca (2002), n>3 igin aralarinda
asal x, y tamsayilar1 ile X*+2°3 = y" denkleminin tim (x,y,a,b,n) pozitif tamsay:
¢Oziimlerini buldu.

S.A. Arif ve Fadwa S.A. Muriefah (2002), x*>+g**" =y” denkleminin;

q =7 (mod 8) bir tek asal ve n>5 igin 3 iin kat1 olmayan bir tek tamsay1 olmas1 du-
rumunda tam iki adet (q, n, kK, X, y) ¢Ozilim ailesinin bulundugunu ispatladi.
S.Akhtar Arif ve Amal S.Al-Ali (2002), eger q bir tek asal, y>1, k>3, n>4

olmak {izere, h, Q(af—q) cisminin smf sayist oldugunda (n,3h)=1 ise

x> + %" =4y" denkleminin tam 5 ¢6ziim ailesi oldugunu ispatladilar. S.A. Arif ve

AS. Al-Ali (2002), Lucas ve Lehmer dizilerini kullanarak ax*+b™ =4y"

Diophantine denkleminin ¢6ziimlerini buldular.
J.H.E. Cohn (2002), % (u +v\/5), Q(\/B) cisminin temel tersiniri oldugun-

da, p tek asali, p|u sartini sagliyor ise X° +1= py’ denkleminin higbir (X, y) pozitif
tamsay1 ¢Oziimiiniin bulunmadigin1 gosterdi. Bir yil sonra yaptigi ¢aligmasinda ise

x" = Dy” +1 denkleminin D <100 olmas1 durumlarini inceledi.

M. Le (2003), ¢alismasinda, a,b,c pozitif tamsayilar1 2|a, 2[b, r>1 ve 2|r
olmak iizere, a’+b”=c" denklemini saglayan pozitif tamsayilar oldugunda, eger
a>b, a=3 (mod 4) b=2 (mod 4) ve a/b> (e -1)"" ise a*+b’ =c’ denkle-
minin tek ¢oziimiiniin (X, y,z)=(2,2,r) oldugunu gdsterdi.

J.H.E. Cohn (2003), yaptig1 tiim bu ¢alismalar1 degerlendirerek, C nin alacagi
degerleri genelleyecek sekilde n>3 ve n=p nin bazi 6zel durumlarini da iceren bir

takim genel sonuglar verdi.
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Z.F. Cao ve X. Dong (2003), calismalarinda 2|meN icin a=m’-3m,

b=3m”-1, c=m*+1 oldugunu varsayarak, Terai-Jesmanowicz Tahmininin saglan-

dig1 durumlar vererek ispatini yaptilar.

S. Siksek ve J.E. Cremona (2003), x*+7 =y™ Diophantine denkleminin ¢-
ztimlerini Frey Curve ve Kraus metodunu kullanarak inceledi.

Sz. Tengely (2004), yaptig1 ¢alismasinda p>2 ve verilen sabit bir a i¢in
x*+a’=2y" denkleminin ¢dziimlerinin bulunmasi igin yeni bir metod vererek
3<a <501 olan tek a degerleri i¢in bu denklemin biitiin ¢oziimlerini buldu.

M. Le (2004) calismasinda logaritmada lineer formlarin teorisini kullanarak,
eger b=3 (mod 4) bir asal, a=-1 (mod b*"), a*+b* ™ =c ve c tek, /e{1,2} ise,

a* +b’ =c’ denkleminin tek ¢éziimiiniin (X, Y, Z) = (2, 20 -1, 1) oldugunu gosterdi.

flerleyen yillarda birgok bilim adami W. Ljunggren’in Cx*+4D=y" ve

X’ +4D = y" denklemleri iizerinde yaptiklar1 calismalar dikkate alarak bu denklemle-
rin birgok farkli durumunu ele alip g¢alistilar. P. Yuan (2005), yaptigi ¢alismasinda

ax® +by® =ck" denkleminin ¢dziimlerini inceledi ve dzel olarak 2|n Olmas1 duru-
munda (aF1)x*+(3aF1)=4a" denkleminin ¢dziimlerini buldu.

M. Le (2005), eger a=2 (mod 4), b=3 (mod 4), ¢>3.10* ve r >7200 ise
a*+b’ =c* denkleminin tek ¢dziimiiniin (X, y,z)=(2,2,r) oldugunu ispat etti.

M. Le (2006), a,b,c,r; min(a,b,c,r)>1 ebob(a,b)=1, aift ve r tek oldu-
gunda a’ +b® =c' sartim1 saglayan pozitif tamsayilar olmak iizere, eger b =3 (mod 4)
ve b veya ¢ bir tek asalin kuvvet ise x*+b’ =c* denkleminin tek pozitif (x,y,z) tam-
say1 ¢dziimiiniin (X, y,z)=(a,2,r) oldugunu gosterdi.

Y. Bugeaud, M. Mignotte ve S. Siksek (2006), x>+ D =y" Lebesque — Nagell

Denklemini 1< D <100 ve n> 3 ig¢in klasik ve modiiler metodlarla ¢6ziime kavustur-

dular.
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Fadwa S.A. Muriefah (2006), 2001 yilinda yaptig1 ¢alismasindaki denklemi

Ozellestirerek k >0 ve n>3 olmak iizere; p, n i bélen bir tek asal p|k ve 5|X ise

Bilu, Hanrot ve Voutier’in eski sonuglarin1 kullanarak x*+5% =y" denkleminin ¢o-
zimlerinin ispatin1 verdi.

Fadwa S.A. Muriefah, F. Luca, S. Siksek ve Sz. Tengely (2007), n>3 ve C
pozitif bir tamsay1 olmak iizere x*+C =2y" denklemini inceleyerek, C =1 (mod 4)

ve C =1 (mod 4) gibi iki farkli durumunu ele alip, degisik metodlar kullanarak denk-

lemin ¢6ziimlerini buldular.

Sz. Tengely (2007), hazirladig1 doktora tezinden ¢ikardigi makalesinde m >0,
p ve q tek asallar ve ebob (X, y) =1 oldugunda vy, iki ardisik karelerin toplami olma-
mak iizere, X*+q°" =2y denkleminin yalnizca sonlu sayida (m, p,d,X, ) ¢dziimii-
niin oldugunu ispatladi.

Fadwa S.A. Muriefah, F. Luca ve A. Togbe (2008), ebob (x,y)=1 ve
n>3vex,y,a,b pozitif tamsayilar olmak iizere x*+5%13" =y" Diophantine denkle-
Minin ¢6ziimlerini arastirdilar.

Fadwa S.A. Muriefah (2008), calismasinda p ve q, p>3 secklinde asallar
olmak iizere, ebob (X,y)=1 sartin1 saglayan x,m,y pozitif tamsayilarini alarak
x* + p°™ = y® denkleminin ¢dziimlerinin varligin ispatlad.

E. Demirpolat, S.I. Cenberci ve H. Senay (2009), n>3 tek tamsayr olmak
lizere Xx*+11%" =y" denkleminin pozitif (n,k,x, y) tamsay1 ¢oziimiiniin varhigimi

ispat ettiler.
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2. CEBIRSEL SAYILAR VE iDEAL TEORI

2.1. Cebirsel Sayilar

Tamim 2.1.1. Katsayilarinin hepsi birden sifir olmayan rasyonel sayilar olan
p(x)=a,x" +a,x" " +...+a,,
bigimindeki bir polinomu saglayan bir gercek veya karmasik sayiya cebirsel sayt denir.

Bu tanimda katsayilarin paydalarinin esitlenerek sdézkonusu polinomun tamsay1

katsayil1 bir polinoma doniistiiriilmesi kavrami genelligini bozmaz.

Tamm 2.1.2. Bir a cebirsel sayisiin sagladigi en kiigiik dereceli p(x) polinomuna

o min minimal polinomu, bu polinomun derecesine de « cebirsel sayisinin derecesi

denir.

Teorem 2.1.1. Eger monik p(X) polinomu « cebirsel sayisinin minimal polinomu ise,

Q rasyonel sayilar cismi iizerinde indirgenemez bir polinomdur (Senay 2007).

Tamm 2.1.3. F < K kosulunu saglayan K cismine, F cisminin bir genislemesi denir

ve K:F veya K/F seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.4. Eger K:F bir cisim genislemesi ise, K y1 F {izerinde bir vektor uzayi

kabul etmek dogal olacaktir. Bu vektdr uzayinin boyutuna, K nin F cismi tizerindeki

derecesi denir ve [K : F] seklinde gdsterilir.

Teorem 2.1.2. F c K c L kosulunu gercekleyen, herhangi F, Kve L cisimleri i¢in
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[L:F]=[L:K][K:F]

dir.

Tanim 2.1.5. Eger [K : F]sonlu ise K ya F nin sonlu genislemesi denir.

Teorem 2.1.3. K : Q bir cisim genislemesi ve o € K olsun. a nin Q {izerinde cebir-

sel olmasinin gerek ve yeter kosulu Q(a) nin Q nun sonlu bir genislemesi olmasidir.

Bu durumda p(X), Q tizerinde « mnin minimal polinomu olmak iizere

[Q(a):Q]=d[ p(x)] dir.

Ispat. Eger [Q(a) ; Q] =n<ow ise, @ nn 1=a°,a,a’,....a" kuvvetleri tanim gere-
gi Q tzerinde dogrusal bagimli olacaktir. Bu durumda biitiin a. € Q Katsayilart sifir-

dan farkli olan tamsayilar olmak {izere,
p(a)=1a"+ac" +a,a"* +..+a,,a+a, =0 (2.1.1)
yazilabileceginden o , tanim geregi QQ , lizerinde cebirseldir.
Karsit olarak, ¢ nm Q iizerinde cebirsel ve sagladigi p(x) minimal

polinomunun derecesinin m oldugunu varsayalm. Artik Q(a) min Q iizerinde

1

1=a’,a,0,...,a™" elemanlarinca gerildigini gostermeliyiz. Bunun igin ™ veya

daha genel olarak />0 igin, ™"

(2.1.1) den elde edilen

in ne anlama geldigini belirtmeliyiz. Buna gore

degerini
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. . 2 1 C .
''i Q iizerinde L a,a”,...,a™" lerin bir dogrusal

esitliginde kullanirsak, sonugta ™"
birlesimi olarak gostermis oluruz. Bdylece indiiktif olarak />0 i¢in ™" i de Q iize-

rinde L, a’,....,a™" lerin bir dogrusal bilesimi olarak yazmis oluruz. Simdji;

V= {am_lam_l+...+ala+a0 © a,,d,..4,, € @}

climlesini goz Oniine alalim. Agik olarak, V toplamaya gore kapali olup dnceki parag-
rafta yapilan uyarilar nedeniyle, ayn1 zamanda ¢arpmaya gore de kapalidir. Ayrica, V

hem Q ve hem de « y1 kapsamaktadir. Sonugta V nin bir halka oldugu kolayca gos-

terilir. O halde V nin cisim oldugunu gosterirsek teoremi ispatlamis oluruz. Bunun
i¢in;
O#v=a,+aa+..+a,,a" €V
ve
q(X)=ay +aX+..+a, X" eQ[X]
elemanlarin1 alalim. O;tV:q(X) oldugundan p(X)|q(X) ve p(X) in indirgenemez
olusu sebebiyle de p(x) ve q(x) in aralarinda asal olacagi goriiliir. Buna gore @[X]
de p(X)r(X)+q(X)S(X) =1 olacak bi¢imde I‘(X) ve S(X) polinomlarini bulabiliriz.
Bu esitlikte X=« i¢in p(a)=0 oldugunu diisiiniirsek
p(a)r(a)+aq(a)s(a)=1,
buradan q(«)s(a)=1 veya v=q(a)=1/s elde edilir ki, bu v nin tersinin s(«) ol-
dugunu gosterir. Artik S(a)mn V nin bir elemani oldugunu; S(a) da eger varsa o
nin M-1 den biiyiik kuvvetlerini Q tizerinde La,a?,...,a™ lerin bir dogrusal birle-
simleri ile degistirmek suretiyle gorebiliriz. O halde S(a) eV dir. Boylece sonug ola-
rak V bir cisimdir. Bundan baska, V Q(X) olup ayn1 zamanda Q, hem « ve hem

de V yi de kapsadigindan V = Q(a) olur.

m-1

Artik V nin Q iizerinde la,a’,...a ile gerilmesinin sonucu olarak

[V:Q]<m yazabiliriz. Simdi bu {1,05,052,...,05'”’1} ciimlesinin Q iizerinde dogrusal
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bagimsiz oldugunu gorelim. Gergekten boyle olmasaydi, C, €Q olmak {izere
t(x)=c,+¢ +...+Cmflxm’le@[x] polinomunun varhigi, bizi o nin Q izerinde
d [p(x)] <m esitsizligini gercekleyen bir polinomu sagladigi sonucuna gotiiriir ki,
bu celiski {1, a ..., am’l} ciimlesinin dogrusal bagimsiz oldugunu gosterir. Boylece
{1,05,052,...,05”‘_1} climlesinin Q {izerinde V nin bir tabani oldugu anlasilir ki, bu

[V:Q]=m olmasi gerektirir. Artik V =Q(«) oldugunu gdz Oniine olarak

[Q(a):Q]=boy,Q(a)=m elde edilir (Senay 2007).

Sonug 2.1.1. Biitiin cebirsel sayilarin k climlesi karmasik sayilarda tanimlanan topla-

ma ve garpma islemlerine gére Q iizerinde derecesi [k :Q]=n olan bir cisimdir.

Ornek 2.1.1. Sonug 2.1.1 e gore, Q, R ve C ciimleleri birer say1 cismidir. Bdylece

(Q, +, ) cisminin biitiin say1 cisimlerinde kapsandig: agiktir.

Tanim 2.1.6. Bir o cebirsel sayisina, katsayilari tamsayi olan
p(X)=x"+x""a,_, +..+a,
monik polinomunun kokii olmast durumunda cebirsel tamsayr denir. Bagka bir deyis-

le; eger p(a)=0 olacak sekilde tamkatsayili bir p(x) monik polinomu varsa o ce-

birsel sayisi1 bir cebirsel tamsayidir (Senay 2007).

Tiim cebirsel tamsayilarin ciimlesini R, ile gosterecegiz. Cebirsel tamsayilarin

R, climlesi, k cebirsel say1 cisminin bir alt halkasin olusturur.

Teorem 2.1.4. Herhangi bir « cebirsel sayisi igin Ca bir cebirsel tamsayi olacak bi-
¢imde bir ¢ € N vardir (Senay 2007).
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Teorem 2.1.5. Eger a,f€R, ise a+f ve af cebirsel sayilari da cebirsel tamsayi-

dir.

Ispat. Bakiniz (Senay 2007).

Tanim 2.1.7. Eger «, f € R, olmak iizere o= - Y esitligini gergekleyen bir Y e R,
cebirsel tamsayisi varsa S cebirsel tamsayisina « cebirsel tamsayisini béler denir ve

bu durum alisilagelen bir bigimde £ |a seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.8. Bir ¢ € R, tamsayisi i¢in 1/ & da keza bir cebirsel tamsay1 ise ¢ tersinir
eleman adimni alir. Bir ¢ tersinir elemani ve a € R, i¢in f=¢ca ise o ve S tamsayi-

larina aralarinda ilgili tamsay:lar denir. a € R, elemanina, eger o nin R, daki her

bdleni ya kendisinin bir ilgilisi veya bir tersinir eleman ise indirgenemez denir (Senay
2007).

2.2. ideal Teori

Diophantine denklemlerinden bahsederken, E. Kummer’in, Fermat’in Tahmini
tizerindeki ¢aligsmalari sirasinda, ispat1 buldugunu zannettiginde, tamsayilar icin dogru

olan bu ispatin, Fermat’in arastirmalarinda rastlanilan bazi sayi tipleri i¢in yanls oldu-
gunu kesfettiginden bahsetmistik. Daha agik olarak sozgelisi 6 tamsayisinin Q(\/g)
cisminde 6=2.3= (1+ J5 ) (1— NG ) seklinde birden fazla ¢arpanlara ayrilis1 bulunmak-

tadir. Kummer, iste bunun farkina vardigi zaman, Fermat’m Tahmini ile ilgili vermis

oldugu ispatin yanlis oldugunu anlamisti. Bu amagla asal ¢arpanlara ayrili
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sin tek olmayisindan dogan giigliikleri yenmek tizere “ideal teori” ad1 verilen teori ken-

disi ve R. Dedekind tarafindan gelistirilmistir. Simdi cebir ve sayilar teorisinde biiyiik
rol oynayan bu teori hakkinda kisaca bilgi verelim. Bu boliim boyunca R, ; mertebesi n

olan k say1 cisminin tamsayilarmin halkasini belirtecektir.

Tamm 2.2.1. R bir halka, U da R nin bos olmayan herhangi bir alt ciimlesi olsun.

Eger,
(i) (U+)<(R+)
(i) VueU vereR igin ureU ve rueU oluyorsa U ya R halkasinin

iki yanli ideali kisaca ideali denir.

Tanmm 2.2.2. R, nin, yalnizca bir eleman: tarafinden tiretilen baska bir deyisle bir

elemanin katlarindan olusan idealine esas ideal denir.

Ornek 2.2.1. R, nin o gibi bir sabit eleman: i¢in, a=(a)={aé: £eR}, cimlesi

bir esas idealdir.

Yukaridaki tamimdan hemen (a)(b) = (ab) oldugunu gozlemleyebiliriz. Boylece

R, nin elemanlarmin ¢arpimi, onlarin iirettigi R, nin esas ideallerinin ¢arpimina kargilik

gelir.

Tamim 2.2.3. Eger bir halkanin her ideali esas ideal ise, bu halkaya esas ideal bilgesi

denir.

Tanmm 2.2.4. R bir halka olsun. R nin bir ideali, kendisi ve birim idealinden farkli

ise 0 ideale has ideal denir.
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Tanmm 2.2.5. R birhalkave a,b; R ninikiidealiolsun. « €a, f €b olmak iize-

re a+b={a+ f} ciimlesine ideallerin toplam: denir.

Tamim 2.2.6. b ve ¢, R nin idealleri olmak iizere, eger bc —a olmasi ya ¢ < a yada

b < a olmasimi gerektiriyorsa R nin, a = R idealine asal ideal denir.

Onerme 2.2.1. a ve b, R _nin idealleri olmak {izere a|b olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul b < a olmasidir.

Bu Onerme bize, R, daki b idealinin garpanlarinin tam olarak b yi igeren ide-
aller oldugunu anlatir. Béylece p asal idealinin tanim1 hemen bir asal elemanin ben-

zerine doniisiir ki; bunu “ p

ab olmasi p|a veya p|b olmasini gerektirir’ seklinde ifade
edebiliriz.

Ayrica R bir tamlik bolgesi ise sifir idealinin asal ideal oldugunu belirtmeli-
yiz. Buna bagli olarak da (p) nin asal olmas igin gerek ve yeter sartn p nin bir asal

veya sifir ideali olmasi gerektigini sdyleyelim.

Tamim 2.2.7. R bir halka olsun. a, R nin kendisi ve birim idealinin disinda bir ideali
olmak iizere a ile R arasinda R nin baska hicbir ideali yoksa a idealine maksimal
ideal denir (Tall ve Stewart 1987).

Burada yeri gelmigken, tamsayilar halkasinda biitiin maximal idealleri asallarin

trettigini sOylemeliyiz.

Lemma 2.1.1. R bir halka ve a, R nin bir ideali olsun. O halde;
(1) a nin maximal olmast i¢in gerek ve yeter sart R/a min bir cisim olmasidir.

(2) a nin asal olmasi i¢in gerek ve yeter sart R/a nin bir tamlik bolgesi olma-

sidir (Tall ve Stewart 1987).
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Tamm 2.2.8. R, halkasinm ideallerinin a, — a, < a, —... azalan bir zinciri sonlu ise,

R, halkasina noetherian halka denir.

Teorem 2.2.1. k say1 cisminin, R, tamsayilar halkast;
(1) Kesirler cismi k olan bir bolgedir.
(2) Noetheriandir.
(3) a €k, katsayilar1 R, tamsayilar halkasinda olan bir monik polinom denk-

lemini sagliyor ise « € R, dir.

(4) R, nin sifirdan farkli her asal ideali maximaldir,

ozelliklerini saglar (Tall&Stewart 1987).

Tamim 2.2.9. Teorem 2.2.1. deki (1) den (4) e kadar olan 6zellikleri saglayan halkaya
Dedekind Bolgesi denir.

Ideallerin garpanlamiginin tekligini ispatlarken, R, nin sifirdan farkli idealle-
riyle ilgili aritmetige ve 6zel olarak ¢arpma islemiyle ilgili 6zelliklere ihtiyacimiz ola-

cak. Acik olarak R, nin kendisi 6zdes eleman olmak iizere, bu ¢arpma isleminin de-

gisme ve birlesme 6zellikleri vardir. Fakat ¢arpma isleminde bir elemanin tersi olma-
digindan dolay1 grup yapisi mevcut degildir. Bu nedenle alt-modiil kavramina ihtiyag

olacaktir.
Bir ideali, R, min R, -altmodiilii olarak tanimlamak miimkiindiir. Alt modiille-

rin, grup yapisinda oldugu bilinen verilen kesirsel ideallerle ilgili oldugunu belirtelim

ve biraz da kesirsel ideallerden bahsedelim.

Tamm 2.2.10. Eger ca — R, olacak sekilde sifir olmayan bir c e R, mevcut ise k nin

a gibi bir R, -altmodiiliine, R, nin kesirsel ideali denir.
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Ornek 2.2.2. r € Q olmak iizere Z nin kesirsel idealleri rZ bicimindeki idealleridir.

Not 2.2.1. Bir a kesirsel idealinin ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart a — R, olma-

sidir.

Teorem 2.2.2. R, nimn sifirdan farkli kesirsel idealleri ¢arpma islemi altinda abelyen

bir gruptur.

Teorem 2.2.3. R, nin sifirdan farkli bir kesirsel idealinin, ¢arpanlarin sirasinin degi-

sikligi disinda asal ideallerin ¢apimi seklinde bir tek tiirlii gosterimi vardir.

Ispat. Bu son iki teoremin ispati basamaklar halinde yapilir (Tall&Stewart 1987) ,
(Hecke 1981), (Lang 1970) .

Ideallerin garpanlanisinin tekligi biitiin Dedekind bélgelerinde saglanir. Bu tek
carpanlamanin ispati hem Dedekind bolgeleri kullanilarak, hem de farkli yollarla yapi-
labilir. Ancak biitiin Dedekind bdolgelerinde bu 6zelligin kendiliginden saglandigina
ilgi ¢ekilmelidir.

Tanmm 2.2.11. Eger R, halkasinda (a)a = (ﬂ)b olacak big¢imde «, f#0 e R, mev-

cutise a ile b ideallerine birbirlerine denktir denir ve a ~ b bigiminde gosterilir. Bu
bagintinin bir denklik bagintis1 oldugu kolayca gergeklenebilir. Bu baginti ile elde

edilen denklik siiflarina ideal siniflar: ve bu ideal siniflarinin sayisina da k cisminin

simif sayist denir ve h, ile gosterilir (Ireland ve Rosen 1990).

Teorem 2.2.4. h, =1 olmast igin gerek ve yeter sart R, nin esas ideal bolgesi olmasidr.
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Ispat. a bir ideal olsun ve dncelikle h, =1 oldugunu varsayalim. a ~ R, oldugundan,
orada (a)a=(f)R, =(p) olacak sekilde sifirdan farkli «, 8 € R, elemanlariin bu-
lundugunu biliyoruz. Boylece 8/ ea ve a =(//«) olur. Yani her ideal esas idealdir.

Karsit olarak, eger R, esas ideal ise h, =1 oldugu agiktur.

Teorem 2.2.5. k cisminin sinif sayisi sonludur.

Ispat. Bakiniz (Ireland&Rosen 1990).

Onerme 2.2.2. k, simf sayis1 h, olan bir say1 cismi ve a da R, nin tamsayilar halka-

sinin bir ideali olsun. O halde;
(a) a™ bir esas idealdir.

(b) Eger q|hk ve a“ esas ideal ise a da esas idealdir.
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3. KUADRATIK CiSiM VE DIOPHANTINE DENKLEMLERI

3.1. Kuadratik Cisim

Bir kuadratik cisim [k:Q]=2 olan bir k say1 cismidir. Bu durumda 6,
x*—ax+b=0 (a, be Z) denkleminin bir koki olmak tizere bu cisim K = Q(H) sek-
lindedir. Gergekten k :Q(H) sayl cisminin Q(\/E ) ile ayn1 oldugunu basit olarak

gorebiliriz. Eger x*—ax+b=0 in bir kokii @ ise bu durumda A =a*-4b bir tam
kareden farkli olmak tizere 6 kuadratik irrasyonel sayisi

g axa’-4b

2

bi¢ciminde olacaktir. Boylece ceZ, d #1 ve bir tam kare carpani bulunmayan bir
tamsay1 olmak {lizere A =a”—4b=c’d bigiminde yazilabilecegini géz dniine alarak

:a$c\/5

2

0

ve sonugta @ irrasyonel oldugunda Q(0)= Q(\/E ) elde edilir ki, bu asagidaki sonu-

cun iddiasidir.

Sonu¢ 3.1.1. Biitlin kuadratik cisimler bir tam kare ¢arpani bulunmayan d € Z igin

Q(JE ) bigimindedir.

Boylece u,ve@Q), d bir tam kare carpani bulunmayan rasyonel tamsay1 olmak

izere bir kuadratik irrasyonel sayinin u +V\/a biciminde olacagini sdyleyebiliriz. Bu

durumda k = Q(ﬁ)cismi
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k=@(\/d_)={XE(C: X =U-+VvA/d, U,VEQ}

cumlesidir.

Teorem 3.1.1. k:(@(\ﬁ) sayl cismi Q cismini kapsayan C nin bir alt cismidir.

Bundan baska @(JE ) Q tizerinde tabani {1, Jd } ve sonugta boyutu 2 olan bir vek-

tor uzayidir.

Tamm 3.1.1. Herhangi bir k = Q(ﬁ) say1 cismine;

(i) Eger d>0ise k=Q \/d_) ye bir gercek sayi cismi

—_—

(ii) Eger d <0 ise k=Q \/d_) ye sanal sayi cismi

denir (Senay 2007) .

Asagidaki teorem tam kareden farkli olan bir d dogal sayisi igin @(JE ) cis-

minin tamsayilar halkasini1 d ye baglh olarak belirler.

Teorem 3.1.2. Bir tam kare ¢arpani bulunmayan bir d € N sayisi i¢in k = @(JE) nin

tamsayilar halkast;

1) d =1 (mod 4) ise
R, Z{XE@(\/CT)I x=a+bd, a,beZ}:Z[\/d_}

(2) d =1 (mod 4) ise

Rk:{XeQ<\/d_): x:a+b\/a, a,beZ, azb(ModZ)}:Z{lhﬂ}

2 2

dir (Senay 2007) .
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Not 3.1.1. Eger d =1 (mod 4) ise, Teorem 3.1.2 e gore Q(\/d_) cisminin Q tizerinde

bir tabanin {1, \/d_} , d =1(mod 4) durumunda ise, bir tabaninin {1, (1+ \/E)IZ} oldu-
gunu soyleyebiliriz.
Not 3.1.2. Z[\/a } halkasinin 6nemli bir 6zel durumunun Gauss tamsayilar1 oldugunu

belirtelim. Gergekten —1 =1 (mod 4) oldugunu gozoniine alarak, Teorem 3.1.2 (1) e

gore alisilagelen bi¢imde Z[i] ile gdsterilen bu halka, Q(\/—_l) cisminin tamsayilar

halkasidir.

Daha Once genel olarak cebirsel tamsayilar igin Tanim 2.1.7 ve Tanim 2.1.8 ile

verilen boliinebilme, tersinir eleman ve ilgililik kavramlarinin dogal olarak @(\/d— )

cisminin R, = Z[\/d_ J halkasi i¢in gecerli olduguna ilgi ¢ekilmelidir.

Tammm 3.1.2. a,be@Q olmak iizere a:a+b\/ae(@<\/a) sayisinin  eslenigi

a—b\/E seklinde tanimlanan cebirsel say1 olup, « ile gosterilir. Bir =a+b\/E

sayisinin normu N (a+de_) =aa=a’—db*eQ dur.

Teorem 3.1.3. Herhangi iki a,ﬁe@(\/a) cebirsel sayilari i¢in;
(1) @ nm tersinir olmasinin gerek ve yeter kosulu N (&) =F1 olmasidir.
(2 N(af)=N(a)N(5),
(3) |B ise, N(a)|N(pB)ve dzel olarak a, 3 ilgili ise N(cr)=FN(p),
(4) af=ap,
6) (a+B)=a+p

dir (Senay 2007) .
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Simdi verecegimiz Teorem Q(\yd) cisminin tersinir elemanlarinin varligini,

d <0 olmasi durumunda u? +|d|v2 =1 veya 4 Diophantine denkleminin ¢oziimlerinin

bulunmasma dayandirir. Bu durumda c¢oziimleri kolaylikla elde edilmesine ragmen,

d >0 durumu oldukga zor olup bu biiyiik teorem Dirichlet tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 3.1.4. Herhangi bir negatif ve kare ¢arpani bulunmayan d € Z i¢in Q(\/d_ )

cisminin tersinir elemanlarinin U grubu:

(1) d=-1ise, U ={FL i},
(2) d =-3 ise, @=e*""* olmak iizere U :{11, T, ia)z},
(3) Diger biitiin d <0 tamsayilari i¢in, U ={¥1} ,

seklindedir.

Tanim 3.1.3. Z[\/a ] nin tersinir olmayan sifirdan farkli bir 7 tamsayisina; herhangi

a, EZ[\/d_ } tamsayilar igin, 7z|aﬂ olmas1 ya 7r|a veya 7r|ﬂ olmasini gerektiri-

yorsa asal denir.

Daha 6nce indirgemezlik tanimi vermistik. O halde asal ve indirgenemez ele-

manlar arasindaki iliskiyi ifade edelim ve buna ait bir 6rnek yapalim.

Bir asal her zaman indirgenemezdir. Ancak tersi dogru degildir.

Ornek 3.1.1. 3, Q(a\/—G) cisminde indirgenemez olup ancak asal degildir.

Coziim. Gergekten, herhangi «, B Z[«/—_G ] icin, 3= oldugunu varsayalim. Norm-
larm alirsak N () veya N () nn N(a)=N (a+b\/a) =a’—db’ = a®+6b° =33

olmasi1 gerekir. Buradan a=0 ve b=1 igin ‘az +6b2‘ >6 ve b=0 icin a° =F3 oldu-
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gundan dolay1 bu denklemin agik olarak higbir tamsay1 ¢6ziimii bulunmayacaktir ve

sonugta N(a)=F1 veya N(B)=7F1 elde edilir ki, Teorem 3.1.3 (1) geregi
a,pe Z[\/I] tamsayilarinin tersinir oldugu goriiliir. Yani 3, Z[\/—_G] da indirge-
nemez bir elemandr.

Simdi 3 {in Z[\/—_G] da asal olamayacagini gosterelim. Z[\/—_G] da
15=3.5=(3+\/I )(3—\/3 ) seklinde asal carpanlarina ayrilir. 3|15 olmasina rag-

men 3 ‘3 +J-6 veya 3‘3 ~-J-6 oldugu aciktir. Ayrica

N(3+J—_6)=N(3—\/—_6)=9+6=15¢1 oldugundan (3%=6) sayilar: Z[ﬁ]

nin tersinir eleman1 degildir.

Teorem 3.1.5. Eger p rasyonel bir asal olmak {izere bir 7 EZ[\/CI_ ] tamsayis1 i¢in

N (7[) =Fp ise r, Q(\/a) nin bir asal elemanidir (Senay 2007).

Teorem 3.1.6. R, nin, 0 ve tersinir olmayan her eleman1 sonlu sayida indirgenemez

elemanlarin ¢arpimi seklindedir.

Ispat. Eger o, R, nin indirgenemez bir elemani degilse R, nin tersinir olmayan her-
hangi B,Y tamsayilari igin & = # Y yazilabilecektir. Simdi ayn1 diigiinceyi S, Y tam-
sayilari i¢in tekrarlayalim ve boyle devam edelim. Ancak bu islemi sonlu sayida tek-

rarlayabiliriz. Aksi halde istenildigi kadar biiyiik bir n indisi icin a = f,... B, buluruz.
Ancak kabuliimiiz geregi her i indisi igin |N (83 )| >2 olup, sonugta |N (a)|2 2",
yani ‘N (a)‘ istedigimiz kadar biiyiik yapilabilecektir. Bu o € R, nin normunun belli

bir pozitif tamsay1 olusu ile ¢elisir (Senay 2007).
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Tanmm 3.1.4. Bir R, halkasina, her € R, tamsayisinin sonlu sayida indirgenemez

elemanlarinin ¢arpimi olarak temsili, ¢arpanlarinin sirasinin ve indirgenemez eleman-

larinin ilgilileri ile degisimi disinda tek tiirlii ise, tek carpanlama bélgesi denir.

Sayilar Teorisinin temel problemlerinin baginda hangi bolgelerin  tek
carpanlama bolgesi oldugunu belirlemek geldigini, bu tanima dayanarak soyleyebili-

riz. Burada asal elemanlarin dogal olarak 6nemli bir kavram oldugunu zaten biliyoruz.

Bu yiizden R, da her indirgenemez elemanin ayni zamanda R, nin asal bir elemani1 ve

tersine R, nin her asal elemaninin R, da indirgenemez oldugunu géstermeliyiz. Vere-

cegimiz teorem tek carpanlama bolgesi olmayan her bolgede asal olmayan indirgene-

mez elemanlarin varligini vurgular.

Teorem 3.1.7. Bir bolgede carpanlara ayrilisin tek olmasinin gerek ve yeter kosulu

her indirgenemez elemanin asal olmasidir (Senay 2007).

Tamim 3.1.5. Ikisi birden sifir olmayan «, 8 € R, elemanlari igin asagidaki iki kosulu

saglayan bir 6 € R, tamsayisina, «, # tamsayilarinimn en biiyiik ortak boleni denir.
1) o |a ve & | yij

(2) a,p nm her J, ortak bdleni igin 51|5 :

Tanim 3.1.6. Eger R, = Z[\/a } halkasinin « #0 ve g gibi herhangi elemanlari igin
p=ax+p ve 0N ( p) <N (a) olacak bigcimde x,peR, tamsayilar1 varsa

Q(\/E ) cismine bir Oklid bélgesi veya tam olarak norm icin Oklid bélgesi denir.

Teorem 3.1.8. Her Oklid bolgesi tek ¢arpanlama bolgesidir.

Ispat. Teorem 3.1.7 ye gére R, nin her indirgenemez elemaninin bir asal eleman ol-

dugunu kamitlamamiz yeterlidir. Buna gore 7, R, nimn indirgenemez bir elemani ol-



32

mak iizere herhangi o, € R, i¢in 7Z|a/3’ ancak 7z|a oldugunu varsayalim. O zaman

(a,7)=1ise da+ur=1 olacak sekilde A, €R, tamsayilari vardir. Simdi bu esit-
ligin her iki yanimm1 g ile garparsak, Aaf+ ufz = bulunur. Kabulimiiz geregi
7r|a,3 ve acgik olarak 7z|,uﬂ7r oldugundan boliinebilmenin lineerlik 6zelligine gore

7r|ﬁ olur ki, bu da istenendir (Senay 2007).

Teorem 3.1.9. k=Q(Vd) cisminin R, =Z[/d | halkast d =-11-7,-3-2,-1,2,353

degerleri i¢in Oklid bélgesidir (Senay 2007).

Oncelikle L.E. Dickson d =2,3,5,13 degerleri igin Q(\/a ) nin Oklid bolgesi

olduguna ve hatali olarak bunlardan baska bdyle cisimlerin bulunmadigini iddia etmis
olmasina ragmen Peron bunlara d nin 6,7,11,17,21,29 degerlerinin eklenmesi gerekti-
gini ispat etti. Daha sonra Oppenheimer, Remak ve Redei bu listeyi d igin

19,33,37,41,55,73 degerlerini katmak suretiyle genislettiler. Ancak tek ¢arpanlama
bdlgesi olan biitiin gergek Q(\/d_ ) kuadratik cisimlerin bulunmasi heniiz ¢6ziime ka-
vusturulmamais bir problemdir. Genelde bdyle cisimlerin sonsuz sayida olacagi tahmin
edilmekte olup, bu da simdiye kadar ispat edilememistir.

Ayrica tek carpanlamanin miimkiin olmadig1 zamanlarda cebirsel denklemlerle

Diophantine denklemlerinin ¢éziilemeyecegini belirtmeliyiz.

3.2. Diophantine Denklemleri

Bu kesimde Diophantine denklemlerini genel anlamda ele alacagiz. Bilindigi
gibi katsayilar1 tamsayi olan birtakim polinom denklemlerin tamsay1 ¢ézlimlerinin

bulunmasi problemi Diophantine denklemlerinin konusunu olusturmaktadir.
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3.2.1. ikinci Dereceden iki Bilinmeyenli Denklemler

Ikinci dereceden, iki bilinmeyenli bir denklemin ya hi¢ tamsay1 ¢dziimii yoktur

ya sonlu sayida tamsay1 ¢6ziimii vardir ya da sonsuz sayida tamsay1 ¢oziimii vardir.

Bu tiir denklemlerin en tipik 6rnegi Pell denklemi olarak bilinen, D >0, tam

kare carpansiz ve N tamsay1 olmak iizere,
x* —Dy* =N (3.2.1.1)

seklindedir. N =1 i¢in bu denklemin sonsuz sayida (X, y) e Z? ¢ozim ikilisi vardir.

- N
Bundan bagka N #0 tamsayi, D negatif ise |X|S N ve |y|SB oldugundan

(3.2.1.1) denkleminin yalnizca sonlu sayida ¢6ziimii bulunacaktir. Acik olarak,

D =m?’ seklinde ise aritmetigin temel teoremi geregi yalnizca sonlu sayida carpanlara

ayrilig sekli bulunacagindan bu durumda da (3.2.1.1) denklemimizin sonlu sayida
¢oziimleri bulunacaktir. Ayrica X* —3y® =—1 Srneginde oldugu gibi bu denklemi sag-
layan higbir (X, y) ¢oziim ikilisinin mevcut olmadig1 kolaylikla gériilebilir (icen
1962).

Genel olarak D ve N keyfi olduklarinda bu denklemin higbir (X,y)e Z*

¢oziim ikilisi mevcut degildir. Bu bakimdan bazi kisitlamalar yapilarak (3.2.1.1) denk-
leminin koklerinin siirekli kesir agilimina dayanan bir yontemle sonsuz sayida ¢ozii-
miiniin bulundugu bilinmektedir (Senay 2007).

Ikinci dereceden iki bilinmeyenli en genel Diophantine Denklemi

a, b, c d, e f tamsayilar olmak iizere
ax® +bxy +cy’ +dx+ey+f =0 (3212)

bi¢imindedir. Bu denklemin degisken doniisiimii yardimiyla yine (3.2.1.1) seklinde
bir denkleme déniistiiriilerek ¢dziilecegi bilinmektedir (Senay 2007), (Igen 1962).
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Bu nedenle ¢6ziimiin mevcut olmast durumunda (3.2.1.2) denkleminin ¢6ziimleri

(3.2.1.1) denkleminin ¢6zlimlerine benzer tipte olacaktir.

3.2.2. ikinci Dereceden Ug Bilinmeyenli Denklemler

Tamm 3.2.2.1. X’ +Yy* =7* denklemini gergekleyen bir pozitif (X, y,z)eZ® srali iic-
listine Pisagor iigliisti denir. Ayrica 1 den baska ortak carpanlart bulunmayan yani

ebob(Xx,y,z)=1olan (Xx,,2) e Z* iigliisiinii de flkel Pisagor iicliisii denir (Senay 2007).

Teroem 3.2.2.1. (X, Y,2) bir ilkel Pisagor ii¢liisii oldugunda, m ve n tamsayilar1 pozi-

tif, aralarinda asal, m>n ve biri tek digeri ¢ift tamsayilar olmak iizere X+ y® = z°

Diophantine denkleminin ¢oziimleri
x=m’-n®*, y=2mn, z=m?+n’

ile verilir (Senay 2007).

Ispat. Bu Teoremin ispat1 boliinebilme 6zellikleri kullanilarak kolaylikla yapilabilir.

Pisagor tliggenleriyle ilgili Sayilar Teorisi agisindan ilgi ¢ekici bircok geomet-
rik sonug vardir. S6zgelisi bir dik iicgenin i¢ teget cemberinin yaricapinin daima bir
tamsay1 olmasi bunlardan biridir. Ayrica ¢éziimleri Pisagor {icliisline getirilen ilging
baz1 Diophantine denklemi siniflar1 da vardir. Ozellikle ikinci dereceden ii¢ bilinme-
yenli Diophantine denklemlerinin ¢6ziimiinde Diophantus’a ait olan geometrik tabanl

diisiincenin bu konuda ne kadar etkin oldugunu asagidaki 6rnekle gorebiliriz.
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Ornek 3.2.2.1. x*+2y*=17° denkleminin her iki yanmi z* ile bolerek u=x/z,
v=y/z igin yan eksen uzunluklari a=7F1, b 21\/5/2 ve C =$x/§/2 olan
u?+2v* =1 elipsi elde edilir. Bu sekilde elde edilen elips iizerindeki (u,v) noktasmmn

rasyonel bir nokta oldugu agiktir. Ote yandan sekile gore (—1,0) dan gegen ve egimi t

olan;

A

(uv)

<

dogrunun denklemi v =t(u+1) olup bununla u? +2v* =1 ortak ¢ziiliirse

(1+ 2t2)u2 +4t2u+2t°-1=0

—4t?

bulunur. Bu denklemin bir kdkii sekle gore U, =—1 olup, diger kok U, +U, = T
+

1-2t?

esitliginden u, = 1200
+

o olur. Simdi u, de (m,n)=1 olmak tzere t=(n/m) yaza-

lim. O zaman

X m?-2n?
U=—=———+
Z m°+2n
ve bunu da u® +2v® =1 esitliginde kullanarak

Yy 2mn

V= =
z m*+2n’

buluruz. Burada x/z ve y/z kisaltilamayan kesirler oldugundan, bu
kx=m?—-2n*, ky =2mn, kz =m?+2n’

olacak bicimde bir pozitif k tamsayisinin varligin1 gerektirir. Burada k=1 oldugu

kolaylikla ~ gosterilebilir. Boylece X*+2y°=2° denkleminin biitin pozitif

(X, Y, Z) eZ? ¢ozimlerinin; m,n pozitif (m, n) =1 ve farkli siniftan olmak iizere
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X=m’>—-2n%, y=2mn, z=m*+2n’

esitlikleri ile verildigini sdyleyebiliriz (Senay 2007).

Simdi; ileriki boliimlerde Tahminimiiziin ispatin1 verirken kullanacagimiz, bi-

linen bazi lemmalar verelim.

Lemma 3.2.2.1. a® +b” =c* denkleminin pozitif tamsay1 ¢dziimleri U ile v aralarin-
da asal ve biri ¢ift olmak iizere; a = 4uv(u2 —VZ), b= ¢(u“ +v* —6u2V2), c=u’+Vv?

ile verilir (Dickson 1971).

Lemma 3.2.2.2. Eger p bir tek asal ve (x,y)eZ*, xP+1=2y? Diophantine denkle-

Minin tamsayi ¢oziimleri ise 2p|y dir (Cao 1986).

Lemma 3.2.2.3. x*+1= 2y" Diophantine denkleminin x>1, n>2 olmak iizere, tek

pozitif tamsay1 ¢ozimii (X, Y, n) :(239,13,4) diir (Ljunggren 1942).

Lemma 3.2.2.4. x>1, y>1 ve n>3 tek olmak iizere,
X2 +1=2y" (3.2.2.1)

Diophantine denkleminin tamsayilarda hicbir ¢oziimii yoktur (Stérmer 1899).

3.2.3. Ug ve Daha Yiiksek Dereceli ve iki Bilinmeyenli Denklemler

Ikinci dereceden daha yiiksek dereceli ve iki bilinmeyenli denklemlerin bazi

0zel durumlar disinda ancak sonlu sayida ¢éziimiiniin bulundugu 20. Yiizyilin basla-

rinda A. Thue tarafindan ispat edilmistir. a, (i =0,1,2,...,n), C tamsayilar ve
n>2 dogal say1 olmak iizere

a X" +ax"ty+ax"?y* +-.+a y" =c (3.2.3.1)
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denklemini g6z Oniine alalim. Bu denklemin 19. yiizyilin sonlarina dogru A. Thue
tarafindan daha sonrada 20. yiizyilin baslarinda E. Landau ve A. Ostrowski (1920)
tarafindan sonlu sayida tamsay1 ¢oziimii oldugu gosterilmistir. Ancak 6zel olarak ho-
mojen olan sol tarafin birinci dereceden bir homojen iki terimlinin veya ikinci derece-
den bir homojen {i¢ terimlinin bir kuvveti olmas1 hallerinde bu denklemin ¢6ziimlerin-
den sozedebiliriz. Gergekten (3.2.3.1) denklemi bu durumlarda
(ax+by)" =c,
veya
(ax® + bxy+cy2)n —c,

seklinde olacaktir ki, sonugta kolaylikla birinci ve ikinci dereceden bir denkleme do-
niistiiriilebilmis olur. Cilinkii ¢6ziimiin mevcut olabilmesi i¢in C, katsayisinin bir tam-

saymin n-inci kuvveti olmasi gerekir. A. Thue, kendine 6zgii metoduyla bunun ispati-

n1 vermistir.

Simdi burada ayrintilara ge¢meden zor olan bu ispati ana hatlariyla verip

(3.2.3.1) denkleminin sonlu sayida ¢6ziimlerinin bulundugunu gosterecegiz.

(3.2.3.1) denkleminin her iki yanin1 y" ile bolerek,

n n-1
X X X C
X a2 +ova,Xra =2 (3.2.3.2)
a"(yJ al(yj Ty y

ve hesaplar basitlestirmek amaciyla X_, degisken doniisiimii ile
y

82" +32" " +..+a,,z+a,=0 (3.2.3.3)
denklemine varilir. Bu denklemin biitiin koklerinin birbirinden farkli oldugunu ve
a,a, =0 oldugunu varsaymakla, ayrica bu denklemin koklerinin daha kiigiik dereceli

tamkatsayili bir denklemin kokleri olamayacagini da kabul etmekle genelligin bozul-

mamis olacagi aciktir.
Cebirin esas teoremine gore (3.2.3.3) denkleminin kokleri ¢, a,,...,c, olmak

izere, bu denklem i¢in

82" +a "+ a2+, =8, (2-a)(2-a,)..(2-«,) (3.2.3.4)
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gosterimi bulunur. Simdi (3.2.3.4) polinomunun ¢arpim seklindeki bu gosterilisini
kullanarak (3.2.3.2) i
X X X C
——o || ——a || ——a, |=— (3.2.3.5)
" ( y J ( y J ( y j y

Simdi (3.2.3.5) denkleminin sonsuz sayida (X,,Y,)eZ* ¢Oziimlerinin bulun-

seklinde yazabiliriz.

dugunu kabul edelim. Bu kabulle mutlak degerleri istenildigi kadar biiyiik olan ¢éziim-
lerin de bulunacag agiktir. Eger y, lart stmirli ve X, lart istenildigi kadar biiyiik olan
sonsuz sayida (X, Yy, ) siralt ikilileri mevcut olsayds, bu x, lar igin (3.2.3.5) iin sol
tarafi istenildigi kadar biiyiik, buna karsilik da sag yani sinirl kalird1 ki, bu dogal olarak
miimkiin degildir. Artik, y, y1 ¢ok biiyiik varsayabiliriz. Bu durumda (3.2.3.5) denkle-

minin sag tarafi dolayisiyla da sol tarafi kiiciik olacaktir. Oysa sol tarafin X an ice-

Y

ren n tane carpan ile 1 den kiigiik olmayan a, tamsayisinin ¢arpimi bigiminde oldugu

g0z Oniine alinirsa, buda sol tarafin ancak — — ¢ farklarindan herhangi birinin mut-

Y

lak degerce kiigiik olmasi ile miimkiin olacaktir.
Agik olarak, s6zkonusu bu fark ancak ¢, in reel olmasiyla, yani b=0 olmak
lizere «, =a+bi bigiminde olmadig1 zaman kiigiik olabilecektir. Aksi halde;

2
X—k—a—bi‘= \/(X—k—aj +b% > || (3.2.3.6)
y

Y k

esitsizligi nedeniyle bu farkin mutlak degeri istenidigi kadar kii¢iik yapilamaz. Bu
tespitten sonra bu farklarin herhangi iki tanesinin ki bunlar ( (3.2.3.6) denkleminin sol
tarafindaki herhangi iki ¢arpandir) ayni zamanda kii¢iik olan birer mutlak degerinin
bulunamayacagini da sdyleyebiliriz. Clinkii biitiin kokleri birbirinden farkli kabul etti-

gimizden

—|e, —a,| %0 (3.2.3.7)
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elde edilecektir. Burada iicgen esitsizligini de goz Oniine alarak farklardan birinin

mutlak degeri %|O‘m —a,| den daha kiigiik ise (3.2.3.7) den diger farklarin her birinin

%|am —as| den biiyiik olmalar1 gerektigini soyleyebiliriz. Biitiin ¢, kokleri birbirin-

den farkli oldugundan |e, —er|>0, (m=s) olacaktir. Bu degeri 2d ile gosterirsek

yeteri kadar biiyiik bir y, laricin (ki y, sonsuz artti1 kabiiliimiizden bdyle bir y, her

zaman mevcuttur.)

——a_|<d

Y

ve

X
Kk
——a,

Y«

>d , s=123,...,n, S#m (3.2.3.8)

elde ederiz. Ote yandan (3.2.3.6) denkleminden

X X X X C
a2 P [P [Bema | P oL 239
Yk Yk Yk Yk Yk |yk|
bulunur. Bu son esitlikte
Yi

farklarnin her biri yerine daha kii¢iik olan d ve |a,| yerine 1 (a, tamsayisi 1 den

kiiglik olamaz) degerlerini yazarsak (3.2.3.9) un sol tarafi sag tarafindan daha kiigiik

olur ve sonugta

-t X—k—am <|L|n
Yk |yk|
veya
X, c I
2 _a, —, = (3.2.3.10)
Yy |yk| bodmt

esitsizligini elde ederiz ki, burada c,in  x, ve y, lere baglh olmadig: agiktir. «,

sayilar1 cebirin esas teoremine gore n taneden fazla olamaz. Ancak, herhangi bir m
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indisi iin (3.2.3.10) esitsizliginin dogru olmasi, (X, Y, ) swral ikilisinin sonsuz sayida
olmasim gerektirecektir. Baska bir deyisle, eger (3.2.3.1) denkleminin sonsuz sayida
(X, Y ) ¢6ziim ikilileri varsa, tam katsayili (3.2.3.3) cebirsel denkleminin dyle bir

kokii vardir ki, bu kok i¢in

<2 (3.2.3.11)

esitsizligi istenildigi kadar biiyiikk q lar i¢in gergeklenir. Burada A, p ve g dan ba-
gimsiz sabit bir sayr1 n, ¢ nin gercekledigi denklemin derecesidir. o keyfi bir say1

olsaydi onu Oyle segebilirdik ki, (3.2.3.10) esitsizligini p ve g tamsayilar olmak

lizere, sonsuz sayida (p,q) ¢Oziim ikilisi mevcut olurdu. Oysa, « tamkatsayili ce-

birsel bir denklemin kokudir.

Simdi, Norvegli Matematik¢i A.Thue (1863-1922) tarafindan ispat edilen * n.

dereceden bir o cebirsel sayisi igin

e N=3 (3.2.3.12)

esitsizliginin, p ve g tamsayilar1 cinsinden ancak sonlu sayida ¢oziimii vardir.” Teore-

mini goz Oniine alalim. Eger n>3 ise (3.2.3.11) esitsizliginin sag tarafi yeteri kadar
biiyiikk q lar igin (3.2.3.12) esitsizliginin sag tarafindan n> g+1 oldugundan kiigiik

olur. Dolayisiyla eger (3.2.3.12) esitsizligi ancak sonlu sayida p ve q tamsayilari i¢in
gergeklenirse, (3.2.3.11) esitsizligi de ancak sonlu sayida p, q tamsayilart i¢in gergek-
lenecektir. Bu da (3.2.3.3) denkleminin biitiin kokleri n den daha asagi dereceden tam
katsayil1 bir denklemin kokleri olmamasi durumunda (3.2.3.1) denkleminin ancak
sonlu sayida tamsayili ¢6ziimiin olmasini gerektirecektir.

Kolayca goriilebilecegi gibi n=2 igin (3.2.3.11) esitsizligi belli bir A pozitif
sabiti ve sonsuz sayida p ve q tamsayilari icin gerceklenir. Sozgelisi x* —2y? =1 Pell

denkleminin sonsuz sayida ¢oziimii bulundugu bilinmektedir. Bundan baska bu
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teoremin ispatindaki metodun, ¢éziimlerin mutlak degerleri igin bir iist sinir tespitine
prensip olarak imkan vermedigine ilgi ¢cekmeliyiz. Her ne kadar A. Thue’nun metodu,
¢oziimlerin mutlak degerlerini istten smirlamaya imkan veremiyorsa da
a,2" +a,z"" +..+a,,z+a, =0 denkleminin ¢oziimlerinin sayisi i¢in bir st sir
vermektedir. Zaten bu problem en genel anlamiyla bugiin bile bir ¢oziime kavusturu-
lamamustir.

Iki bilinmeyenli denklemler igin sonlu veya sonsuz sayida ¢dziimiin olup ol-
madig1 problemini kisaca verdik. Simdi ikinci dereceden daha yiiksek dereceli ve iki-
den fazla bilinmeyenli denklemlerde benzer soruyu ¢ok 6zel denklem siniflart igin
cevaplayabiliriz.

3.2.4. Ug ve Daha Yiiksek Dereceden Ug Bilinmeyenli Cebirsel Denklem-

lerle Bazx Ustel Denklemler

Biiyiik Fransiz Matematikgi Pierre Fermat (1601-1665)
Xn + yn — Zn
denkleminin n>3 i¢in X,Y,Z cinsinden higbir pozitif tamsayili ¢6ziime haiz olmadigi

iddiasim ortaya atti. Her ne kadar Fermat kendisinin bulusu olan sonsuz inis metodunu
kullanarak bir ispat yaptigini iddia etmisse de, 1995 yilina kadar bu denklemin ¢6ziimii
i¢in higbir ispat bulunamamistir. Alman Matematik¢i E. Kummer (1810-1893) bir ispat
bulmaya calistig1 ve bir giin onu buldugunu zannettigi zaman, adi tamsayilar i¢in dogru
olan bu ispatin, Fermat’in problemine ait aragtirmalarda rastlanan karmagik baz1 say1 tip-
leri igin yanlis oldugunu kesfetti. Kummer Fermat Tahmininii tamamiyla ispat edememis-
tir. Bu Tahmini sadece “diizgiin” denilen asal sayilardan en asagi birisi ile béliinebilen n
ler i¢in ispat etmistir.

Fermat’in teoreminin n=4 i¢in ispatt sonsuz inis metodu ile yapilmistir. Bu
ispat metodu; tek bir ¢oziimden, z si silirekli azalan sonsuz bir ¢6ziim dizisi elde et-

mekten ibarettir.
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Simdi Fermat denklemlerinden birinin ispatint sonsuz inis metodunun

enterasanligini belirtmek amaciyla agsagida yapalim.

Teorem 3.2.4.1. x'+y*=2z* Fermat denkleminin xyz#0 olan hicbir tamsayi

(X,Y,2) ¢dziimil yoktur.

Ispat. Bu denklemin X,Y,z, = 0 olan bir ¢éziimiiniin bulundugunu varsayalim. Boyle
bir (X, Y, Z) e Z® ¢oziimiinde X , y veya z nin isaretinin degisimi yeni bir ¢ziim iirete-
ceginden X,y,z bilesenlerinin pozitif oldugunu varsayabiliriz. Simdi Z, bilesenini denk-
lemin diger (X, y,z) ¢Ozlimlerinin z leri arasinda en kiigiik olacak sekilde secelim.
Ayrica bu sayilarin karsilikli olarak aralarinda asal oldugunu da kabul edebiliriz. Ger-
cekten bir (X, Y, Z) pozitif ¢oziimiinde ebob (X, y) >1 olsaydi, Aritmetigin Temel
Teoremi geregi X Ve Y nin ikisini de bdlen p gibi bir asal say1 bulunacakti. Bu durum-

da p* |X4 +y* den, p* |Z2 ve sonugta P° |Z oldugundan,

(x/p)* +(y/p) =(z/p)’

bulunur. Simdi bu elde edilen yeni (X/ P,Y/P, Z/ pz) ¢Oziim Ticliisiiniin liclinci
bileseni icin Z/ p2 < Z oldugundan, bu sonug (X, Y, Z) ¢Oziimiinde z nin en kii¢iik
secilmesiyle ¢elisir ki, bu da ebob (X, y) =1 olmasmi gerektirir. Boylece
(2) +(,%) =(z)° esitliginden  (%2,Y,°,%,) ilkel Pisagor sliisiiniin
x*+y*=2* denkleminin bir ¢oziimii oldugunu soyleyebiliriz. O halde XO2 ve yo2
ayni anda tek ve ayni anda ¢ift olamazlar. Buna gore on nin tek ve yo2 nin ¢ift ol-

dugunu kabul edelim. Bu durumda Teorem 3.2.2.1. e gore X, =a’-b’, y,’ =2ab,

z, =a° +b* olacak bicimde a ve b gibi aralarinda asal (a>b) ve her ikisi tek veya cift
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olmayan tamsayilar vardir. Béylece X, =a*—b* den (%o:b, a) nin X, tek olmak tize-

re bir ilkel pisagor t¢liisii oldugu sonucuna varilir. O zaman yine ayn1 sebeple
X =r’-s’, b*=2rs, a=r’+s’

olacak sekilde ebob (r, S) =1 olan r, s tamsayilar1 vardir. Simdi r,s ve a karsilikli ara-

larinda asal oldugundan y?=2ab=4ars esitligi ancak ve ancak r,s ve a nin kendilerinin

bir tamkare olmalar1 durumunda miimkiindiir. O halde r=m? , s=n’ ve a=t> olacak

bigimde m, n ve t tamsayilari vardir. Ote yandan a = r” +s’esitliginden, m* +n* =t°

bulunur.
z,=a’+b’>a*=t"
olup buradan da
O<t= \/5 < (‘/Z <Z,
elde edilir. Ote yandan m*+n*=t* esitligi (m,n,t) deliisiiniin : x* +y* =2 nin t<
Zp olan bir ¢6ziimii oldugunu gosterir.

Oysa biz (X, Y, Z) ¢oziimiinde Z, € Z" yi en kiigiik sectigimizden bu geliskidir.

Bu ¢eliski teoremi ispatlar (Senay 2007).

3.25. y* =x*+d Mordell denklemi

Onerme 3.25.1. d kare garpansiz, d <—1 ve d =2 veya 3 (mod 4) olsun. @(\/E)

nin smif sayisi h, mn 3 ile bolinmedigini varsayalim. O taktirde y* =x*+d denkle-
minin tamsayih ¢dziimiiniin bulunmas: igin gerek ve yeter kosul d nin d =F1-3a’

olmasidir. Bu durumda ¢oziimler x =a® —d, y = ia(a2 - 3d) dir.
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Ispat. Oncelikle, X vey nin aralarinda asal olduguna ilgi ¢ekilmelidir; gercekten p asa-
I, X vey yibélen bir asal olsayds, buradan p”|d elde edilir ki, bu d nin kare car-
pansiz olusu hipotezi ile ¢eligirdi. Dolayisiyla X ve y aralarinda asaldir. Ayrica, X tek
olmak zorundadir. Gergekten eger boyle olmasayd: y* =d (mod 4) elde edilirdi ki, bu

4 modiiliinde karelerin 0 ve 1 olusu gercegi ile ¢elisirdi. Artik denklemimizi
2 =34
seklinde yazabiliriz.

Simdi, k= Q(\/a ) sanal kuadratik cismindeki aritmetigi kullanarak

y? =x®+d denklemini,

(y+d)(y =d) = (%)’ (325.1)

seklinde ¢arpanlara ayirabiliriz. p, (y+ Jd ) ve (y— Jd ) Vi bolen asal ideal olsun. O
zaman, y++/d ep ve y—+/d ep ve dolayisiyla 2y € p olur. Su halde (x)* ideali-

nin asal ideallerin ¢arpimu seklinde yazilis1 geregi p‘(Z y) ve p|(X) olmalidir.

Norm almak suretiyle, N(p)‘N(Zy):4y2 ve N(p)‘N(x)zx2 olur. x tek
oldugundan N (p) tektir. Buradan N(p)‘yz, N(p)‘x2 ve p# (1) oldugundan bu du-
rumda N (p) #1 ve X,y nin ortak asal carpani vardir. Bu ise bastaki tespitimizle ¢e-

lisir. Boylece (y + Jd ) ve(y-— Jd ) idealleri aralarinda asaldir.

Teorem 2.2.3 e gore (3.2.5.1) denklemi
(y++/d) =A° Acl(R)
sekline doniisiir. SU halde , A® esas idealdir. Ayrica 3|hk oldugundan Onerme 2.2.2
(b) geregi A esas idealdir. O halde; A =(a+byd) ve (y++/d ):((a+b\/d_ )3) ola-
cak bicimde (a,b) e€7? vardir. Fakat biitiin say1 cisimleri ig¢in (a, ,B) e sz

() =(P) & Je R olmak lizere a=¢f esitliginin gerceklenmesidir. Burada 6zel

olarak Teorem 3.1.4 i gbz oniine alarak
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y+\/5:i(a+b\/5)3
elde edilir. Bu da
y =+a(a’ +3db®)
1=:b(3a% + db?)

olmasini gerektirir ki, agik olarak b=+1, d =+1—-3a* vey = ia(a2 + 3d) bulunur.

Ana denklemde yerine yazarsak
x* =a’® +6a’d +9a°d* —d (3.2.5.2)

veya (d +3a’ )2 =1 esitligini agip d ile carptiktan sonra d yi ¢ekerek buldugumuz

d =d®+6a°d” +9a'd degerini (3.2.5.2) denkleminde yazarsak
x> =a® —3a*d +3a*d* —d® sonug olarak da x =a® —d elde edilir ki, ispat biter
(Duverney 1998) .
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4. TERAI TAHMINI VE GENELLESTIRILMESI

L. Jesmanowicz (1956), 5" +12¥=13°, 7*+24Y =25°, 9*+40’ =41°,
11 +60% =61* denklemlerinin tek pozitif tamsay1 ¢éziimlerinin (X, y, z) = (2, 2, 2) ile
verildigini ispatlad: ve eger a, b, ¢ Pisagor iicliisii, yani a®+b? =c* denklemini sagla-
yan pozitif tamsayilar ise, 0 zaman a* +b” =c” denkleminin tek ¢oziimiiniin (X, Y, z) =
(2, 2, 2) oldugunu Tahmine etti. Jesmanowicz’in Tahmininii kaynak arastirmasinda da

bahsettigimiz gibi Nobuhiro Terai asagidaki gibi ele aldi.

Tahmin 4.1. Eger ebob (a,b,c)=1 ve acift, a* +b* =c” ise
x*+b" =c" 4.1)

denkleminin tek pozitif tamsay1 ¢éziimleri (x,m,n) = (a, 2, 2) dir.

Nobuhiro Terai, 1993 yilindaki ¢alismasinda yukaridaki Tahminin kosullari
saglayan b ve ¢ tamsayilari, g°+1=2p esitligini gercekleyen, p ve q asallar1 olmak
iizere X*+q" = p" denkleminin (p-1, 2, 2) den baska (x, m, n) pozitif tamsay1 ¢ozii-
miiniin olup olmadigini arastirarak bazi yeni sonuglar verdi. Bizde tezimizin bu bolii-
miinde Ax*+B™ =y" genel denkleminden A=1 igin elde edilen x*+B™ =y" denk-

leminin oncelikle verilen B ve y tamsayilari i¢in ¢oziimlerini i¢eren bir Tahmin verdik.

Daha sonra da Tahminimizdeki kosullar1 saglayan B ve y tamsayilarinin sirasiyla p ve
q gibi g° +1=2p® kosulunu gercekleyen tek asallar olduklarim diisiinerek elde etti-
gimiz x*+q" = p" Diophantine denkleminin ¢dziimlerinin bulunmasi iizerinde ¢alis-
tik. Simdi ¢alismamizin temeli olan X°+B"™ =Y" denklemini gbz Oniine alarak

Tahminimiizi verelim.
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Tahmin 4.2. Eger ebob (a, B, y) =1, 2|a ve (a, B, y2) bir pisagor {i¢liisii olmak iize-
re a®+B*=y" ise,
X’ +B"=y" (4.2)

Diophantine denkleminin tek pozitif tamsay1 ¢oziimii (X, m, n) = (a, 2, 4) diir.

Calismamiz boyunca; Tahmin 4.2 deki kosullar1 saglayan B ve y tamsayilari,
0° +1=2p” esitligini gercekleyen, p ve q asallari olmak iizere,

2 m

X" +q

n

=p
Diophantine denkleminin (( p? —1),2,4) den baska (X, m, n)pozitif tamsay1 ¢Ozimii-

niin olup olmadigini arastirarak ilgili sonuglarimizi verecegiz.

Teorem 4.1. d, Q(H ) cisminin ideal siif grubunda, (p) idealinin asal bdleninin
mertebesi olmak iizere, p ve q asallari,

(i) g*+1=2p°

(ii) eger q=1 veya 3 (mod 4) ise d=1 veya gift

sartlarin1 saglayacak sekilde olsun, o zaman

2 m

x*+q" =p" 4.3

denkleminin tek pozitif tamsay1 ¢oziimii (x,m,n)= (( p’ —1) .2, 4) olur.

Teoremin ispatint yapmak i¢in a) n ¢ift b) m ve n tek olmasi durumlarini ve

en genel olarak da m ¢ift ve n=2k ¢ift (k tek) durumunu inceleyecegiz.

a) n nin cift olmas: durumunda X*+q™ = p" denklemini inceleyelim ve bu-

nunla ilgili bir nerme verelim.
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Onerme 4.1. pveq, q° +1=2p?esitligini gercekleyen tek asallar olsun. Eger n ¢ift ise,

2 m

X° +(Q

n

=P

denkleminin tek pozitif tamsay1 ¢oziimii (x,m,n)= (( p’ —1) ,2, 4) diir.
Ispat. n=2k olsun. Eger

denkleminde n=2k yazarsak, 0 zaman;
qm — p2k _ X2
q" =(p*=x)(p*+x)
elde ederiz. Asal garpanlara ayrilisin tekliginden (pk —x, p* +x) =1 olup, g nun tek

asal oldugunu da goz Oniine alarak ;

q"=p“+x,
1=p“-x
ve boylece
q" +1=2p" (4.4)

denklemini elde ederiz.

Simdi m nin ¢ift oldugunu gostermeliyiz. > +1=2p® esitliginden q° =-1
(mod p) ve boylece p modiiline gore g nun mertebesi 4 diir. (4.4) denkleminden
q"=-1 (mod p) oldugunu sdyleyebiliriz. Bu iki kongriianshg dikkate alirsak
g°™ =1 (mod p) yi elde ederiz. Boylece 2m=0(mod 4) olur ki, bu da m nin ¢ift ol-
masini gerektirir.

Eger k >3 ise, 0 zaman Lemma 3.2.2.3 ve Lemma 3.2.2.4 e dayanarak (4.4)
denkleminin ¢6ziimiiniin olmadigini sdyleyebiliriz.

Eger k=2 veya 1 ise, (4.4) denklemini ve q°+1=2p” esitligini dikkate alarak
q" +1=2p° =q° +1 elde edilir. Yani m=2 bulunur ki, bu durumda (4.4) denkleminin

tek tamsay1 ¢ozlimiiniin (M, K) = (2, 2) oldugunu soyleyebiliriz.
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b) ikinci olarak x*+q™ = p" denkleminde m ve n nin tek olmasi durumunu
inceleyelim. Bu durumu kendi iginde ikiye ayiracagiz. Oncelikle =1 (mod 4) olmas1

durumuna kisitlanacagiz. Daha sonra da q =3 (mod 4) durumunu inceleyecegiz.

Onerme 4.2. q=1 (mod 4) icin, p ve q farkli asallar ve m = 1 oldugunu varsayalim.

Bu durumda;

X +g=p" (4.5)
denkleminin (x, n) pozitif tamsay1 ¢éziimlerinin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter
sart d; Q(ﬁ ) nin ideal smif grubunda (p) idealinin bir asal bdleninin mertebesi
olmak iizere p® —q nun bir kare olmasidir (Terai 1993).

Onerme 4.2 yi de dikkate alarak Tahminimiizle ilgili olarak bir sonug verelim.

Sonug 4.1. d, Onerme 4.2 de belirtildigi gibi ayrica p ve q asagidaki
(i) g*+1=2p°
(ii) g=1(mod4)ve p=1(mod 4)
(iii) d=1veyaqift
kosullarini saglayan farkli asallar olmak tizere
X’ +q=p"

denkleminin (x, n) pozitif tamsay1 ¢6ziimii yoktur.

Ispat. Onerme 4.2 den, 6ncelikle pd —( nin bir kare olmadigin1 gostermemiz gerekti-
gini soyleyebiliriz.
Simdi tam aksine, bazi ¢ tamsayilar i¢in p® —q nun bir kare yani p® —q=¢c?

oldugunu varsayalim. Oncelikle d = 1 olmas1 durumunu inceleyelim. Bu durumda;
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p=c’+q = p°=(c +q)2
p? =c* +2c*q+q°
2p® =2¢* +4c*q+29°
olur. Kabuliimiize gore ° +1=2p* oldugundan,
2p® =2¢" +4c’q+29° =g +1
2¢* +4c’q+q° =1
elde edilir ki bu sonug¢ denklemin ¢éziimiiniin bulunmadigini gosterir.
d = 2 olmasi1 durumunda ise;
p>=c’+q=2c®+2q=2p°
olur. Yine kabuliimiize gére burada °+1=2p* oldugunu kullanarak,
2 +2q=2p*=q°+1
2c+20=0"+1
2¢°=q°-2q+1
2¢ =(q —1)2

elde edilir ki, bylece p* —q nin bir kare olmadigi ve Onerme 4.2. den x> +q=p"

denkleminin higbir pozitif tamsay1 ¢oziimiiniin bulunmadigi agiktir.

Simdi m#1 tek pozitif tamsay1 oldugunu varsayalim. Daha 6nceki yillarda m

2k+1 _ \,n

nin tek tamsay! olmasi durumunda X°+(Q y" denkleminin ¢oziimleriyle ilgili

verilen bir teoremi ifade edelim ve ardindan bir lemma verelim.

Teorem 4.2. ¢ bir tek asal, q#7(mod8) igin, N> 5 , 3 iin bir kat1 olmayan tek tamsay1
ve h da, Q(,\/—q) cisminin sinif sayisi olsun. O zaman, ebob (n, h) =1 olmak tizere,

X2+q2k+l — yn
denkleminin (g, n, k, x, y) ile gosterilen tam iki ¢oziim ailesi (g, n, k, X, y) =

(19,5,0,22434,55) = (341,5,0,2759646,377) bicimindedir (Arif ve Abu Muriefah 2002).
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Lemma 4.1. p ve q, Sonug 4.1 de verilen asallar olsun. k sabit bir tamsay1, n>3 ve
tek oldugunu varsayalim. Eger;

X2 + q2k+1 —

n

P

denkleminin (x, n) pozitif tamsay1 ¢6zliimii varsa,

2 2k-1 n

X +0% " =p

denkleminin de (x, n) pozitif tamsay1 ¢dzlimii vardir.
Ispat. Bu Lemmanm ispat: N. Terai’nin (1993) makalesindekine benzer sekilde yapilir.

Biz bu ana kadar g =1 (mod 4) olmasi durumuna kisitlanmigtik. Simdi m ve n
nin tek olmasi durumunda g =3 (mod 4) oldugunu kabul edelim. Daha 6nceki yillarda

R. Alter ve K. Kubato’nun m = 1 olmasi durumu igin verdigi bir sonucu ifade edelim.

Onerme 4.3. D, 3 den farkli D =3(mod 4) sartim1 saglayan pozitif bir kare garpansiz

tamsayl, p D yi bélmeyen bir tek asal ve d, @(»\J—D) kuadratik cisminin smnif gru-
bunda (p) nin asal ideal bélenlerinin bir mertebesi olsun.

x>0, n=0icin X*+D=p" denkleminin tamsayilarda ¢ozlimiiniin olmasi

icin gerek ve yeter kosulu (2) =1 ve asagidaki sartlardan birinin saglamasidir.
P

(i)  4p"-D birkareve 3p°-D=7%2,

(ii)  p’—D bir kare (Alter & Kubato 1973).
Simdi bu 6zellige bagli olarak m = 1 durumu i¢in bir sonug verelim.

Sonug 4.2. d, @(,\/—q) nun ideal simif grubunda (p) idealinin bir asal béleninin

mertebesi, ayrica pve(q,
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(i) g*+1=2p°
(i) g=3 (mod4), p=1(mod 4)
(iii) d=1 veyacift
kosullar1 gergekleyen asallar olsun. O zaman
X’ +q=p"

denkleminin pozitif tamsayilarda hi¢bir ¢oziimii yoktur.

Ispat. ilk olarak Onerme 4.3 dekKi (i) durumunu diisiinelim ve bazi a tamsayilari igin
4p® —q=a’ oldugunu varsayalim.

a’+

Egerd =1ise 4p° =a*+q esitliginden p = q Ui elde ederiz. Boylece,

2 2
2(8. :q] :q2+1:2p2

4 2 2
R i

a*+q°+2a’q=8q9°+8
a'-8=7q9° -2a’q
elde edilir ki, bu sonu¢ denklemin ¢6ziimiiniin bulunmadigini gosterir.

2

Eger d = 2 ise, boylece 4p° —q=a” den 2p’ :a_2+q ve
a’+q_ 2
=q°+1=2p
2
a’=2q*-q+2

elde edilir ki, denklemin yine ¢6ziimii yoktur.
Simdi (i) durumu icin 3p® —q=F2 oldugunu varsayalim. Eger d = 1 ise

F2+(

3p—q==2ise p= elde ederiz.
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F2+q i 2 2
2 3 =q°+1=2p

8+20°¥809=9q9*+9
0=7q9"F8q+1

bulunur ki, bu durumda denklemin ¢6ziimiiniin bulunmadig agiktir.

Simdi d = 2 olmast durumunu g6z Sniine alalm. Eger d = 2 ise 3p° —q=7F2

F2+

g olur ve boylece

2($2+qj:q2+1:2p2
3
F4+20=30"+3
-3+4=39°-2q

esitliginden p® =

elde edilir ki, bu da denklemin ¢6ziimiiniin olmadigini gosterir.

Onerme 4.3 deki (ii) durumun ispat1 daha 6nce Sonug 4.1 de yapildigini belir-

telim. g =3 (mod 4) i¢in diisiiniirsek bu ispat1 ¢dzlimiiniin olmayacagi agiktir.

Simdi m=#1 tek pozitif tamsay1 oldugunu varsayalim.

Lemma 4.2. p ve g, Sonug 4.2 de verilen asallar olsun. r nin sabit bir tamsay1, n>3

ve tek bir tamsay1 oldugunu varsayalim. Eger
X2 +q2r+l — pn (46)

denkleminin (x,n) pozitif tamsay1 ¢oziimii varsa,

2 2r-1 n

X*+q" =p

denkleminin de (x,n) pozitif tamsay1 ¢dziimii vardir.

Ispat. (4.6) denklemi @(a/—q) cisminin R, tamsayilarinin halkasinda asagidaki se-

kilde carpanlarina ayrilabilir.

(x+a'y=a)(x-a'y=a)=p" 4.7)
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Quadratik cisim teorisinden p ve p’ eslenik idealler olmak iizere (—q/p)=1 ve

(p)=pp' olur. Boylece

(x+a'y=a)(x-a"y=a)=p"p"
elde ederiz. Sol taraftaki carpanlar aralarinda asal, yani
ebob((x+qrﬁ),(x—q'ﬁ)):l oldugundan, (x+qrﬁ)=p” veya
(x +q" ﬁ ) =p" olur. Ilk durumun gergeklendigini varsayalim. Buradan p" bir esas

ideal ve boylece d, R, nin siif grubunda (p) nin mertebesi oldugundan bazi t ler i¢in

n = dt olur ve tanimdan a ve b, b >0 olacak sekilde tamsayilar olmak {izere

d ( a+b, /—q J
p=—7
2
elde edilir. Boylece

wwzy{%jt 49)

2 2

b"q

a . .
bulunur. p® = olmak tizere (4.8) denkleminde sanal kisimlari esitlersek

r $b < t -2 j- j
q =—t'2(21+1j a”t(-bfa) (4-9)
elde edilir.

a=0 (mod gq) dan a nin ¢ift oldugunu soyleyebiliriz. Béylece sonugta

. a’+b’q 5 .
= oldugundan b de ¢ift olur. O halde a=2A ve b=2B yazarsak

p’ = A’ + B°q olur. Bu durumda (4.9) denkleminden
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j=0

. __ET t t2j1 (o)l
q =+ t z(2j+lj(2A) ( q4B )
t-1

2t—2j—1+1+2j 2 t 2j ) j
"= B——«— A (-qB
T ,Z;'LZHJ (-o#)

r — & t -2~ i
q =+B (2j+1jAt 2]1(_q82)

elde edilir.

Eger C =71 ise 0 zaman B =%q" olur. Boylece (4.8) denkleminden,

t
<x+qr4/—q)=¢(A+qr«/—q) (4.10)
esitligini elde ederiz.
Bu denklemi saglayan yegane t nin 1 oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin

n>1 olmak iizere {un} ve {Vn} rasyonel tamsayilariin

(A+qr\/¥)n =u, +vnﬁ

seklinde olusturulan dizisini tanimlayalim. {Vn} dizisi asagidaki 6zelliklere sahiptir.
n>1 i¢in;
Vl = qr V2 = 2Aqr Vi = 2Avn+l - pdvn Vi |Vn

n

Burada V, =v, /v, yazarsak o zaman,

V1 21, V2 =V =2A=a=0 (mOd 4)! Vn+2 :Wn+l_ pdV”

elde edilir. Simdi buldugumuz bu V, dizisini teoremimizin ispatinda 6nemli bir arag

olan agagidaki lemmada kullanalim.

Lemma 4.3. Eger n>3 tek, 2°|V,2"|n-1 p=2'-1 (mod 2"") ve 2s—2>1 ise 0
zaman V, =1+2"" (mod 2*') olur. Ozel olarak eger 2(3—1)2| ise n > 1 igin

V, #F1 dir (Terai 1993).
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Artik V=0 (mod 4) ve p=1 (mod 4) oldugundan s>2 ve /=1 elde ederiz ki,
boylece Z(S —1) > ¢ olup Lemma 4.3 den n>1 igin V, # F1 oldugu goriiliir.

Bu durumda (4.10) denklemini saglayan yegane t degerinin 1 oldugu goriiliir.
n=dt oldugundan, n=d elde ederiz ki bu n nin n>3 ve tek olusu d=1 veya ¢ift olusu
ile gelisir. Bu da bize C =1 i verir.

Eger C=F1 ise C=0 (mod ) olur. Boylece C=ta"™" (mod q) ve a#0
(mod q) oldugundan t=0 (mod q) olup buradan t=gc bigiminde yazilir. Boylece
(4.10) denkleminden

(x+q'ﬁ)=$(u +vﬁ)q (4.11)

ve sonugta bazi u,v,w tamsayilari i¢in

r

q" =Fqv(u™ +qw)
bulunur. u =0 (mod q) oldugundan q" =Fqv ve bdylece v=Fq"" olur. Buradan

(4.6) ve (4.11) yardimiyla

dt

(uz +q2r,1)q .~ +q2r+1 =p"=p* = pqdc

elde edilir ki, bu da bize x*+g°™" = p® olmasim gerektirir. Bu da Lemma 4.2 nin

ispatin1 tamamlar.

Sonug 4.3. p ve q asallar1 Sonug 4.1 ve Sonug 4.2 deki gibi asallar olsun. Eger m tek

ise X*+0"™ = p" denkleminin hi¢ (X, m, n) pozitif tamsay1 ¢6ziimii yoktur.

Tahmin 4.2 de (a,B,yz) sirali iigliislinlin bir Pisagor ii¢liisii oldugunu ve
Pisagor iicliilerinin  ebob (a,B,y*)=1ve 2[a ozelliklerini gergekledigini dikkate

alarak a’®+B? = y* denklemini y® =Y olmak iizere a* + B> =Y? seklinde yazabile-
cegimizi sdyleyebiliriz. O halde

n

X*+B" =y
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denklemimiz y*> =Y ve n =2k olmak iizere
X2 + Bm — y2k =Yk
sekline doniisiir. Burada n nin ¢ift olacag aciktir. O halde son olarak

x> +B™ =Y* denkleminde, m nin ¢ift ve k nin k >1 ve tek olmasi durumunu incele-

yelim. B =1 veya 3 (mod 4) olsun. Biz, A. Dujella ve Z. Franusic’den (2007) d =-1 in
d =3 (mod 4) bigiminde VeZ[\/a ] halkasinda iki karenin farki seklinde temsil edilebi-

len yegane negatif tamsay1 oldugunu biliyoruz. Buna gore, B =1 veya 3 (mod 4) duru-

munu gozoniine alabiliriz.

Onerme 4.4. r ve s; ebob (r, s) =1, r > s ve biri tek olan pozitif tamsayilar1 igin
B=r*+s"—6r’s®> ve Y = (r2 +5° )2 oldugunu varsayalim. Eger m ¢ift ve k >1 ve tek
ise,
2 m k
X +B" =Y (4.12)

denkleminin higbir pozitif (x, m, k) tamsay1 ¢6ziimii yoktur.

Ispat. Eger m = 2t ise 0 zaman (4.12) denkleminden,

(x+B') (x—Bti):(er—(r2 —sz)i)k (2rs+(r2 —sz)i)

elde ederiz. Asal garpanlara ayriligin tekliginden,

k

(x+BY, x=B'i)=1, (2rs—(r*—s)i) ve (2rs+(r*—s°)i), agik olarak Q(i) cis-
minde asal ideal olduklarndan, & =F1,7i olmak iizere

e(x+Bli) = (2rs + (r? —s?)i) (4.13)
elde ederiz.

Simdi (4.13) denkleminin ve dolayisiyla (4.12) denkleminin tek k lar i¢in im-

kansiz oldugunu gosterecegiz. 7, B nin bir rasyonel asal boleni olsun. Artitk B yi
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B=r"+s"—6r’s’
B=(r’ —32)2 —(2rs)’
B=(r®—s*—2rs)(r’ —s* +2rs)
B=a’-b?
seklinde yazabildigimizden ﬂ‘az —b? yani z|a+b veya z|a—b olur. Bu ise
7r‘r2 —s*—2rs veya 7[‘!’2 —s?+2rs olmasmi yani sirastyla r’ —s>=2rs (modr)

veya r’ —s?>=-2rs (mod ) olmasini gerektirir. ilk durumun gerceklendigini varsa-
yalim. (4.13) denkleminden

ex=(2rs+ 2rsi)k (mod )

EX = (2rs)k (1+ i)k (mod )

k-1

elde edilir. Tek k lar igin (1+i)k =(2i)2 (1+i) oldugunu belirtelim. Ayrica 7, 4rs

yi bolmediginden, kongriianslhigin sag tarafi sadece reel veya sadece sanal kisimlardan
olusamaz. Boylece (4.13) ve dolayisiyla (4.12) denklemlerinin tek k lar i¢in saglanma-
s1 imkansizdir. Ikinci durumda benzer sekilde gergeklenir. Bu da Onerme 4.4 iin ispa-

tin1 tamamlar.

Boylece, bu boliimiin basinda verdigimiz Teorem 4.1 in ispatin1 tamamlamig

olduk. Simdi bu ispat1 yaparken dikkatimizi ¢eken bir noktay1 belirtelim.

Not 4.1. p ve q farkl asallar olmak iizere, q°+1=2p” olmasin p=1 (mod 4) ol-

masini gerektirdigine dikkat ¢ekmeliyiz.

Not 4.2. Biz Tahmin 4.2 deki B<20.000 ve y<157.000 degerlerine kadar olan

B? +1=2y” esitligini saglayan bes drnek bularak bunlari asagida verdik. Bu durum-

larda Tahmin 4.2 nin saglandigini gosterdik. *

*Excel tablosuyla yapilan inceleme 400 sayfa oldugundan sadece bu B +1= 2y2 esitligini saglayan 6rneklerin oldugu

sayfalar asagiya eklenmistir.



B B’ (B%+1)/2 ,/(BZ a2y
2 4 2,5 1,58113883
3 9 5 2,236067977
4 16 8,5 2,915475947
5 25 13 3,605551275
6 36 18,5 4,301162634
7 a9 25 5

8 64 32,5 5,700877125
9 81 4 6,403124237
10 100 50,5 7,106335202
11 121 61 7,810249676
12 144 72,5 8,514693183
13 169 85 9,219544457
14 196 98,5 9,924716621
15 225 113 10,63014581
16 256 1285 11,33578405
17 289 145 12,04159458
18 324 162,5 12,74754878
19 361 181 13,45362405
20 400 200,5 14,15980226
21 441 221 14,86606875
22 484 242,5 15,5724115
23 529 265 16,2788206
24 576 288,5 16,98528775
25 625 313 17,69180601
26 676 3385 18,39836949
27 729 365 19,10497317
28 784 392,5 19,81161276
29 841 421 20,51828453
30 900 450,5 21,22498528
31 961 481 21,9317122
32 1024 512,5 22,63846285
33 1089 545 23,34523506
34 1156 578,5 24,05202694
35 1225 613 24,75883681
36 1296 648,5 25,46566316
37 1369 685 26,17250466
38 1444 722,5 26,87936011
39 1521 761 27,58622845
40 1600 800,5 28,2931087
a1 1681 841 29

42 1764 882,5 29,70690156
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200 40000 20000,5 141,423124
201 40401 20201 142,130222
202 40804 20402,5 142,8373201
203 41209 20605 143,5444182
204 41616 20808,5 144,2515165
205 42025 21013 144,9586148
206 42436 21218,5 145,6657132
207 42849 21425 146,3728117
208 43264 21632,5 147,0799103
209 43681 21841 147,7870089
210 44100 22050,5 148,4941076
211 44521 22261 149,2012064
212 44944 22472,5 149,9083053
213 45369 22685 150,6154043
214 45796 22898,5 151,3225033
215 46225 23113 152,0296024
216 46656 23328,5 152,7367015
217 47089 23545 153,4438008
218 47524 23762,5 154,1509001
219 47961 23981 154,8579995
220 48400 24200,5 155,5650989
221 48841 24421 156,2721984
222 49284 24642,5 156,979298
223 49729 24865 157,6863976
224 50176 25088,5 158,3934973
225 50625 25313 159,1005971
226 51076 25538,5 159,8076969
227 51529 25765 160,5147968
228 51984 25992,5 161,2218968
229 52441 26221 161,9289968
230 52900 26450,5 162,6360969
231 53361 26681 163,343197
232 53824 26912,5 164,0502972
233 54289 27145 164,7573974
234 54756 27378,5 165,4644977
235 55225 27613 166,1715981
236 55696 27848,5 166,8786985
237 56169 28085 167,5857989
238 56644 28322,5 168,2928994
239 57121 28561 169

240 57600 28800,5 169,7071006

60



1360 1849600 924800,5 961,6654824
1361 1852321 926161 962,372589
1362 1855044 927522,5 963,0796956
1363 1857769 928885 963,7868022
1364 1860496 930248,5 964,4939087
1365 1863225 931613 965,2010153
1366 1865956 932978,5 965,9081219
1367 1868689 934345 966,6152285
1368 1871424 935712,5 967,3223351
1369 1874161 937081 968,0294417
1370 1876900 938450,5 968,7365483
1371 1879641 939821 969,4436549
1372 1882384 941192,5 970,1507615
1373 1885129 942565 970,8578681
1374 1887876 943938,5 971,5649747
1375 1890625 945313 972,2720813
1376 1893376 946688,5 972,9791879
1377 1896129 948065 973,6862945
1378 1898884 949442,5 974,393401
1379 1901641 950821 975,1005076
1380 1904400 952200,5 975,8076142
1381 1907161 953581 976,5147208
1382 1909924 954962,5 977,2218274
1383 1912689 956345 977,928934
1384 1915456 957728,5 978,6360406
1385 1918225 959113 979,3431472
1386 1920996 960498,5 980,0502538
1387 1923769 961885 980,7573604
1388 1926544 963272,5 981,464467
1389 1929321 964661 982,1715736
1390 1932100 966050,5 982,8786802
1391 1934881 967441 983,5857868
1392 1937664 968832,5 984,2928934
1393 1940449 970225 985

1394 1943236 971618,5 985,7071066
1395 1946025 973013 986,4142132
1396 1948816 974408,5 987,1213198
1397 1951609 975805 987,8284264
1398 1954404 977202,5 988,535533
1399 1957201 978601 989,2426396
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8101 65626201 32813101 5728,272078
8102 65642404 32821202,5 5728,979185
8103 65658609 32829305 5729,686292
8104 65674816 32837408,5 5730,393398
8105 65691025 32845513 5731,100505
8106 65707236 32853618,5 5731,807612
8107 65723449 32861725 5732,514719
8108 65739664 32869832,5 5733,221825
8109 65755881 32877941 5733,928932
8110 65772100 32886050,5 5734,636039
8111 65788321 32894161 5735,343146
8112 65804544 32902272,5 5736,050253
8113 65820769 32910385 5736,757359
8114 65836996 32918498,5 5737,464466
8115 65853225 32926613 5738,171573
8116 65869456 32934728,5 5738,87868
8117 65885689 32942845 5739,585786
8118 65901924 32950962,5 5740,292893
8119 65918161 32959081 5741

8120 65934400 32967200,5 5741,707107
8121 65950641 32975321 5742,414214
8122 65966884 32983442,5 5743,12132
8123 65983129 32991565 5743,828427
8124 65999376 32999688,5 5744,535534
8125 66015625 33007813 5745,242641
8126 66031876 33015938,5 5745,949747
8127 66048129 33024065 5746,656854
8128 66064384 33032192,5 5747,363961
8129 66080641 33040321 5748,071068
8130 66096900 33048450,5 5748,778175
8131 66113161 33056581 5749,485281
8132 66129424 33064712,5 5750,192388
8133 66145689 33072845 5750,899495
8134 66161956 33080978,5 5751,606602
8135 66178225 33089113 5752,313708
8136 66194496 33097248,5 5753,020815
8137 66210769 33105385 5753,727922
8138 66227044 33113522,5 5754,435029
8139 66243321 33121661 5755,142136
8140 66259600 33129800,5 5755,849242
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Ornekler 4.1.
(@) x*+7"=5" (b) x*+41" =29"
(c) x*+239™ =169" (d) x*+1393" =985"

(e) x*+8119™ =5741"
denklemlerinin pozitif tamsay1 ¢oziimleri sirasiyla (24,2,4), (840,2,4), (28560,2,4),
(970224,2,4), (32959080,2,4) dir. Simdi bunlarin nasil gergeklendigini gérelim.

(@), (b) x*+7™=5" ve x*+41"=29" denklemleri Teorem 4.1 i sagladigin-

dan nve mnin degerleri teoreme bagli olarak dogrudan s6ylenebilir.
(c) x*+239™ =169" denklemini (mod 4) e gore diisiinecek olursak m ¢ift olur.

O halde x*+239™ =13*" denkleminden 2.13"=239" +1 elde edilir ki, Lemma
3.2.2.3 den bu denklemin tek ¢éziimiiniin N=4 ve m=2 oldugunu soyleyebiliriz.

(e) x*+8119™ =5741" denklemini (mod 3) ve (mod 4) e gore diisiinecek olur-
sak m ve n nin cift oldugu aciktir. O halde x?+8119™ =5741% denkleminden
2.5741 =8119™ +1 olur ki Lemma 3.2.2.3 ve Lemma 3.2.2.4 e dayanarak bu denk-

lemin tek ¢6ziimiiniin kK =2 ve m=2 oldugunu sdyleyebiliriz.

Not 4.3. Biitiin 6rneklerin Tahmin 4.2 yi sagladigint sdylemeliyiz. Teorem 4.1 i sag-
layan, p ve q asallarini igeren 6rneklerin sadece (a) ve (b) de mevcut oldugunu belirt-

meliyiz.

Baylece biz m ve n nin ¢ift olmas: durumunda , X*+q"™ = p" denkleminin

tamsay1 ¢ozlimleri i¢in bir genellestirmeyi asagidaki gibi yapabiliriz.

Sonu¢ 45. x*+q" = p" Diophantine denkleminde B=q=3 veya 1 (mod 4) ve
y=p=1 (mod 4) seklinde asallar olsun. Boylece k =1 disinda k ¢ift, n>1 ve
n=2k i¢in x*+q™ = p" Diophantine denkleminin (x, m, n) pozitif tamsay1 ¢éziimle-

ri;
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Eger (°+1=2p“denkleminin pozitif tamsay1 ¢oziimii varsa, X*+q" =p"
denkleminin tek (x, m, n) pozitif tamsay1 ¢dziimleri (x,m,n)z(( p* —1),2,2k) ile
verilir.

Lemma 3.2.2.3 e gore q° +1=2p* denkleminin k > 2 igin tek (q, p ,k) pozitif
tamsay1 ¢oziimiiniin (q, p ,k) = (239,13.4) oldugunu biliyoruz. Bu nedenle k > 2 igin
x> +0° = p°® denkleminin disinda higbir x*+q™ = p" denkleminin pozitif tamsay

¢Ozlimii olmadigini da belirtmeliyiz.
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5. x*+q™ = p" DIOPHANTINE DENKLEMININ UYGULAMALARI

Bu boliimde, 6nceki boliimde verdigimiz Tahmin 4.2 yi ve Terai Tahmininii

saglayan iki farklt durumu iki ayri teorem olarak verip onlarin ispatini yapacagiz.
4. Bolimde verdigimiz Tahmin 4.2 de cle alman (a,B,y*) sirali {igliisiiniin

bir Pisagor tgliisii oldugunu biliyoruz. Buna gore bu tir Pisagor tgliilerinin

ebob(a, B, y2)=1 ve 2|a ozelliklerini gercekledigini ve buna bagli olarak da

a’+B? =y* denklemimizin a® + B? :(y2 )2 seklinde yazabilecegimizden bahsetmis-
tik.
Teoremlerimizi ispatlayabilmek icin bazi lemmalara ihtiyacimiz vardir. Once-

likle onlar1 verelim.

Lemma 5.1. y*=Y olmak iizere a’+ B? :(yz)2 =Y? Diophantine denkleminin

ebob (u,v) =1, u>v, biri tek digeri ¢ift olmak {izere, pozitif tamsay1 ¢oziimleri;
a:4uv(u2—v2), B:(u2_v2)2_(2uv)2’ y =u? +V?
olup, s>t>0, (s,t)=1ve s =t (mod 2) i¢in,

a = 2st, B=s”-t7, Y =y? =5 +t°

ile verilir.

Not5.1. y=5 (mod8) olmasin y* =Y =1(mod8) olmasin gerektirdigini belirte-

lim.

Lemma5.2. Eger Y =1 (mod 8) ise (*/,,) Jacobi Sembolii olmak iizere
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olur.
Ispat. y? =Y olmasi ve Jacobi Semboliiniin 6zelliklerinden agiktir.

Not 5.2. (4.2) denklemimiz n=2k, k €Z olmak iizere;
X2 +Bm =(y2)k EYk
sekline donisiir. Bu sartlar altinda k nin tek olamayacagini 4. Boliimde gosterdik.

k>1 ve ¢ift olmak iizere n=2k oldugundan n nin her zaman ¢ift olmas1 gerekmektedir.
Fadwa S. Abu Muriefah ve S. A. Arifin (2001), makalelerinden

“x* +b™ =q" denkleminin m=2t icin m ¢ift t tek oldugundaki tek ¢6ziimiiniin n=4

olmasi durumunda miimkiindiir.” teoremine dayanarak m ve n nin her ikisinide ¢ift ve

2|m ve 4| olmast gerektigini soyleyebiliriz.

Teorem 5.1. Eger B bir asalin kuvveti ve y =5 (mod 8) dolayisiyla y> =Y =1(mod 8)

ise 0 zaman Terai Tahmini saglanir.

Ispat. (x, m, n) ¢coziimiiniin (4.2) denkleminin ¢dziimii oldugunu varsayalim. Not 5.2.

den m ve n nin ¢ift oldugunu biliyoruz. m, ve n, pozitif tamsayilar olmak iizere

m=2m,, n=4n, yazalim. O halde (4.2) denklemi
X? +B*™ =y (5.1)
veya ebob (a, B, y2):1 , 2|a ve y* =Y oldugundan,

X% + B2 =Y 2" (5.2)

sekline gelir.
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Lemma5.1. den s>t >0, ebob (s,t)=1ve s =t (mod 2) olmak iizere
X = 2st, B™ =s* —t?, Yt =8 +t? (5.3)

oldugunu biliyoruz. (5.3) den B™ =s”—t* idi. B bir asalin kuvveti oldugundan

ebob (s—t,s+t)=1 olur. Bdylece
s—-t=1 s+t=B™ (5.4)
olur ki, buradan s ve t yi ¢dzersek
B™+1 B™ -1
S= y t:
2 2

elde edilir. (5.3) den Y™ =s” +t* oldugunu biliyoruz. s ve t degerlerini yerlerine ya-

zarsak, Y > B >1 olmak lizere
oY =B 41 (5.5)
elde edilir.

Eger n =2 ise Lemma 3.2.2.2 den (5.5) denklemi bize m =2°, e>0 1 verir.

Burada iki durumu inceleyecegiz.

e =0 olursa 2Y? = B +1 elde edilir. Y>B oldugundan bu bir ¢eliskidir.

4
m
e>0 olursa; (5.5) denklemi bize Y>B>1 olmak iizere 2Y° =[B 2 J +1 i verir

Ki, tek ¢coziimii Y = B =1 oldugundan imkansizdir (Mordell 1969).

Eger n, >2 ise genelligi kaybetmeden 4|n1 veya Y bir tek olmak tizere Y |nl
oldugunu varsayabiliriz. Lemma 3.2.2.4 den Y |n1 olmasi durumunda (5.5) denklemi-
nin ¢éziimiiniin olmasi imkansizdir.

4|n, ise, (5.5) denkleminden 2Y* =B’™ +1 elde edilir ki, Lemma 3.2.2.3 den
bu denklemin tek pozitif tamsay1 ¢oziimiiniin (B,Y , ml) = (239,13, 1) oldugunu biliyo-
ruz. Fakat bu da Y>B>1 kabuliimiizle celisir.

Eger n, =1 ise (5.5) denkleminden 2Y = B*™ +1 i elde ederiz.
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Diger taraftan B bir asalm kuvveti oldugundan; a® +B? =Y? denklemini dii-

siinecek olursak, ebob (a,B,Y)=1 ve 2|a olup biz bu denklemi

Y-a=1
Y +a=B?

seklinde yazabiliriz. Taraf tarafa isleme tabi tutarsak 2Y =B?+1 elde ederiz.

2Y =B®™ +1=B?+1 olup m =1 bulunur ki, bu da ispati1 tamamlar.

Sonug 5.1. Buldugumuz m =1 ve n =1 degerlerini (5.2) ve (5.1) denklemlerinde

yerine yazarsak (5.2) denklemi bize az 6nce ispatin1 yaptigimiz gibi Terai Tahmininin,

(5.1) denklemi ise Tahmin 4.2 nin saglandigini gosterir.

Teorem 5.2. Eger y =5 (mod 8) bir asalin kuvveti seklinde ise Tahmin 4.2 saglanur.

Ispat. (x, m, n) nin (4.2) denkleminin bir ¢éziimii oldugunu varsayalim. Not 5.2 den m

ve n nin ¢ift oldugunu biliyoruz. m, ve n, pozitif tamsayilar olmak tizere m=2m,,
n =2n, yazalim. O halde (4.2) denklemi bizi

X2 + B =y
denklemine gotiiriir.

Lemma 5.1 den ebob (u,v)=1 u>v, biri tek digeri ¢ift olmak iizere ve

(k,D) =1 k>I>0, k =I(mod2) icin

X = 4uv(u? —v?) = 2K, B™ :((u2 —v2)2 —(2uv)2)mz =k2-1?,

N,

y" :(u2+v2) =k%+1?,

elde edilr. ((u2 vy —(2uv)2) " =K?—I? oldugundan, A ve A, , ebob(A,A,)=1
olacak sekilde tamsayilar olmak {izere

k—I=A"™
k+1=A"
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(u2 —V? )2 —(2wv)’ = AA,
olur. Bu ilk iki esitlikten K ve | ¢oziiliirse

k _ A1m2+A2m2 I: Amz _Azmz
2 2

elde edilir.

n,

Bunlari (u2 +v2) =k? +1? esitliginde yerine yazarsak ebob(A,A,)=1 ol-

mak tizere
2(u?+v?)" = A™™ + A (5.7)

elde edilir.

Simdi, (5.7) denkleminde 2|n, oldugunu géz éniine alalim. (u2 +V2 )n2 =5
(mod 8) oldugundan A*™ +A°™ =10 (mod 16) elde edilir. Ayrica y=u®+v’=5
(mod 8) oldugundan AA, = (u2 —V? )2 —(2uv)2 =71 (mod 8) olur.

Eger 2|m, ise, B*™ +B,’™ =2 (mod 16) olur ki, bu bir geliskidir.

Eger 2|m, ise (x,y)=1 olmak iizere (5.7) denklemi bize 2z =x*+y* denkle-

mini verir ki, tek pozitif tamsayr ¢ozimi z :(u2 +V? )n2 >1 olup imkansizdir

(Mordell 1969).
(5.7) denkleminde bu defa 2|n, oldugunu géz oniine alalim. (u2 +v2)nz =1

(mod 8) oldugundan A*™+A’™ =2 (mod 16) olur ki, bu da bize

2 |m2 olmasini gerektirir.
Boylece (5.7) denkleminin 2|n2 ve 2|m2 durumunda saglandigini sdyleyebiliriz.
2|m2 olmast durumunda ya m, >1 yada m, =1 olacaktir.

Eger m, >1 ise, r tek asal ve r|m2 dir. (5.7) denkleminden;
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1] o W87
(u2+v2)nz=( _ATHA T

2 2 AiZmzlr + A22m2/r

olur. y =u? +Vv? bir asalin kuvveti oldugundan

A12m2/r n A22m2/r (A-Zmzlr)r +(A22m2/r)r

2 A12m2/r + A22m2/r

=1 veyar

dir.

2m2/r)r+(A22m2/r)r
A12m2/r +A22m2/r

Eger u® +V?, r nin bir kuvveti ise r }(A&

olur ki, buradan =1 olmas1 imkansizdir.

AiZmzlr + A22m2/r
2

1

Eger m, =1 ise, o halde n, =2 oldugunu gostermeliyiz. ebob(A,A,)

ALA >1ise;
<20 = AT AT = AT (0 ) (2w ) <

elde edilir. 2|n, oldugundan n, =2 olur. A veyaA, =1 olursa, ki bu y nin tek asal

olmast durumunda gergekleniyor.
n 2
U <2(u’+v?)" < ((u2 —v2)2 —(2uv)2) +1l<u®

olup 2|I’l2 oldugundan bu durumda da N, =2 olur. Bu da Teorem 5.2 yi ispatlar (Cenberci

ve Senay 2008).

Oneriler Literatiirden de goriilecegi gibi ikinci dereceden, iki veya daha fazla bilin-
meyenli Diophantine denklemlerinin farkli bi¢imlerinin ¢éziimlerinin bulunmasi prob-

lemi degisik yontemlerle ele alinarak incelenebilir. Ayrica g° +1=2p* kosulu degis-

tirilerek, bunun disindaki durumlarda ¢6ziimiin olup olmadigi arastirilabilir.
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