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1.GIRiS

Chebyshev polinomlar1 ilk olarak {inlii Rus matematik¢i Pafnuty Lvovich
Chebyshev (1821-1894) tarafindan tanimlanmis ve niimerik analizin etkin
matematikgilerinden olan Corneilus Lanczos tarafindan da 1930’lu yillarda sayisal
analize uygulanmaya baglanmis ve pratik hesaplamalar kolaylikla yapilmistir.
Ilerleyen yillarda bilgisayarlar teknolojisinin ve kullaniminin yayginlasmasiyla bu
gelisime ileri bir boyut kazandirilmistir. Boylece Chebyshev polinom ve serilerinin
kullanimu iizerine yapilan ¢aligmalarin sayisi hizla artmstir. Ozellikle, yaklastirma
teorisi, integral denklemlerinin yaklagik ¢oziimleri, fark denklemlerinin yaklasik
cozlimleri, interpolasyon ve 6zellikle adi ve kismi diferansiyel, integral ve integro-
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini bulmak i¢in Chebyshev polinomlari
kullanilmustir.

C. Lanczos 1938 yilinda yaptigi ¢alismada bir polinom yaklasimi ortaya
koyarak yaklastirma teorisinde ¢ok onemli bir adim atmistir. Bu yaklagimin ardindan
adi diferansiyel denklemlerin yaklasik sayisal ¢ozlimleri iizerine basta C. W.
Clenshaw (1956; 1957; 1962) ve Sezer (1985; 1989; 1996 vb.) olmak iizere pek ¢ok
matematik¢i uygulama yapmustir. Ote yandan El-Gendi (1969) dogrusal adi
diferansiyel denklemler, integral ve integro diferansiyel denklemlerin Chebyshev
polinomlariyla matris ¢oziimleri igin yeni yaklagimlar ortaya koymustur. Bu
yaklasim bilgisayar teknolojisiyle ortaya ¢ikan programlama teknikleri ile tizerinde
cok fazla calisilan bir konu haline gelmistir. Clenshaw (1957), Mason (1967), Sezer
(1996) ve diger pek ¢ok bilim adaminin integral ve integro diferansiyel denklemlerin

¢Oziimii i¢in yaptig1 calismalar Chebyshev polinomlarinin 6nemini artirmistir.



Son yillarda Denghan (2008) cesitli dogrusal kismi diferansiyel denklemlerin
sayisal ¢oOziimleri i¢in yeni Chebyshev polinom yaklagimlari uygulamaktadir.
Denghan (2009)’mm bu yaklasimlarindan en Onemlisi &telenmis Chebyshev
polinomlar ile gelistirilen Chebyshev-Tau yontemidir.

Bu tez ¢aligmasinin ikinci bolimiinde, Chebyshev polinomlarinin dort farkl
¢esidinin, 6telenmis Chebyshev polinomlarinin temel tanim ve 6zellikleri verilmis ve
tezin liglincli bolimiinde herbiri icin adi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri
lizerine bazi yaklasimlar ortaya konulmustur.

Tez calismasimin dordiincii boliimiinde, Chebyshev-Tau polinomu ile dogrusal
homojen olmayan dalga denklemine bir yaklastirma yapilmis ve elde edilen sonuglar
degerlendirilmistir.

Tezin son bolimiinde ise, yapilan tiim uygulamalara yonelik olarak sonug ve

Oneriler yer almaktadir.



2. CHEBYSHEYV POLINOMLARININ TANIMI VE BAZI OZELLIKLERI

Niimerik analizde 6nemli uygulamalar1 olan Chebyshev polinomlarinin dort farkli
tiiri bulunmaktadir. Bu bolimde Chebyshev polinomlarinin her bir tliriiniin ve
otelenmis Chebyshev polinomlarinin tanim, igerdigi rekiirans bagintilari, tiirev ve
integral kavramlari ile ilgili baz1 6zellikleri verilmistir. Ayrica bu kavramlarla ilgili

bazi teoremler ele alinmistir.

2.1. Birinci Cesit Chebyshev Polinomu

Tamm 2.1.1: n>0, xe[-1,1] olmak iizere,

T, (x) = cos(narccosx) 2.1

n

ile tanimlanan polinoma birinci ¢esit Chebyshev polinomu denir (Suli ve Mayers
2003).

Eger (2.1) de x =cos@ alinirsa
T, (x)=cos(nd) (2.2)

n

formiilii elde edilir (Mason ve Handscomb 2003).

Chebyshev polinomlar1 trigonometrik fonksiyonlar ile tanimlandigindan &
degiskeni [—7[,7;] araligindadir. Boylece x degiskeni [—1,1] araliginda tanimlanir.
Tanmm 2.1.2: x=cosf, n e Z olmak lizere

(cos@+isin@)" = cosné +isinnd (2.3)
seklinde tanimlanan ifadeye De Moivre formiilii denir ( Mason ve Hanscomb, 2003).

T (x) degerleri (2.2) den bulunabilecegi gibi (2.3) den de asagidaki gibi

bulunabilir:

i) —r<@<r igin x=cosf ve sin@=+1-x>>0 olmak iizere binom acilimi

tanimindan

(cos@+isinf)’ z(x+i\/l—x2 )n
=x" +(?Jx"li\/l —x* +(ij”2 (i\/l—x2 )2 +...+(n

n

o=y



formila elde edilir.

Buradan

n n
cosnf +isinnf = x" + (1 jx”lixll —x? +(2jx”2 (x2 —1)+

+(”](x2—1y 2.4)
n
formiiliine ulasilir. (2.4) diizenlenerek
_n n n-=2 2 n n—4 2 2
cosnf = x +(2jx (x —l)+(4]x (x —l) +... (2.5)
ve
n n 3
sinnez(l}c"]\/l—xz +(3]x"3( l—xz) +... (2.6)
bagintilar elde edilir. Bu bagintilar kullanilarak
n
_ — | T2 (52 "1(x2-1)2, (n=01,..) (27
Ty (x)=cosnf =x +(2jx (x 1)+...+(nj<x 1) ,(n=0,1..) 2.7
formiiliine ulasilir. Buradan da n =0,1,... i¢in Tablo 2.1 de verildigi gibi 7, (x)

polinomlar: elde edilir.

Tablo 2.1 Birinci ¢esit Chebyshev polinomlari

n T, (x)

0 1

1 X

2 2x* -1

3 4x’ —3x

4 8x* —8x7 +1

5 16x° —20x° +5x
6

32x° —48x* +18x* —1

Teorem 2.1.1: n>0 olmak iizere 7,(1)=1 ve T,(-1)=(-1)" dir (Mason ve

n

Handscomb 2003).



Teorem 2.1.2: Birinci ¢esit Chebyshev polinomu 7 (x) in Binet formiilii

Crp () ()

T, (x) 5 5 (2.8)

seklindedir (Sinwell 2004).

Teorem 2.1.3: T (x), birinci ¢esit Chebyshev polinomu olmak tizere
EJ h 2 1\ a2k

> o (¥*-1) x (2.9)
dir (Mason ve Handscomb 2003).

Ispat: (2.8) den

dir. Buradan da

formiilii elde edilir.
Teorem 2.14: n>2 ve xe€ [—1,1] iken birinci ¢esit Chebyshev polinomlar1 igin
rekiirans bagintisi

T, (x)=2xT,_ (x)-T,_,(x) (2.10)

seklinde tanimlidir (Mason ve Handscomb 2003).

Ispat: Trigonometrik doniisiim formiillerinden
cosnf =cos((n—1)0+6) = cosOcos(n—1)0—sinFsin(n—-1)0,
cos(n—2)0 =cos((n—1)0—6)=coscos(n—1)0+sinOsin(n—1)6
kullanilarak

cosnf =2cos@cos(n—1)0—cos(n—-2)0



elde edilir. (2.2) bagintisindan
T, (x) =2xT, , (x) -T,, (x)
rekiirans bagintisina ulagilir.
[-1,1] araliginda n. dereceden bir Chebyshev polinomu Chebyshev kikler
olarak adlandirilan # farkl koke sahiptir.
Tammm 2.1.3: Chebyshev polinomlarinin kokleri interpolasyon polinomlarindaki

diigiim noktalaridir. Bu diigiim noktalarina Chebyshev diiglimleri denir (Mason ve

Handscomb 2003).

Tamm 2.14: n>1 ve x € [—1,1] i¢in birinci ¢esit Chebyshev polinomunu sifir yapan

x degerleri

x, =cos(k—7[), (k=0,1,...,n) (2.11)

n
formiilii ile hesaplanir (Mason ve Handscomb 2003).

Teorem 2.1.5: xe[-1,1] ve x=cosé igin birinci gesit Chebyshev polinomunun

integrali

[z (x)dle(T”“ () L (X)J (2.12)

20 n+1 n—1

seklindedir (Mason ve Handscomb 2003).
Ispat: x =cos@ igin
dx =—sin0d6
olur. Bu bagint1 kullanilip (2.2) denkleminin her iki tarafinin integrali alinarak

[T, (x)dx ==[ cosn6sin 640

esitligi, trigonometrik doniistim formiilleri kullanilarak da

[ (x)dx:—j%(sin(n+1)9—sin(n—1)9)d0

| __l{_[cos(rwl)@_cos(n—l)@ﬂ

2 n+1 n—1

20 n+l n—1

:l(Tm(x)_Tn_l(x)J

ifadesi elde edilir. Buradan da asagidaki integral formiilii elde edilir.



2.2 ikinci Cesit Chebyshev Polinomu

Tamm 2.2.1: x €[-1,1]ve x=cos@ igin,

B sin(n+1)l9

2.13
sin @ ( )

U, (x)

seklindeki polinoma ikinci ¢esit Chebyshev polinomu denir ( Mason ve Handscomb
2003).

Ikinci ¢esit Chebyshev polinomunun elemanlarindan birkagi Tablo 2.2 de verilmistir.

Tablo 2.2 ikinci gesit Chebyshev polinomlari

n U, (x)

0 1

1 2x

2 4x* -1

3 8x° —4x

4 16x* —12x% +1

5 32x° —32x° +6x
6

64x° —80x* +24x* -1

Teorem 2.2.1: U, (x) Ikinci gesit Chebyshev polinomunun Binet formiilii

n+l _ﬂn+1 (x+ \Y} xz _1)”“ _(x_ \Y; x2 _l)n+1

a-f N

(24

U,(x)= (2.14)

seklindedir (Sinwell 2004).



Teorem 2.2.2: U, (x), ikinci gesit Chebyshev polinomu olmak iizere

H )
U (x)= ;(2";:1}“" (x*-1) (2.15)

dir (Sinwell 2004).
Ispat: (2.14) den

somgg{( J o @ e T

e 19 e 8 T E e e e e

St | W) S o i (e

n+1 n+l) > 2 n+1 > n
= x"+ x" ( X —1) +...+ ( X —1)
1 3 n+l

olur. Dolayistyla
EJ n+1 k
v, = ;[% +1}‘Hk (x*~1)

dir.
Teorem 2.2.3: n>2 ve x=cosé icin

U,(x)=2xU,_  (x)-U,,(x) (2.16)
dir (Mason ve Handscomb 2003).
Ispat: (2.13) den
_sin(n+1)0

sind

_ sin(n—-1)8

U (x)=32 ()=

U )
" (x) sin @

sin @

dir. Buradan

B sin(n+1)0+sin(n—1)0

v, (x)+UH (x) sin @ sin @



_ 2cos@sinnd
sin @

=2xU,_ (x)
dir. Dolayistyla
U,(x)=2xU, (x)-U,,(x)
elde edilir.

Tanmm 2.2.2: n>1 ve xe [—1,1] icin ikinci ¢esit Chebyshev polinomunu sifir yapan

x degerleri

2k +1
x, =cos[ﬁj, (k=0,1,...,n) (2.17)

dir (Mason ve Handscomb 2003).

Teorem 2.2.4: xe[-11] ve x=cos@ igin ikinci gesit Chebyshev polinomunun

integrali
[U, (x)dx= T";S) (2.18)
dir ( Mason ve Handscomb 2003).
Ispat: x =cos@ igin
dx =—sin0d6 (2.19)

olur. (2.13) de her iki tarafin integrali alinip (2.19) kullanilirsa

[U, (x)dx =—jwsm&m
S

_[cos(n+l)6’]

B n+l

— Tn+1 (x)
n+l1
elde edilir. Dolayisiyla
]:'l+l (.X)
n+l

jUn (x)dx=

dir.
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Teorem 2.2.5: x e [—1, 1] ve x = cos @ i¢in ikinci ¢esit Chebyshev polinomunun tiirevi

d +1 T;H - Un
2y, (x) - ) ) 2.20)
dir (Mason ve Handscomb 2003).
Ispat: (2.13) ve (2.19) dan
d U( ) (n+1)cos(n+1)Qsin9—cos03in(n+l)9d9
- xX)=
dx " sin? @
(n+1)cos(n+1)@sin@—cosfsin(n+1)0 ) —1 p
= x
sin? @ sin &
(n+1)cos(n+1)0—cosé’w
_ sinf ;.
—sin’ @
_ (n +1)Tn+1 (x)—xUn (x) i

x* =1

dir. Buradan

olur.
Teorem 2.2.6: xe[-11] ve x=cos@ igin birinci gesit 7,(x) Chebyshev

polinomunun tiirevi

d
ETn()c):nUn_1 (x) (2.21)

dir ( Mason ve Handscomb 2003).
Ispat: (2.1) ve (2.19) dan

T (x)dx =n(-sinn#)do

_ n(m.nn@)dx
sin @

(x)dx

=nU

n—1
olur. Dolayistyla birinci gesit Chebyshev polinomu7, (x)” in tiirevi

d
ETn (X) = nUrH (x)

olarak elde edilir.
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2.3 Ugiincii Cesit Chebyshev Polinomu

Tamm 2.3.1: x €[-11]ve x=cos@ i¢in,
cos| n +5 17
v, (x)=——2 (2.22)
1
cos—0&

seklindeki polinoma {igiincii ¢esit Chebyshev polinomu denir ( Mason ve Handscomb

2003).
Teorem 2.3.1: n>2 ve x=cosé icin

v, (x) =25V, (x) =V, (%) (2.23)
dir.

Ispat: Trigonometrik déniisiim formiillerinden yararlanilarak teorem ispatlanir.

cos(n+%)9+cos(n—2+%j0:2c050c05(n—1+%):9

2n—-1)60
cos n+l 6+ cos n—2+l 2] cos u cosd
2 2 ) 2

cosle coslﬁ
2 2

esitligi s6z konusudur. Bu esitlik kullanilarak

v (x) =2xV, (x) -V, (x) ,n=273,...
formiilii bulunur. Ugiincii ¢esit Chebyshev polinomunun elemanlar1 (2.22) den
bulunabilecegi gibi (2.23) den de bulunabilir. Ugiincii ¢esit Chebyshev polinomunun
ilk birka¢ eleman1 Tablo 2.3 de verilmistir.
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Tablo 2.3 Ugiincii gesit Chebyshev polinomlari

n 8 (x)

0 1

1 2x—1

2 4x* —2x-1

3 8x° —4x* —4x+1

4 16x* —8x° —12x% +4x +1

5 32x° —16x* —32x" +12x% + 6x—1
6

64x° —32x° —80x* +32x° +24x* —6x—1

Tamm 2.3.2: n>1 ve xe[-1,1] i¢in iigiincii gesit Chebyshev polinomunu sifir

@

3 b
n+=
2

yapan x degerleri

X, = cos (k=12,...n+1) (2.24)

dir (Mason ve Handscomb 2003).

Teorem 2.3.2: xe[—l,l] ve x=cosé icin lciincli ¢esit Chebyshev polinomunun

integrali

J'V:7 (x) d = T (x) _ T, (x) (2.25)
n+1 n

dir (Mason ve Handscomb 2003).

Ispat: (2.22), (2.19) ve trigonometrik déniisiim formiillerinden

cos(n+2)<9
[V.(x)=~]———5"—sin0do
cos—6

(cos né cosg —sin nf sinzj sin @
do

-

COS —

= [(sin(n+1)0—sinno)do
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~ cos(n+1)6’_cosnt9
B n+l1 n

olur. Buradan da

J'V (x)dx:]:’”(x)—]:’(x)

n+l n

elde edilir.

2.4 Dordiincii Cesit Chebyshev Polinomu

Tamm 2.4.1: x e[—1,1]ve x =cos 8 igin,

ofn+3)
sin| n+— |60
W (x)=—— 2/ (2.26)

sinlﬁ
2

seklindeki polinoma dordiincii ¢esit Chebyshev polinomu denir (Mason ve
Handscomb 2003).

Teorem 2.4.1: n>2 ve x=cosf igin
w (x) =2xW _, (x) -w,_, (x) (2.27)

dir (Mason ve Handscomb 2003).

Ispat: Trigonometrik déniisiim formiillerinden
. 1 . 1 . 1
sin| n+— |@+sin| n—2+— |0 =2cosfsin| n—1+— |0
2 2 2

dontigiim formiilii kullanilirsa 7> 2 igin

w, (x) =2xW, _, (x) -w._, (x) , (n=2)

elde edilir.
Dordiincti ¢esit Chebyshev polinomunun elemanlart (2.26) dan bulunabilecegi
gibi (2.27) den de bulunabilir. Dordiincii ¢esit Chebyshev polinomunun ilk birkag

eleman1 Tablo 2.4 de verilmistir.
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Tablo 2.4 Dérdiincti ¢esit Chebyshev polinomlari

n w, (x)

0 1

1 2x+1

2 4x* +2x-1

3 8x° +4x* —4x-1

4 16x* +8x —12x* —4x +1

5 32x° +16x* —32x° —12x” +6x+1
6

64x° +32x° —80x* —32x° +24x* +6x—1

Tamm 2.4.2: n>1 ve xe[-1,1] i¢in dordiincii gesit Chebyshev polinomunu sifir

yapan x degerleri

X, = cos % (k=12,.n) (2.28)

dir (Mason ve Handscomb 2003).

Teorem 2.4.2: x e [—1,1] ve x =cosé icin dordiincii ¢esit Chebyshev polinomunun

integrali

| VVn(x)dxz—T"“(x) AL (2.29)
n+1 n

dir (Mason ve Handscomb 2003).

Ispat: (2.26), (2.19) ve trigonometrik doniisiim formiillerinden

sin(n+2j6’
[, (x)=~[——"sin0d0
sin56’

(sin no cosg +cosnt sinzj sin @
do

-

sin —
2

= I(sin n6 + sin nf cos @ + cos n@ sin 0)d0
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_cosné’_cos(nﬂ)@
n n+l1

olur. Buradan

_ T.(x) T.(x)
J-W(x)dX—— n+1 - n

elde edilir.

2.5 Otelenmis Chebyshev Polinomlar1

2.5.1 Tn*,Un*,Vn*,Wn* Otelenmis Chebyshev Polinomlar1

Tamm 2.5.1.1: [0,1] arahiginda islem yapmamn [-1,1] araliginda islem yapmaktan

daha uygun oldugu durumda [-1,1] arahgindaki s degiskeni [0,1] araligindaki

bagimsiz x degiskenine
s :2x—1:>x:%(1+s)

bagintis1 kullanilarak doniistiiriiliir. Bu doniistim [0,1] araliginda tanimh x
degiskenine bagli n . dereceden

T, (x) =T, (s) =T, (2x-1) (2.30)
polinomuna birinci ¢esit Otelenmis Chebyshev polinomu denir (Mason ve

Handscomb 2003).
(2.2) den T," (x)degerleri n=0,1,2,3,... igin Tablo 2.5 de verilmistir.
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Tablo 2.5 Otelenmis Chebyshev polinomlari

64x° +32x° —80x* —32x* +24x* + 6x—1

0 1

1 2x—1

2 8x? —8x+1

3 32x° —48x* +18x -1

4 128x* —256x" +88x” +40x +1

5 32x° +16x* —32x° —12x* + 6x +1
6

Teorem 2.5.1.1: n>2 ve x=cosf igin

T (x)=2(2x-1)T , (x)-T],(x), (2.31)
dir (Mason ve Handscomb 2003).
Teorem 2.5.1.2 n>2 ve x=cosf igin

T, (x)=1 (") (2.32)

esitligi saglanir (Mason ve Handscomb 2003).
Ispat: (2.2) kullanilarak asagidaki gibi ispat tamamlanr.
T,,(x)=cos2n0 = cosn(26)=T,(cos20) =T, (2x2 —1) =T (xz) :

2n
Benzer sekilde U n*, Vn*,Wn>l< otelenmis Chebyshev polinomlar igin
U,(s)=U,"(x)=U,(2x-1)
v, (s)=V, (x)=7, (2x-1)

W, (5) =W, (x) =W, (2-1)

n

esitlikleri vardir.
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2.5.2 Genel [a,b] arahg icin Chebyshev Polinomlar:

Bir 6nceki boliimde [O,l] aralig1 dikkate alinarak otelenmis Chebyshev polinomlari

tanimlanmisti. Bu kisimda, daha genel olarak x’in [a,b] araligini s 'nin [—1,1]

araligina uygun hale getirerek

B 2x—(a+b)
B b-a

s (2.33)

lineer doniisiimii altinda bir Chebyshev polinomu tanimlanacaktir. s degeri (2.33) ile
tammlanirken, Chebyshev polinomlari T, (s),U, (s).V, (s) ve W,(s) seklindedir.

Ornek 2.5.2.1.: [1,4] araliginda tanimlanan 3. dereceden Chebyshev polinomu

asagidadir.

3
T,(s)=T, 2X=3 ) _ 42875 5 23 =i(32x3—240x2+546x—365).
3 } 3 3 27
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3. CHEBYSHEYV POLINOMLARI iLE NUMERIK YAKLASIMLAR

Bilim ve miihendislikte karsilagilan problemlerin matematiksel modellemesinde
klasik tiirevlere bagl diferansiyel denklemler kullanilmaktadir. Bu boéliimde adi
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine yonelik olarak Chebyshev polinomlarinin
cesitleri ile yaklasik nlimerik ¢o6ziim yontemleri gelistirilmistir. Bu niimerik
yontemler Taylor-Maclaurin seri agilimi ve Chebyshev polinomlar1 kullanilarak
tanimlanmigtir. Bu yontemler kullanilarak bir baslangi¢ deger problemi ¢oziilmiis ve
elde edilen sayisal ¢ozlimler ile ger¢ek ¢oziimler karsilastirilmastir.

Matematikte, fonksiyon veya fonksiyonlar1 ve onlarin herhangi bir degiskene
bagl tiirevlerini iceren denklemler adi diferansiyel denklemlerdir. Chebyshev
polinomlariin dort ¢esidi de kullanilarak adi diferansiyel denklemlerin niimerik

¢oziimleri elde edilmistir.

Tammm 3.1: £ >0 olmak {izere [xo,x] kapali araliginda k. mertebeye kadar

diferansiyellenebilir f (x) fonksiyonunun ZTaylor agilimi
' " (x_xo)z (k) (X—XO )k
f(x) = f(x0)+f (XO)(X—XO)+f (xO)T+~-+f (xO)T 3.1
seklinde tanimlanir. Taylor agiliminin genellestirilmis formiili
koo x—x )
f(x)EZf()(xo)—( . o) (3.2)
i=0 :
dir (Mason ve Handscomb 2003).
Tanmm 3.2: k>0 ve x, =0 i¢in (3.1) formiilii diizenlendiginde
' " (x_xo)z (k) (x_xo)k
F(3)=£(0)+ £1(0) (x5 )+ £ (O r SO ()20 (33)
ve (3.2) formiilii diizenlendiginde ise (3.3)" iin genellestirilmis formiilii x, =0 i¢in
k . e i
p(x)=2 1" (0)(1.—,) (34
i=0 .

seklindedir. Bu baginti Taylor-Maclaurin agilimi olarak adlandirilabilir (Mason ve

Handscomb 2003).
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Teorem 3.1: [-11] arahgnda f(x)=x" fonksiyonuna yaklastinlan (k—1).

dereceden birinci ¢esit Chebyshev polinomu igin;

P ()= ()= T (3). k21, 65
ikinci cesit Chebyshev polinomu igin;

P (3) =20 (3) U (3), K21 66
ticlincii ¢esit Chebyshev polinomu i¢in;

P (0)= P ()= K (). k21, 6

dordiincii ¢esit Chebyshev polinomu igin ise;

2—k
k!

P (%)= p, (x)———W, (x), k=1 (3.8)

seklinde tanimlanmaktadir (Mason ve Handscomb 2003).

Tanmm 3.3: f tiirevlenebilir bir fonksiyon, x, baslangi¢ degeri olmak iizere

%#(w), (%)= % (3.9)

seklinde tanimlanan probleme baslangi¢ deger problemi denir.
Bu kisimda bir baslangi¢ deger problemi ele alinacaktir. Bu baslangic deger

probleminin her iki tarafi [x,,x,,, | arahginda integre edilerek

I dy = I f(x,y)dx
Voa =V, +I f(x,y)dx (3.10)

bagintis1 elde edilir. (3.10) integral denklemindeki f (x, y) fonksiyonuna yaklasik
esit oldugu kabul edilen yani, f(x,y)= p,_(x) bigimindeki p, (x) polinomu

(3.5), (3.6), (3.7) ve (3.8) den yararlanilarak bulunur. Buradaki p, (x) polinomlar1
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(3.4) ten, T, (x),U,(x).,V,(x) ve W, (x)Chebyshev polinomlar ise trigonometrik
fonksiyonlar kullanilarak tanimlanan rekiirans bagintilari ile elde edilir.
Dy (x) polinomlar1 (3.10) bagintisinda f (x, y) fonksiyonunun yerine

yazilarak diferansiyel denklemin yaklasik sayisal ¢oziimlerini veren algoritmalar elde

edilir. Boylece diferansiyel denklemdeki y ., degerleri sirastyla £ =1,2,3,... icin

asagidaki bagint1 kullanilarak hesaplanabilir:

Voa =Y+ | Py (x)dx. 3.11)

(3.5), (3.6), (3.7), (3.8) ve (3.11) bagintilar1 kullanilarak birinci gesit Chebyshev

polinomlari i¢in;

Xntl 21—k
Yon =3+ | [pk (x)—WTk(x)jdx, (3.12)
ikinci ¢esit Chebyshev polinomlari igin;
Xl 27/{
yn+1=yn+ J. [pk(x)_FUn (X)de’ (3'13)
ticlincii ¢esit Chebyshev polinomlari igin;
Xntl 2—k
Yon =3+ | [pk (x)—;V,,(x)jdx, (3.14)

dordiincii ¢esit Chebyshev polinomlari i¢in ise;
Xl 27/{
yn+1=yn+ J. [pk(x)_FVVn(x)de (315)
bagintilar1 elde edilir.

Ornek 3.1: 1=0,1 ve y(O) =1 baslangi¢ sart1 altinda tanimlanan

yv'=f(xny)=¢€
fonksiyonunun niimerik ¢oziimiinii Chebyshev polinomlarinin dort c¢esidi icin

gelistirilen yontem ile hesaplayalim.

Coziim: Ornek 3.1 de verilen baslangi¢ deger probleminin bir tam ¢oziimii
y(x):e" (3.16)
fonksiyonudur. Burada Chebyshev polinomlarmin dort cesidi i¢in de elde edilen

sayisal sonuclar incelenmistir.
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a) (3.5) kullanilarak birinci gesit Chebyshev polinomlar i¢in asagidaki gibi
Tablo 3.1 elde edilir.

Tablo 3.1 Birinci gesit Chebyshev polinomlart igin p,_, (x) yaklagimlari

k pk—l(x)
1 1
5
2 X+—
4
x* 9x
3 —+—+1
8
X 5x 23
4 —t—tx+—
6 6 24
xt 17X x* 383«x
5 — +—+ +1
24 96 2 384
§ X2l Xt 639y 23041

—+ - +x+
120 480 6 1280 23040

Tablo 3.1 deki polinomlar (3.11) de yerine yazilarak n>0 olmak iizere y,,

degerleri sirasiyla;

i) k=1 icin;

ii) k=2 igin;
iii) k=3 igin;

iv) k=4 igin;

23

Vo1 =Wy +i(xn+l4 _xn4)+%(xn+13 _xn3)+%(xn+l +Xn)h+ﬂh,
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v) k=5 igin;
1 17 1 383
yn+1 = yn +ﬁ(‘xn+ls _xn5)+ﬁ(xn+l4 _‘xn4)+g(‘xn+l3 _xn3)+ﬁ(‘xn+l +xn)h+h ’
vi) k =6i¢in;
1 21 1 639
yn+1 = yn +%('xn+16 _'xn6)+T00(‘an5 _xn5)+a(xn+l4 _xn4)_m(xn+l3 _'xn3)
1 23041
(X, + X, )+ ———
2 23040
seklinde elde edilir.

b) (3.6) kullanilarak ikinci ¢esit Chebyshev polinomlari i¢in agagidaki gibi
Tablo 3.2 elde edilir.

Tablo 3.2 Ikinci gesit Chebyshev polinomlart igin p,_, (x) yaklagimlari

k Di (x)
1 1
9
2 X+—
8
x> 13x
3 —+—+1
2 12
X 17x% 383
4 —+ +x+—
6 32 384

x 21 X 639x
+ +

—+

24 120 2 640

X 25x" X 961x? 4609
+ +x+

1

1200 576 6 1920 " 4608

Tablo 3.2 deki polinomlar (3.11) de yerine yazilarak n>0 olmak lizere y,,
degerleri sirasiyla asagidaki gibi hesaplanir:
i) k=1 i¢in;
Yo = Vo + 1,
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ii) k=2 igin;

iii) k=3 igin;

1
yn+l:yn+g('xn+13_‘xn3)+ (xn+1+xn)h+h9
iv) k=4 igin;
1 17 1 383
yn+1 = yn +£(‘xn+l4 _xn4)+%(xn+13 _xn3)+5(xn+l +xn)h+ﬂh ’
v) k=5 igin;
1 21 1 639
yn+l = yn +ﬁ('xn+15 _'xns)-{_@('xnﬁ-f _‘xn4)+g(‘xn+l3 _xn3)+ 1280 (‘xn+1 +xn)h+h s
vi) k =61¢in;
1 25 1 961
yn+l = yn —I—%('xnﬂ6 _'xn6)+m('xn+ls _x715)+£(xn+14 _xn4)+%('xn+13 _‘xn3)
Jrl(x,”1 +xn)h+@h
2 4608

€)(3.7) kullanilarak tigiincii ¢esit Chebyshev polinomlari i¢in Tablo 3.3 bulunur.

Tablo 3.3 Ugiincii gesit Chebyshev polinomlart igin p,_, (x) yaklasimlari

k pk—l(x)
3
1 —
2
5 9
2 —+—
4 8
7x* 13x 47
3 —t—t+—
12 12 48
9x 17x* 95x 383
4 + + +
48 32 96 384
1x* 21x* 159x* 639x 3841
5 + + + +
240 120 320 640 3840
13x°  25x* 239x° 961x* 7681x 46081
6 + + + + +

1440 576 1440 1920 7680 46080
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Tablo 3.3 deki polinomlar (3.11) de yerine yazilarak n >0 olmak lizere y,,

degerleri sirasiyla;

i) k=1 igin;
yn+1:yn+_h’
ii) k=2 igin;
5 9
=y +—=(x,., +x, )h+=h,
yn+1 yn 8( n+l n) 8

iii) k=3 i¢in;

7 3 47
AR ey CHRE A LAY 3
iv) k=4 igin;
9 17 95 383
Yot =J +@(xn+l4 _xn4)+%(xn+13 —x,z3)+@(xn+1 +x,)h ETYLE
v) k=5 igin;
11 21 159 639
yn+1 = yn +%(xn+ls _xn5)+%(‘xn+l4 _xn4)—i_%(xnﬂ3 _‘xn3)+ 1280 ('xn+l +‘xn)h
3841
227 p,
3840
vi) k =61¢in;
13 25 239 959
T R A GRS ol CAEE A o CARESRY
7681 46081
+—(xn+] +xn) ——h
15360 46080
seklinde elde edilir.

d) (3.8) kullanilarak dordiincii ¢esit Chebyshev polinomlart i¢in agagidaki gibi
Tablo 3.4 elde edilir.



-25-

Tablo 3.4 Dérdiincii gesit Chebyshev polinomlart igin p,_, (x) yaklasimlari

k pk—l(x)
1
1 —_
2
3x 9
2 —+=
4 8
; 5S¢ 13x 49
1 12 48
7x° 17x* 97x 583
4 + + +
48 32 96 584
ox* 21x* 161x* 639x 3639
5 + + + +
240 120 320 640 3640
; 11x° 25x* 241x° 959x* 7679x 46081

+ + + + +
1440 576 1440 1920 7680 46080

Tablo 3.4 deki polinomlar (3.11) de yerine yazilarak n>0 olmak iizere y

n+l

degerleri sirasiyla;
i) k=1 i¢in;
1
yn+1=yn+§h’
ii) k=2 igin;
3 9
=y +=(x,,+x, )h+=h,
yn+l yn 8( n+l n) 8
iii) k =3 igin;
5 3 5y 13 49
=y +—(x., —-x )+—(x,, +x )h+—"h,
yn+1 yn 36( n+l n) 24( n) 48
iv) k=4 igin;
9 4 4 3 3 95
=y +—(x,., —-x " )J+—(x, —x )+—(x,, +x, )h+—"h,
yn+1 yn ( n+l n ) ( n+l n ) 192( n+l n)

192 384
v) k=5 igin;
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Y1 =V +L(xn+]5 _xn5)+A(xn+l4 _xn4)+ﬂ(xn+13 _xn3)+ 0 (xn+] +xn)h

1200 480 960 1280
3639
+ 222,
3640
vi) k =61¢in;

Ll e ey 25 s sy 241, . 959, 4,
yn+1 _yn-"_@(xnﬂ _xn )+m(‘xﬂ+l _xn )+%('xn+l _xn )+%('xn+l _xn )
N 7679 (x,m +xn)h+ 46081 3
15360 46080

seklinde elde edilir.

Ornek 3.1 gelistirilen algoritmalar ile ¢oziilmiistiir. Farkli cesit Chebyshev
polinomlart ile elde edilen sayisal ¢éziimler problemin tam ¢oziimleri ile Tablo 3.5 te

karsilastirilmistir.



Tablo 3.5 Chebyshev polinomlarmin dért gesidi icin bulunan sonuglar ve tam ¢dziim

X Tam Coziim  Cesit k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

n

I 01 1.105170918  1.Cesit 1.10 1.13000  1.1057916  1.101115278  1.105158156
2.Cesit  1.10 1.11750  1.1055833  1.104920833  1.105163313
3.Cesit 1.15 1.11875  1.1035277  1.104869270  1.105188321
4.Cesit  1.05 1.11625  1.1076388  1.104869271 1.105136873

2 02 1.221402758 1.Cesit 1.2 1.2700 1.2238333  1.213955556  1.221335475
2.Cesit 1.2 1.2450 1.2230000  1.220962500  1.221374750
3.Cesit 1.3 1.2500 1.2190555  1.220762500  1.221418767
4.Cesit 1.1 1.2400 1.2265444  1.220762500  1.221327872

3 03 1.349858808 1.Cesit 1.30 1.42000  1.3555125 1.340337500 1.349761656
2.Cesit  1.30 1.38250  1.3532500 1.349337500  1.349804313
3.Cesit 1.45 1.39375  1.3477500  1.348910933  1.349856338
4.Cesit  1.15 1.37125  1.3587500  1.348910938  1.349804313

4 04 1.491824698 1.Cesit 1.4 1.5800 1.5006666  1.482177778  1.491677000
2.Cesit 1.4 1.5300 1.4973333  1.491358330  1.491747000
3.Cesit 1.6 1.5500 1.4907777  1.490658330  1.491793033
4.Cesit 1.2 1.5100 1.5038888  1.490658333  1.491695243

5 05 1.648721271  1.Cesit  1.50 1.75000  1.6614583  1.641493056 1.648535156
2.Cesit  1.50 1.68750  1.6562500 1.648437500 1.648632813
3.Cesit 1.75 1.71875  1.6493055 1.647460930 1.648658854
4.Cesit  1.35 1.65625  1.6631944  1.647460938  1.648599617

6 0.6 1.822118800 1.Cesit 1.60 1.9300 1.8385000  1.820400000 1.821916750
2.Cesit  1.60 1.8550 1.8310000  1.822087500  1.822036750
3.Cesit  1.90 1.9000 1.8245000 1.820887500  1.822032800
4.Cesit  1.40 1.8100 1.8375000  1.820887500  1.822032115

7 0.7 2013752707 1.Cesit 1.70 2.1200 2.032791 2.021115278  2.013558656
2.Cesit  1.70 2.0325 2.022583 2.013920833  2.013688130
3.Cesit  2.05 2.0937 2.017527 2.012619271  2.013653871
4.Cesit 1.45 1.9712 2.027638 2.012619271  2.013713738

8 0.8 2225540928 1.Cesit 1.80 2.3200 2.245333 2.245955555  2.225364000
2.Cesit  1.80 2.2200 2.232000 2.225650000  2.225484000
3.Cesit  2.20 2.3000 2.229555 2.224450000  2.225432067
4.Cesit  1.50 2.1400 2.234444 2.224450000  2.225524486

9 09 2459603111 1.Cesit 1.90 2.5300 2.47125 2.49733750 2.459412156
2.Cesit  1.90 2.4175 2.46025 2.45908750 2.459492300
3.Cesit  2.35 2.5187 2.46175 2.45828593 2.459459388
4.Cesit  1.55 2.3162 2.45875 2.45828285 2.459512360

10 1 2718281828 1.Cesit 2.00 2.7500 2.725166 277777777 2.717968750
2.Cesit  2.00 2.6250 2.708333 2.71614583 2.717968750
3.Cesit  2.50 2.7500 2.715277 2.71614583 2.718020833

4.Cesit  1.60 2.5000 2.701388 2.71614583 2.717902358




-28 -

4. CHEBYSHEV TAU METODU iLE DALGA DENKLEMINE UYGULAMA

Bu boliimde Chebyshev Tau metodu ile asagidaki ikinci mertebe dalga denkleminin
nlimerik yaklagtirmasi yapilmstir.

u bilinmeyen bir ¢6ziim fonksiyonu, f,g,, g,, h , h, bilinen fonksiyonlar ve

a bilinen pozitif sabit katsay1 iken

u(x,0)=g (x), 0<x</, 4.1)
u,(x,0)=g,(x), 0<x</, 4.2)
baslangic kosullari ve
u(0,¢)="h (1), 0<t<rT, (4.3)
u(l,t)=h,(t), O0<t<r, (4.4)

Dirichlet siir kosullart ile taniml

o*u o*u
—=a—+f(x,t), O<x</{, O<t<r, 4.5
ot ox* f( ) *+3)

seklindeki lineer dalga denklemine Chebyshev Tau metodu uygulanacaktir.

4.1. Otelenmis Chebyshev Polinomlarinin islemsel Ozellikleri

Tanim 2.1.1 den 7, (X) Chebyshev polinomunun
7;()?)=cos(icos"1 (f)), -1<x <1, (4.6)

seklinde oldugu bilinmektedir. (4.1)-(4.5) problemini isleme tabi tutmak i¢in tanim
bolgesinin 0 ve / arasindaki degerlere doniistiiriilmesi gerekir. Bunun i¢in

-1<x <1

dir ve
x=—(1-%) (4.7)

i¢in 6telenmis Chebyshev polinomunun

0<x<h
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araligr elde edilir. BOylece x degiskenine bagli olarak Otelenmis Chebyshev

polinomlari
T(x)=1 5 () =12,
h 4x h I .
T, (x)=(2—7)]; ()= (x), i=12,.. “3)

seklinde tanimlanir (Denghan, 2008).
Tamm 4.1.1: /' (X), g()ve negatif olmayan siirekli w(x) fonksiyonlari, L, [a,b]

Hilbert uzayinda tanimli olmak iizere

w(x)f (x)g(x)dx =0 (4.9)

QA C— >

ise f ve g fonksiyonlarina ortogonaldir denir (Mason ve Handscomb, 2003).
Tamm 4.1.2: w(x), f(X) ve g(X) , [a,b] araliginda tammh fonksiyonlar olmak

luzere

b

<f.g>=[w(@)f (7)g(¥)dx (4.10)

a

seklinde tanimlanan bagintiya f ve g fonksiyonlarin i¢ ¢carpimi denir (Mason ve

Handscomb, 2003).

w(x)= ! agirlik fonksiyonu olmak iizere, (4.7) doniisiimii ile 6telenmis

Chebyshev polinomlari i¢in agirlik fonksiyonu
W)=
hx —x*

seklinde tanimlanir. Buna gore otelenmis Chebyshev polinomlarinin ortogonallik

sarti
0, I
h Th T<h
J' " (x) J (x);lx: ﬁ) i=j#0 4.11)
0 hx —x* 2
r, 1i=j=0.
dir.

Otelenmis Chebyshev katsayilar vektorii
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C=[cyrCpsyy] (4.12)

ve dtelenmis Chebyshev vektorii
@, (x)=[T (). 1" (x)es T (2) ] (4.13)
olmak {izere herhangi bir y(x) fonksiyonuna &telenmis Chebyshev polinomlari

asagidaki gibi yaklastirilabilir.
m—1
v, (x)=D T (x)=C"D,,(x). (4.14)
=0
Benzer sekilde @, ,(x) ve @, (¢), (4.13) denklemine uygun olarak

tanimlanan oOtelenmis Chebyshev vektorleridir,. O<x</ ve 0<¢<7 igin

tanimlanmig 1 bir u(x,t) fonksiyonu otelenmis Chebyshev polinomlarinin

terimlerinde agilabilir. Ayrica 4 Otelenmis Chebyshev katsayilar matrisi

Qoo Aor - Qo
a a a
10 11 1,m—1
A= : (4.15)
an—l,O an—l,l an—l,m—l

seklinde verilsin. Bu durumda u(x,) fonksiyonunun telenmis Chebyshev polinom

yaklagimi
n—1 m-1

U, ,, (x,t) = ZZ%]}T (t)Tjé (x) = (DZ’T (t) AD, , (x) (4.16)

i=0 j=
olur. Horng (1985), Otelenmis Chebyshev polinomlari igin integrasyon islemsel
matrisi

asagidaki gibi tanimlamistir:

@, (¢)dt'=PD, (1). (4.17)

O C— ~

Burada P, mertebesi nxn olan
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l _—1 0 0 0 0
2 2
l 0 _—1 0 0 0
8 8
_—1 l 0 0 0 0
6 4
P=1 -1 o L 0 0 0 (4.18)
16 8
-1 1 -1
_— 0 o0 .. 0
2(n—1)(n—3) 4(n—3) 4(n—1)
-1 1
_ O 0 .. 0 0
2n(n—2) 4(n—2)

islemsel integrasyon matrisidir.

k bir tamsay1 olmak iizere k kez integrasyon

[, ()(a) =P, (1) (4.19)

S —
o t—
ot~

olur.
Horng (1985), Otelenmis Chebyshev polinomlarmin tiirev dzelliklerini

asagidaki gibi vermistir:

dekkn(x)_ 4 ‘ ¢ ¢ %/(x)
— _( Ej(2k+l){]’2k(x)+T2k_2(x)+...+T2(x)+ | (4.20)

% _ (_%jp;k_] ()4 Ty () +ot T () ] (421)

D islemsel tiirev matrisi olmak tizere, (4.20) ve (4.21) denklemleri kullanilarak
@, ,(x) vektoriiniin tiirevi

do,,, (x)

e =D, , (x) (4.22)

seklinde tanimlanir. D, mertebesi mxm olan islemsel tlirev matrisi
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0 o . 0o 0
-2 0 o . 0o 0
0 -8 o . 0o 0
6 0 12 o . 0o 0
p=1 0 -16 0 -6 . 0o 0
]
(m=2)[ ()" 1] 2(m-2)[(-1)"*+1] 2(m=2)[(-1)""-1] 2(m-2)[(-1)""+1] 0 0
(m=2)[(-1)""=1] =2(m=)[(=1)""+1] 2(m-)[(-1))"" =1] 2(m-1)[ (=) +1] . ~4(m-1) 0
dir.
Benzer sekilde £ kez tlirev alinirsa
d'o, ,(x
TU =D'D, ,(x) (4.23)

bagintisi elde edilir.

Lemma 4.1.1: g (x) ve g,(x) fonksiyonlarina otelenmis Chebyshev polinom

yaklagtirmasi
m=1 m—1
Eim (x)zzgliz—;l(x)’ Eom (x)zzgm];é(x) (4.24)
i=0 i=0
seklindedir.

Ardindan 0<x</ ve 0<r<7 igin g (x) ve 1g,(x) fonksiyonlarma

im (x) = d)i, (t)Eq)m,[ (x) ) 195, (x) = d)ﬁ,r (t)Hq)m,, (x) (4.25)

seklinde bir yaklagtirma uygulanir. £ ve H matrisleri sirastyla

o 8 - ima
0 0 ... 0
E = : : : : , (4.26)
0 0 0
A%~
820 8y - Eoma
; 8% “8u - T8uma
H = E : : : : (4.27)
0 0 0
0 0 0

bi¢iminde elde edilir.

Ispat: (4.8) denklemi kullanilarak
1=T; (1) (4.28)
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ve
T, . T, .
t =5T0 (t)_ETl (7) (4.29)
bagintilar1 yazilabilir. Buradan asagidaki bagintilar elde edilir:

G (X Zgl,T,‘ (4.30)

rgm(x)=(§nf<t>—§nf<f>jzgzlzf<x> @31
Boylece
g (x)= Z > e ()T (x), 185, (%) = 2 2 1T ()T (x) (4.32)
olur. (4.30) ve (4.31) denklemleri ile

€;=&,-¢ =0, i=12,.,n-1, j=0,1,...,m—-1,

Ve

T T . .
hOj:Eg2j’ h,; =—§g2j, h;=0,i=23,.,n-1, j=0,1,...m-1.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
Baslangi¢ kosullar1 kullanilarak (4.5) denkleminin her iki tarafinin 0’dan ¢’ ye

kadar integrasyonu ile

tt

[SY SN
S —

tt
u xt dtdt—ajju xt dtdt +
00

S —
[SY SN

f(x,t)dedt

o o) = e e o f eyt

t

([, (x.8) =, (x,0) Jde = a.(i;_:[uxx (x,¢)dudt +':[j:f(x,t)dtdt

()~ g, ()12 (x) = e[ [, (o) +[ [ £ ()i (433)

bagintis1 elde edilir.
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(4.16) denklemine benzer olarak F', nxm tipinde bilinen bir matris olmak

iizere f(x,t) fonksiyonu

Son (5:) = @7 (1) FD,,, () (4.34)
seklinde elde edilir. (4.16) ve (4.17) denklemleri ile

j u, xt)dt—UCD dt]Ad)m[( )=®" ()P 4D, (x) (4.35)

ve

”u (x.t) dedt = (j UCDZ,Tdt]dtJACDM(x):CDZJ(t)(PT)Z A0, (x) (4.36)

(UAN(]

formiilleri bulunur (Denghan, 2008).
Benzer sekilde (4.17) ve (4.34) denklemleri kullanilarak

”fnm xt)didi =@ (1)(P") Fo,,(x) (4.37)

bagintis1 ve ayrica (4.16), (4.17) ve (4.22) denklemleri kullanilarak ise
dZ
”mgd tdt = j(j@ﬁ,dt}dz ( =P, (x)j

= (1)(P') 4D, (x) (4.38)

bagintisi elde edilir (Denghan, 2008).
Ote yandan (4.16), (4.25), (4.37) ve (4.38) denklemleri kullanilarak (4.33)

denklemi i¢in R, , (x,¢) fonksiyonu
R (5.0) =0l (1) A=E~H-a(P") 4D*~(P") F |0, (x),

O0=A-E-H-a(P') AD*~(P')' F (4.39)
olmak tizere

Rn,m (x’t)_ nr( )Qq)mé( ) (440)
Seklinde yazilabilir. Tipik bir 7au metodunda oldugu gibi asagidaki cebirsel

denklemler kullanilarak 7 x (m — 2) tipindeki lineer cebirsel denklemler
Q0.,=0, i=01,..n-1, j=0,1,...,m-3. (4.41)

olarak bulunur.
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Ayrica (4.16) denklemi Dirichlet sinir kosullarinda yerine yazilirsa sirasiyla
@, (1) 4D, ,(0)=h (1), (4.42)

O (t)AD, ,(0)=h, (1) (4.43)
denklemleri elde edilir.

Simdi kismi lineer diferansiyel denklem olan dalga denkleminin niimerik
integrasyonu i¢in gelistirilen algoritmalar1 test edebilecegimiz bir 6rnek ele alacagiz.
Problemin ¢o6ziimii i¢in Matlab veya Mathematica gibi paket programlar

kullanilmastir.

Ornek 4.1.1: (=1, r=1, a=1 sabit degerleri ve g (x)=0, g,(x)=0,
h, (t) =sint, h, (t) =0, f(x,t) =0 fonksiyonlar1 i¢in tamimlanan (4.1)-(4.5)
probleminin niimerik ¢éziimiinii bulalim (Articolo D.A.).

Coziim: m =n =4 alinarak asagidaki gibi bir yaklasik ¢6ziim fonksiyonu elde edilir:

u,, (x,t) = z

3 3
i=0 j=0

a,T' (£)T} (x) =@}, (1) 4D, (x) (4.44)

g

Buradan da (4.39) denkleminde kullanilacak olan matrisler

r -1, L
2 2 12
Ay Qg Gy Gy 1 -1 0 0 0 0
a a a a 2 0= 0 -2 0 0 O
e T - 8 8 D= ’
yy Gy Gy Ay -1 1 -1 0 -8 0 0
Ay, A3 Ay Ay 6 4 12 -6 0 -12 0
oy Loy
16 8
0 0 0 O 0 0 0O 0 0 0O
0 0 0 O 0 0 0O 0 0 0O
E= | F = ,H =
0 0 0 O 0 0 0O 0 0 0O
0 0 0 O 0 0 0O 0 0 0O

seklinde hesaplanmistir. Burada E, F' ve H sifir matrisler oldugundan (4.39) denklemi
0=A4-(P") 4D} (4.45)
bi¢giminde diizenlenebilir.

Diger taraftan (4.41)
0,=0,i=0123, j=0.1 (4.46)
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seklinde bir lineer cebirsel denklem sistemine doniistiirtiliir. 7au metodunun klasik
yapisina bagli olarak (4.46) sisteminden 8 farkli lineer cebirsel denklem
hesaplanmistir:

35 4 3 25
Ay _anz _5312 +Zazz + ?an =0,

35 9
a,, —7a03 —8a,, +Ea23 +5a,, =0,

3
4a,, +a,, +Ea12 _gazz —a, =0,

24a,, +a, +9a,;-8a,,—6a,, =0,

7 2
Ay ——qy +§a22 =0,

6
a, —7Ta,+4a,; =0,

2 1 1
5‘122 _EaIZ _anz t+a,, +Za32 =0,

4 3
§a23 —2a,,—4a, +a,, +Ea33 =0.

(4.13) bagintisindan, (4.42) ve (4.43) denklemlerinden sirastyla
O}, ()= (1) T'(¢) T () T (1) |=[1 1-2¢ 1-8t+8F 1-18¢+48 =327 |,

matrisleri ve asagidaki 8 farkli lineer cebirsel denklem elde edilir:
g, +301 +aoz +a03 +a10 +a“ +a12 +a13 +320 +321 +322 +323 +a30 +a31 +a32 +a33 =0 ,
a ta, ta,+a;t4a, +4a, +4a,, +4a,,+9,,+9a, +9a,, +9a,, =0,
a,, +a, +a, +a, +6a,,+6a, +6a,,+6a,=0,
ay,tay +a;,ta;; =0,
Agg —g; T g =gy Ty = A Ta); =3 T8y, =y Ty —Ay; +A35 =3, A3 —A33 = 0,
-a,+a, —a,+a;;—4a, +4a, —4a,, +4a,;—9a,,+9a, —9a,, +9a,, =0,

a,,—a, +a, —a,, +6a,,—6a, +6a,,—6a,,=0,
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-ay,ta;, —a;, +a; =0.

Hesaplanan bu 16 denklemden olusan lineer cebirsel denklem sisteminin
¢Oziimii Mathematica paket programi yardimiyla bulunmustur. Buradan da 4 matrisi
asagidaki gibi elde edilmistir.

0.2037  0.1869 -0.0058 0.0110
-0.2642 -0.1666 0.0923 -0.0053

0.0423 -0.0674 -0.0735 0.0361
0.0560  0.0450 -0.0507 -0.0398

Boylece
1 "70.2037 0.1869 -0.0058 0.0110 1
(50) 1-2¢ 0.2642 -0.1666 0.0923 -0.0053 1-2x
u,,(x,t)=
4 1—8¢+ 8¢ 0.0423 -0.0674 -0.0735 0.0361 1—8x+8x?

1-18¢ +48¢* —32¢° 0.0560  0.0450 -0.0507 -0.0398 )| 1-18x+48x> —32x°

Bu problemin tam ¢6ziimii ise

u(1) =sin(%]cos(x)

seklindedir.
Bu ornekteki hata analizi asagidaki gibi yapilmistir. » ve m nin farkli degerleri igin

hata analizi

2

u,, (x.1) ui u,, u(x,t)) a’xdt]

formiiliiyle verilebilir. Ornek 4.1 deki hata analizi ise

HuM x t U‘j. u44 X, t t))2 a’xa’tj2 =1.591x10""
00

seklindedir. Elde edilen hata degerine bakildiginda » ve m nin daha biiyiik degerleri

icin ¢ok daha az hata ile ¢oziim yapilabilecegi sdylenebilir.
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SONUC VE ONERILER

Bilim ve miihendislikte karsilasilan problemlerin matematiksel modelleri adi ve
kismi diferansiyel denklemlerle ifade edilebilir. Bu nedenle diferansiyel denklemler
ve ¢oziimleri biiylik bir 6neme sahiptir. Diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini
bulmak zor oldugundan yaklasik sayisal c¢oziimlerine gerek duyulmaktadir.
Diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri igin gelistirilen pek ¢ok yontem
bulunmaktadir. Bu tez ¢alismasinda Chebyshev polinomlarinin dort farkli ¢esidi igin
de temel kavramlar tanimlannmus, bazi Ozellikler verilmistir. Ayrica Chebyshev
polinomlar1 kullanilarak bilim ve miihendislikte karsilasilan problemlerin ¢éziimleri
icin yeni niimerik algoritmalar gelistirilmistir.

Ote yandan Chebyshev polinomlari, trigonometrik fonksiyonlarla ifade

edildiginden [—1,1] araliginda tanimhidir ve bu araliktaki problemlere ¢oziim

tiretmektedir. Bu tez ¢alismasinda, basit bir doniislimle problemin tanim bdlgesi

[O,h] gibi bir araliga doniistiiriilerek daha genis bir bolgede ¢6ziim aranmustir. Bu

doniisiim kullanilarak Otelenmis Chebyshev polinomu diye adlandirilan Chebyshev
polinomunun farkli bir versiyonu tanimlanmistir. Bu polinom ile dalga denklemine
Chebyshev-Tau yontemi uygulanmig ve tam ¢6ziime yakin sonuglar elde edilmistir.
Boylece, Chebyshev polinomlarinin bazi matematiksel problemlerin yaklasik
sayisal ¢ozlimlerinde daha kolay ve etkin sonuglar verebilecegi ve diger problemlere

genisletilebilecegi gosterilmistir.
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