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KULLANILAN SEMBOLLER

indirgenen sistemin ¢6zim vektori m-vektor
1) indirgenen sistemin gaaraf vektori m-vektor
Pq sifir matrisi pxq matris
xp birim matrisi px p kare matris
ul(k) Il(k) nin 1.elemanindan alan vektor 1-vektor
Il(k) nin diger elemanlarindan odan vektor (m— 1)-vektor
© ALY = y® sistemininbir zel gozimi mvektor
© ADY® =0 sisteminin ¢oziimi m-vektor
(k) (BT)®) matrisinin 1. satir vektoriinden san matris 1 x m matris
(BT)gk) matrisinin sifirdan farkli ilk elemani skaler
(k) (BT)®) matrisinin dier satir vektorlerinden ofan matris (m — 1) x m matris
(k) (BT)gk)(XT)gk) = ul(k) sisteminin bir 6zel ¢ozimi m —vektor
(&) (BT)g")(XT)g") = 0 sisteminin ¢ozumu m —vektor
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1. GIRIS

Lineer denklem sistemleri matematikte gidukadar fizik, muhendislik, iktisat gibi
alanlarda sik¢a kaitagilan problemlere model olmgtur. Kararllik ve kontrol teorisi gibi
bircok uygulama alaninda, c¢6zumlerine gore kararilere matris denklemleri ile
karsilasiimaktadir. Genel olarak Sylvester matris denklegmleyapunov matris denklemleri

bu tir matris denklemlerine birer drnektir.

Ayrica AXB=C, AXB+CXD=E, AXB+CXD=E ve AX=B, XC=D,
X — A X B=C gibi matris denklemleri de bilimin farkli alanlada kullaniimaktadir. Son
yillarda, A x=1f lineerdenklem sistemleri icin literatirde var olan baeratif yontemler

kullanilarak
AXB=C; A B, Cn-kare matris

matris denkleminin iteratif ¢ozimleri ¢alan bir problemdir. Bu konuda, literatiirde elde

edilmis cok sayida bilimsel ¢gimalar da bulunmaktadir.

Bu cagmanin amaci,A X B = C matris denkleminin c¢c6zimlerinin daha o6nce
incelenmemy iteratif bir yontemle ¢6zumlerini aggrmak ve literatirde var olan sonuclarla

karsilastirmaktir.

Kontrol teorisi ve kararlilik teorisinde sikca éasildigl gibi bircok muhendislik
probleminin kontrol edilebiliriginin veya kararl olup olmaginin tespit edilmesinde matris

denklemlerinin ¢éztmlerinin incelenmesinin dnentiyer tuttusu iyi bilinmektedir. Mesela

% = AX(t); A—n kare matrisx - N vektor

diferensiyel denklem sistemi ile ifade edilebileitin problemlerin kararl olup olmagnin

tespiti icin farkli kararhlik kriterlerinin yanirad
A*H +HA+I =0

Lyapunov Matris DenkleminirH = H* > 0 olan ¢6zimunin olup olmamasi da 6énemli bir
kriter olarak uygulanmaktadir. Bu kriter literatérdkinci Lyapunov Kriteri olarak ta

bilinmektedir.
AXB+C XD=F

Genellatirilmis Sylvester Matris Denkleminin genel olarak sist@oride uygulama alanlari

oldukca genitir. Surekli ve kesikli sistemler icin Lyapunov mat denklemleri,



genellgtiriimis Sylvester Matris Denklemlerinin birer 6zel durumla@ldusu da dikkate

alinirsa
AXB=C; A B, Cn-kare matris

matris denkleminin ¢oézimlerinin var olup olmamasrsa tam ¢oézUminin veya istenilen
yaklasiklikla ¢6zimin bulunmasi olduk¢ca 6nemlidir. Sistdeoride kagilasilan bu tdr
problemlerde matrislerin boyutlari blyuk olabilmekte tam ¢6zum bulmak zogkbilmekte
veya maaliyetli olabilmektedir. Bu ylzden bu tipolplemlerde genellikle iteratif yontemler

tercih edilmektedir.

1.1. Literatir Ozeti

Son yillarda, A x = f lineer denklem sistemleri igin literatirde vaamldirek veya
iteratif yontemler kullanilaralh X B + C X D=F Genellatirilmi s Sylvester Matris Denklemi

ve bazi 6zel durumlarinigbzimleri Gzerine ¢ok sayida gahalar yapilmgtir.

Bulgak ve Bulgak (2001) de, lineer cebirin kavramiverilmi, ayrica lineer denklem

sistemlerinin ¢ozim yontemleri icin iteratif yontEmverilmistir.

Wang ve Jiang (2000) c¢gtnalarinda, lineer denklem sistemlerinin ¢ozimd, ibioyut
indirgeme metodwlarak adlandirilan bir metot 6negterdir. Bu yontemin 6zellikle buyuk
boyutlu lineer denklem sistemlerinin ¢6zumuni kédgtyrdigl ve boyutunu indirgedi iddia

edilmistir.

Zhang (2002) de, Wang ve Jiang (2000) de 6ne eniribyut indirgeme metodunun
aslinda Schur Aysim Metodu'ndan (Schur Decomposition Method) far&lmadgi, bu
metodun bir tirld oldgu ve aslinda Wang ve Jiang'in boyut indirgeme matod bir boyut
indirgeme metodu olmagh ifade edilmgtir. Ayrica Zhang (2002) e gore, boyut indirgeme
metodu, bulunmasi gereken daha fazla bilinmeyengoladan, Schur Aysim Metodu’ndan
(Schur Decomposition Method) daha kulfetlidir.

Keskin (2005) ve Keskin ve Aydin (2007) dex=f lineer denklem sistemi i¢in boyut
indirgeme algoritmalari ve Schur Ayim Yodntemi incelenerek, Wang ve Jiang (2000) de
Onerilen metodun olumsuzluklarini ortadan kaldiwanher bir adimda bir boyut indirgeyen
yeni bir “/teratif Boyut/ndirgeme Metodd IDDM” metot ve bu metot icin bir fteratif Boyut
Indirgeme Algoritmasi -IDDA” verilmis, bazi metotlarla da kgtastirmalari niimerik

orneklerle yapilmstir.



Bulgakov ve Godunov (1978) de, lineer denklentesieri icin ¢ozim yodntemi olan
Conjugate Gradient Yontem yardimiyla uygulamadaikgd dneme sahip, Sylvester Matris
Denkleminin bir 6zel durumu olan A*H + HA+1 =0 Lyapunov Matris Denkleminin

¢6zumleri icin algoritma verrglierdir.

Bulgakov ve Godunov (1985) de, Bulgakov ve Godu(i®78) de verilen algoritmanin
hata analizi yapilngtir.

Xu ve ark. (1998) de Genedtailmis Sylvester matris denklemh X B + C X D=F ve

A X B = F Sylvester matris denklemlerinin iteratif metothagbzimleri incelenngiir.

Mukaidani ve ark. (2001) de gensatiglmis Lyapunov matris denklemi ve Riccati

matris denklemi icin bir iteratif yontem tagimistir.

Jiang ve Wei (2003) dé, B, COC™" olmak (izereX —~AXB=C ve X-A X B=C

matris denklemlerinin acik cozimleri karakterigiitdinom yontemiyle elde edilrtir.

Ding ve Chen (2005) de, lineer denklem sistemlariteratif c6zimleri icin bilinen
Jacobi ve Gauss-Siedel yontemleri cift Sylvestertrisiadenklemlerin  ¢6zumlerine

genkletilmistir.

Peng ve ark. (2005) dé X B = C matris denkleminin optimal yalde& ¢coztmleri ve
simetrik ¢ozumleri icin bir iteratif yontem ggfirilmis, bu yontemle verilen matris denklemi
uygun oldugunda denklemin c¢Ozulebiliginin  otomatik olarak elde edilgi iddia

edilmektedir.

Peng (2005) deA X B = C matris denkleminin simetrik ¢ézimlerini bulmak nigi
R=AXB - C kalan matrisinin normunun minimizasyonu icin leratif yontem verilmgtir. Bu
yontemin simetrik bir bdangi¢c matrisi ile bdandginda yuvarlama hatalari olmaksizin sonlu

iterasyonla ¢6zumun elde edgdifade edilmitir.

Sheng ve Chen (2007) deA X B C X D) = (E, F) seklinde verilen cift matris
denkleminin ¢ozumleri icin etkili bir iteratif yoemn verilmg, bu yontemle ayni zamanda

matris denklemlerinin ¢o6zullebiliginin tespit edilebildéi gosterilmitir.

Wang ve ark. (2007) deA X B+ C X' D = E matris denkleminin ¢6zUmu igin iki
iteratif algoritma verilmg, bu algoritmalardan birisi matris denklemyguniken, dgeri ise
uygun dgil iken kullaniimaktadir ve bu algoritmalarla ydema hatalari olmaksizin sonlu

iterasyonla ¢cozumin elde edigdifade edilmektedir.



Fanliang ve ark. (20Q08de A X = B, X C = D) matris denklem ciftinin ¢ézumleri

incelenms, ayrica ¢ozilebilirlik icin gerek ve yetgartlar verilmitir.

Ding ve ark. (2008) de, Ding ve Chen (2005) deilgm gengletme calgmasi bazi 6zel
denklemler icin gedtirilmis, ayrica iteratif algoritmalarin hata analizi depymistir.

Algoritmalarin etkinlikleri érneklerle incelenstir.

Cibikdiken ve Aydin (2008) de, IDDM yardimiy#daX=1 (A - n kare duzenli] — birim
matris) matris denklemi c¢ozilerek ters matris pgamn algoritma ve bilgisayar programi

verilmistir.

Biz bu calsmada, Keskin (2005) ve Keskin ve Aydin (2007) deittean IDDM
yontemiyle ve bu yontemin Cibikdiken ve Aydin (2p0& A X =1 (A - n kare duzenli] —

birim matris) matris denklemine uygulanmasina beokrak
AXB=C; A, B,COR™, A, B duzenli matris

matris denkleminin iteratif cozUmunu inceleygize

1.2.Tezin Yapisi

Bu tez cakmasi be bélumden olgmaktadir. Birinci bolimde, problem tanitigrve
literatiir 6zeti verilmitir. ikinci bolimde, bu cajmada gecen bazi temel kavramlar
tanitilmstir. Uctinct bolimdeA O R™, f OR", Aduzenli matris olmak tizeré x=f lineer
cebirsel denklem sisteminin ¢ozimi icin glilen IDDM nin (Keskin, 2005; Keskin ve
Aydin, 2007) tanitilmgtir. Dérdincl bolumdé O R™" diizenli matris) n-kare birim matris
olmak Uzere A X=1 matris denkleminin ¢6zimune IDDM nin uygulanmasielde edilen
ters matris bulma yontemi ve algoritmasi (Cibikdikee Aydin 2008) tanitilngtir. Besinci
bolimde ise Keskin (2005), Keskin ve Aydin (2008) tdnitilan IDDM ydntemiyle ve bu
yontemin Cibikdiken ve Aydin (2008) d& X =1 (A - n kare duzenli] — birim matris) matris

denklemine uygulanmasina benzer olarak
AXB=C; A, B,COR™, A, B dizenli matris

matris denkleminin iteratif coztmu i¢in bir algonia ve bilgisayar programi verilgtir.



2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR

Bu bdlumde caymada gecen bazi temel kavramlara yer vegtimiBu kavramlar,
cisim ve vektér uzay kavramlari biliniyor kabul kdek Gzere, lineer @amhlik ve
bagimsizlik, vektdr uzayinin bir tabani, lineer demiklsistemlerinin ¢6zumu ve ¢6zimunin
varhgl, homojen lineer denklem sistemlerinin ¢ézim uzayi temel kavramlardir.
Literatiirde iyi bilinen bu kavramlar lineer cebitdplarinin hepsinde rahatlkla bulunabilecek
kavramlardir. Bu béliumde verilen temel bilgiler Akbt (1985), Morris (1990), ka1 (1999),
Bulgak ve Bulgak (2001) kaynaklarindan aligimi

2.1.Lineer Bagimhlik ve Bagimsizlk

V, K cismi Gizerinde bir vektor uzayi vg, x, ,...,x, IV olmak lzere
QX 0% +--+ap X, =0

esitligi sadece a,=a,=...=a,=0 iken sg&laniyorsa xi,x,,...,x,vektorlerine veya
{x1, %2, ..., x,} KUmesine lineer @amsizdir denir. Aksi taktirde,, x,, ..., x,vektorlerine veya

{x1, %3, ..., x,} KUmesine lineer @@amhdir denir.

2.2.Alt Vektor Uzayi ve Taban

V, K cismi tizerinde bir vektdr uzayi wg, x, ..., x,[JV olmak lzere

U={y:y= Z:a'ixi , o OK (=1, 2, ...,n)} OV
i=1
Kimesi, V deki bilinen toplama ve skalerle carprgamlerine goreK cismi lzerinde bir

vektor uzaydir. Bu tur vektor uzaylarina V vekt@ayininalt vektér uzaydenir.

Ayrica U kiimesindx,, x,, ..., x, } kiimesi tarafindagerilmektair veyatretiimektelir

denir ve genellikle U sparfx,, x5, ..., x,} seklinde gosterilir.

Bir vektdr uzayini geren ve lineerdmsiz olan vektorlerin kimesine vektér uzayin
bir baziveyabir tabaniadi verilir. Bir vektdr uzayinin bir bamitane vektorden ofuyorsa

vektor uzayinirboyutu ndir denir.



2.3.Lineer Denklem Sistemlerinin Cozimi ve Cozumlerin \arl g1

A mxn boyutlu bir matrisf m boyutlu vektor vex n boyutlu bilinmeyen vektori olmak

uzere
A= f 2.1)

lineer denklem sistemini ele alalim. (2.1) lindenklem sistemirgaglayanher hangi bix
vektorindineer denklem sisteminin bir ¢bzurénir.xs, (2.1) sisteminin bir ¢ozUmu v,
da A x= 0 denklem sisteminin bir cozimu ise o takdisde xs+ X, vektoru (2.1) lineer

denklem sisteminin genel ¢ozimuddr.
Lineer denklem sistemlerinin ¢ézimleri icin,

» tekc¢OzUmu var,
* sonsuz;0zUmu var,

o ¢O6zUmi yok,
durumlari s6z konusudur.

Bu durumlan kisaca aciklayalim; Bir matrisin ranknatrisin lineer bamsiz satir
sayisi ve A:f] matrisinin de ek matris olgwnu hatirlayarakA x=f lineer denklem sistemi
icin

rank[A:f] = rank@)

sarti sglaniyorsa sistemtutarhdir, aksi haldetutarsizlir denir. Sistemin tutarli olmasi
durumunda ¢ézumi mevcut, tutarsiz olmasi durumuselgdzimu yoktur. Sistemin tutarli

olmasi durumunda ise,
* n=rise sistemin tek ¢6zim,
* n>r ise sistemim-r parametreye i sonsuz ¢ézumu,

vardir.

2.4.Homojen Lineer Denklem Sistemlerinin C6zum Uzay!
A x= 0 homojen lineer denklem sisteminin ¢oztmlermdksan
U={x:Ax=0}

kiimesine homojen lineer denklem sistemipiizim uzaydenir ve ¢6zim uzay boyutlu

vektor uzayin alt vektor uzayidir.



Ornek 2.1. R cismi Uzerindex;—x+xs = 0 lineer denklem sisteminin ¢tzim uzayini ve bu

uzayin bir bazini ve boyutunu bulunuz.
C6zum. Verilen lineer denklem sistemini
X1
a1 -1 1) (xz) = (0)
X3

seklinde de yazabiliriz. rank(1 -1 1)r= 1 ve n = 3 oldigundan 2 parametreye g#iasonsuz

¢6zUm mevcuttur. Verilen sistemdea= x; + x3 olup, buradan
xx=a,X=b,a,b0R= xx=a+b
olur. Boéylece ¢6zim uzay!

a 1 0
U={x:<a+b>:a,bDR}:{x=a<1)+b(1>:a,bDR}
b 0 1

1 0
U =spar (1) (1)}
0 1

oldugu agiktir ve vektorler lineer Bamsiz oldgundan ¢6zim uzayinin bir bazi

W)

seklinde elde edilir. Buradan

kiimesidir. U nun boyutu ise 2 dir.



3. ITERATiF BOYUT INDIRGEME METODU (IDDM)

Bu bolimde, Keskin ve Aydin (2007) da verignolan IDDM metodunun bir 6zeti
verilmistir. Ayrica bu bélimde Keskin ve Aydin (2007) dakimboller kullaniinstir.

3.1.Semboller

k iterasyon sayisk(= 1,2, ...,n) k=1(1n

m indirgenen katsay! matrisinin boyutu m=n—k+1

A% indirgenen katsayl matrisi m X m matris

X® indirgenen sistemlerin ¢dziim vektorii (n —k + 1) x 1 vektor
f®  indirgenen sistemin gaaraf vektori m x 1 vektor

A% A% matrisinin 1. satir vektérinden ghn matris 1 X m matris

ag';) Ag"") nin sifirdan farkl ilk elemani skaler

A% 4% matrisinin dger satir vektorlerinden odan matris  (m — 1) X m matris

u® £ vektdrinun 1. elemanindan gdun vektor 1 x 1 vektor

v® £ yektdriinun dier elemanlarindan aofan vektor (m —1) x 1 vektor
al? A% matrisinin,i-j. elemani skaler

x’ x® vektorantrni. elemani skaler

£Y9 £® vektorunuri. eleman skaler

x{ A%9x® = 4@ lineer denklem isteminin 6zel ¢6zimi X in vektor

R®  A®x0 = 0 homojen lineer denklem sisteminin
¢6zUm uzayinin baz vektorlerindengalo matris m X (m — 1) matris

3.2. Metot

Keskin ve Aydin (2007) de, Wang ve Jiang (2000) tdeitilan boyut indirgeme
yonteminin A dizenli matrisinin parcalagina ba&ll olarak bazi olumsuz taraflarini ifade
etmis, A dizenli matrisinin farkl parcalagini kullanarak bahsedilen olumsuzluklari ortadan

kaldirms, her bir adimda bir boyut indirgeyen metod verghini
Bu metod kisacasagidaki gibi 6zetlenebilir;

Ax = f; A, nboyutlu dizenli matrisx ve f, n boyutlu vektor



lineer cebirsel denklem sistemini ele alalin= 1(1)n iterasyon sayisin =n—k + 1 ise
indirgenen katsay! matrisd® matrisi ve f® indirgenen sistemin gataraf vektoriiniin

boyutlaridir.

k k)\j= k k)\j=1(1 k
A = @Y=M, 4 = @) SGm v = G imaam

olmak Uzere indirgenen sistemin katsayl matrissagetaraf vektoru

A k=1 f k=1
() — _ <) —

indirgeme denklemleriyle veriimektedindirgenmj lineer denklem sisternse
AW () = £

olarak elde edilmektedir. Bu indirgengiiineer denklem sisteminin bir 6zel ¢6zimu ise

£ T
X(()k)=<0 e 0 22— 0 - 0 )

(k)
als

ile verilmektedir.

(k)
(( 7ﬂ:[)((Tn,—l) >' s=1
Im—1)x(m-1)
Is—1)x(s—=1)  O(s—1)x(m—s)
(k) — k
R™ =41 03¢y M | s=2Lm-1
Om-s)x(s—1) Im-s)x(m-s)
<I(m—1)x(m—1))' s=m
\\' O1x(m-1)

seklinde verilen matris ise4§k)x(") = 0 homojen lineer denklem sisteminin ¢ézim uzayinin

baz vektorlerinden oban bir matristir.

Boylece verilenAx = f lineer denklem sisteminin ¢6zimd,

n

-1 -1

x=x0=Y(]]r0 | x® ; [ ro = {R(”R(Z) ROV i>1
. ° , I ;i=1
Jj=1 j=1

i=1

ile verilmektedir (Keskin, 2005; Keskin ve Ayd2007).



3.3.IDDM Ig¢in Bir Uygulama

6X1+2%o+X3= -5
“X1-3Xo+2%3= 1
-2X1+Xo-3X3= -5

lineer denklem sistemini yukaridaki metot ile ¢cézel

0. adim (Giris Elemanlari):

6 2 1 -5
A=|-1 -3 2], f=[1], n=3

-2 1 -3 -5

degerleri girilir. BuradaA dizenli matristir.

Adml.k=1igin m=n—-k+1=3-14+1=3 hesaplanir.

A=A £0=f 5 (V= £ 0l =a; (=12, ..m; j=1,2, ... maln.

Yeni lineer denklem sistemi;
AD xO = § @)
olur.

1 _ w_[-1 =3 2
11.4% =16 2 11,45 _[_2 ) _3]

#etes) 1)

12.1<j<3igin aS-) # 0 olup olmadg kontrol edilirse

a§11)=6¢0, s=s5=1

olur.

1.3. x{Vsecilirse; XV = [_E

- 0 O]Tolur.

14 @ = _aggﬂ) _a§1(2+2) den
o - [€Y) [€Y)
s s

- -

olarak hesaplanir.
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2 1 o]
1.5. RW =1 ¢ bulunur.
— 0 1

. T
1.6. X @ parametrik olarakx @ = [x?  x{*]  seklinde alinir.

Adm2. k=2 icihm=n—-k+1=3-2+1=2 olur.A® vef®

I
2) _ AP —|— 6 6
A= ADRD _[_ _B]l o e

F@ =@ — (1)X(1) [5] [ 2] 6] _ %4

seklinde hesaplanir. Yeni lineer denklem sistemi;

AD D=5
olur.

21 4P =[-2 B] D[22 @[] o=~ ol

6 6 6
22.1<j<2i¢in a(z) # 0 olup olmadg! kontrol edilirse
agzl)——%th, s=1

olur.

T
2.3. XPsegilirse; X = [—% 0] olur.

4@
2.4. 1@ = [— 1(5“)] den r® = [—] olarak hesaplanir.
a

1s

T
2.5. s=1 olupR® = E 1] bulunur.

T
2.6. X ® parametrik olarakx ¥ = [xf’)] seklinde alinir.

Adm3.k=3icin m=n—k+1=3-3+1=1 olur.A® vef® hesaplanirsa;

A(3)—A§2)R(2) l l [_126
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f® =@ — AgZ)X(()Z) :[_ %] [— —l [_ 630

seklinde hesaplanir. Yeni lineer denklem sistefi X® = f ® olup, X® hesaplanirsa;

@ [,®][> _—% [£22]x®
X [ ] )= =Xo

126

olacaktir.

Adim 4.(Cikis Elemani) Aradigimiz ¢6zim

3 i-1

X=x®= Z _[ RO | x© = [x® + ROX® 4 ROR@X®D
i=1 \ j=1
) _g 6 6 ! _% 1316307 _[3
X=xW = 1z [_] =
olTl1 o 16| * o |16]l126 4
0 0 1 5

olarak elde edilir.
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4. IDDM YARDIMIYLA B

IR MATRISIN TERSINI BULMA

Bu bolimde, Cibikdiken ve Aydin (2008) da vergrolan, IDDM kullanarak verilen

duzenli matrisin tersini bulan metodun bir 6zetriveistir. Ayrica bu bélimdeki semboller,

3.1. kismindaki semboller ve bu sembollere ek &laaz sembollersagida verilmitir.

4.1.Semboller

Y

| ()

0

pxq

pxp

u®
v

K
Y

K
Vi

4.2.Metot

|| = (Iil), |,| = 1(1)’], Iil = {

indirgenen sistemin ¢6zim vektord
indirgenen sistemin gaaraf vektoru

sifir matrisi

birim matrisi

1) nin 1.elemanindan ajan vektor

1) nin diger elemanlarindan oan vektor
AR Y® = y® sistemininbir 6zel cozimii

A Y,® =0 sisteminin ¢dzumii

1 i=
0 i#l

seklinde tanimli olmak tzere
AY =1l ;1=1(1n

lineer denklem sistemlerini ele alalif§imdi | = 1 igin

AY= AV YO = 10=1

m-vektor
m-vektor

pxq matris

px p kare matris
1-vektor

(m - 1)-vektor
m-vektor

m-vektor

seklinde elde edilen sisteme 3.2. kisimda tanitilan IDDM metoglulanarak sisteminin

genel ¢ozuimi

13



n i-1
Y;= Yl(l) — z |—J R Yl(tij)
i=1 \_j=
vektori bulunur. Buradd,® vektori AP Y,” =u® sisteminin bir 6zel ¢ozimudar.
AY=1, |=2@n

sistemlerinin her birine IDDM tekrar tekrar uygusaak

n i-1 ) )
Y= 0= 2 []RY . 1=20n
i=1\_j=

vektorleri elde edilir.

Simdi A'Y = | matris denkleminin ¢6zUmu olal matrisinin tersini veren teoremi

verelim.

Teorem 1. A dizenli matris]—birim matris olmak UzerA Y=1 sisteminin ¢6zumu,

Y=AY=[Y1 Y2 ... Y]; Y.:Z(r] R‘”}(Ié”, | =1(1n

i—-1 .
dir. Burada ] R =
j=1

MR (-1 .
{R R¥..R 11 seklinde tanimlanmaktadir (Cibikdiken ve

[ =1

Aydin, 2008).

4.3.IDDM Yardimiyla Matris Tersi Icin Bir Uygulama

2 3 -4
A=11 0 1 | matrisinin tersini bulalim.
0o -2 1
2 3 -4 1 0 O
Veri: A=11 0 1],I=[O 1 0]
0o -2 1 0 0 1

Adim 1. k = 1 alinir, n = 3, m = 3 olur.

1) _ @w_[1 0 1
111. A7 =[2 3 —4],4;" = [0 o 1] olur.
112.1<j<3igin aS.) + 0 olup olmadg kontrol edilirseal} = 2 = 0 ve

s =s; =1o0lur.
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11.3. r® = [—% 2] olarak hesaplanir.

3 T
11.4. R(l)zl_E 1 Ol bulunur.
2 0 1
_3 g
115. A® = AVR® = [ 2 l bulunur.
—2 1
k = 2 alimir, m = 2 olur.
3
121. A® = [_E 3] AP =[-2 1] olur.

122.1<j<2igin ag) # 0 olup olmadg! kontrol edilirse

a§21)=—§¢0, s=s,=1

olur.
12.3. r® =[2], olarak hesaplanir.
12.4. R® =2 1]" bulunur.

125. A® = APR® = [-3] bulunur.

1
Adim 2.l = 1i¢in ;= [0 olur.
0

1
21.1.187 = o

0
212.k=1, m=3,s=1

&)

u

21211 11(1):( %1)> olup u§1> = [1], vl(l) = [0] bulunur.
2} 0

T
21212. v =2 0 o] bulunur.

T
21213. 17 = v = APy = [-2 0| bulunur.
212.k=2,m=2,s=1

u®

v 1(2) 2

21221. 11(2):< )olup u§2> = [— 1], vl(z) = [0] bulunur.
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T
21222. v =3 0| bulunur.
T
21223. 1 =v® — 4Py olup 1 = |2] bulunur.

212. k:S;A(3)=[—3],11(3)=[§]T0Iqu(3) [ ] bulunur.

2.13.
3 i—-1
- Z an y®
i=1 \ j=1
2
1 |5 ]
_ 12 2 1
= fof+] o H+ : H[—-] -4
0 0 _2
9

olur.

[ =2icin, ;= [1] olur.

0
221. 1Y = |1
222 k=1, m=3, =1

e
22211, 1{V= <

1 _ @ _[1
(1)> olup u,” =1[0], wv,” = [0] bulunur.

22212.YP =[0 0 0] bulunur.
222.13. 12(2) (1) A(l)Y(l) olup 1(2) [1 0]7 bulunur.

222. k=2, m=2,s=1

(2)
22221. 1(2) ( (2)> olup u(z) [1], vz(z) = [0] bulunur.

T
22222. v =[-2 0| bulunur.
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T
2.2.2.2.3.12(3) (2) A(Z)Y(z) olup 12(3) = [— %] bulunur.

T T
222. k=3; 4B = [-3] ,12(3) = [—%] qupYz(s) = E] bulunur.

223.
3 i—-1
w3 ([ ) e
i=1 \ j=1
5
3 [=]
o] [-2 2]y nn [-2 2 9
z 2 2114 2
0 0 1 0 1 H
9

olur.

0
[ = 3icin, I3= [O] olur.
1

0
231. 1V = H
232.k=1, m=3,5=1

(2)
232.1.1. I(l) ( (2)> olup u(l) [0], (1) [O] bulunur.

23212. Y& =[0 0o 0] bulunur.
23213. 1% = v — APy olup 1P = [0 1]7 bulunur.

232.k=2,mF2,s=1

(2)

@_
23221 If ( -

)olup u(z) [0], (2) = [1] bulunur.
23222. Y =0 0] bulunur.
23223. 1Y =v® — APY? olup 1€ = [1]7 bulunur.
T
232. k=3;A® =[-3],1¥ = [1]7 olupY = [—i] bulunur.

17



233.

3 i—1
Y, = Z RO | y®
i=1 \ j=1
1
3 3 >
o] [-2 2 -3 2 3
_ 2 0 2 2 11 _1_2
o= lo|+| % o[l +] 1 o][l][—;]— 3
0 1 0 1 _1
3
olur.
2 5 1
15 5 3|
Adim 3. Y :A‘lz[Ylvzvg]:l—g g —§| elde edilir.
l_z 4 _1J
9 9 3
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5. AXB=C MATRIS DENKLEM INiN IDDM YARDIMIYLA COZUMU

A= (gj), B = (bj) matrislerin boyutlu diizenli matrisler v€, n boyutlu her hangi bir

matris olmak Uzere,

AXB=C (5.1)
seklindeki matris denklemini ele alalid.B =Y olarak alirsak matris denklemi

AY=C (5.2)

matris denklemine donir. A dizenli oldgundanY matrisinin varlgl ve tekligi aciktir ve iyi

bilinmektedir. Y matrisi bulundgunda XB = Y matris denklemi elde ediliX" matrisi
B"X =Y’ (5.3)

matris denkleminin ¢6zimiu olmak uUzere (5.1) in gdzinatrisinin X matrisi oldgu

kolaylikla gorular.

5.1.Semboller

Bu bolimde kullanilan semboller, 3.1. ve 4.1. klanmdaki sembollere ilaveten bazi

semboller gagida ek olarak verilnstir.

(BT (BT)®) matrisinin 1. satir vektériinden g&n matris 1 x m matris

bi’;‘) (BT)E"") matrisinin sifirdan farkl ilk elemani skaler

(BT)g") (BT)® matrisinin dger satir vektorlerinden ojan matris (m — 1) X m matris
(XT)%‘) (BT)gk)(XT)Ek) = ul(k) sisteminin bir 6zel ¢6ziimdi m —vektor

(XT)?,? (BT)gk)(XT)Ek) = 0 sisteminin ¢6zumdi m —vektor
5.2.YOntem

Bu kisimdaA X B = Cmatris denklemi icin verilecek olan yéntem, Keskim Aydin
(2007) deA x =f lineer denklem sistemi icin verilen IDDM yontemé Cibikdiken ve
Aydin(2008) de IDDM ninA X = | (I-birim matris) matris denklemine uygulanmasi igin
verilen modifiye yontemin i¢ ice uygulanmasiylaeketilen bir genelkgirme niteligindedir.

Simdi A X B = C matris denklemini ele alalinilk olarak

XB=Y
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donuma ile
AY=C
matris denklemine udir. Daha agik bigekilde yazarsak
[AY, AY, .. AY,]= [C; C, .. Cul; C,=(cy), i,l=1(n

seklinde ifade edebiliriz. Boylece verilen matrisnéemini

Ay =C, I=1Mn; Y, = Qw), G =(c), i=12,..,n
seklinden tane lineer cebirsel denklem sistemine dtimin(s oluruz.

Simdi I = 1 i¢in (5.4) sistemine IDDM yi adim adim uygulayalim:

l = 1i¢in (5.4) sistemini

AY, = AOYP=c® = ¢,

seklinde yeniden yazalim. (5.5) sistemini,

Wy _ . @, 4@ _ (OO @y @
AT =u T A4 _(alj) » U —(611)

ve

Wy@) _ @), 4@ _ (@)TOr gy
ASY) —vl,Az—(a) (2) —(

¢y}
1 ) c
YU Ji=2(1)n

i1

)i=2(1)n

olacaksekilde ikiye bdlelim. (5.6) sisteminin bir 6zel ¢inu

B W T
Yrs :(0 e 0 a?) 0 - 0 )

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

olarak segcilebilir. Buradaﬁ)(l <s<n), Agl) matrisinin sifirdan farkl ilk elemanidir.

(5.7) sisteminin homojen ¢ozimu

Yl(;) — R(l) Yl(Z)

12

olarak bulunur. BuradaY\?, y;; (i = 1(1)n, i #s) parametrik dgiskenlerden olgan

(n — 1) boyutlu vektér veR ™ ¢dziim uzayinin baz vektérlerinden @ln
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€Y
(( rlx(n—l) )) s=1
In—1)x(n-1)

Is—1)x(s-1)  O@s-1)x(n-s)

RO =3 0oy 7y | s=2n-1
On-s)x(s-1)  Itn-s)x(n-s)
Itn-1)xm-1) _
\( O1x(n-1) )' SEn

seklinden x (n — 1) matristir. Burada

@
¢y _ . _ (,,@® &y my. ,® _ _ %
Mix(n-s) = rt = (r1(5+1) Tis+2) " Tn ) ny = agf) Jj=s+1(Dn
dir. (5.5) sisteminin genel ¢b6zimu ise
v =vP + v = v + ROy (5.10)

olusan matristir. Yl(l) ¢6zUmuani (5.7) de yerine yazar ve dizenlefgek 1) boyutlu
A@y® = c@ (5.11)
yeni denklem sistemine ylér. Burada
A® = APRW, @ =, _ yOy®

olur. (5.6)-(5.10) arasi adimlar (5.11) sistemiggulanirsa biri dierini takip eden sistemler

AW = pJVRUD o0 = D gDy G e = 2(D)n
olmak tzere
AWY® = o (5.12)

seklinde elde edilir.k =n olmasi durumunda ortaya cikan lineer denklem rsist@
boyutunun 1 olaga aciktir. Boylece k=n(—-1)2 icin Yl(k) vektorlerini, Yl(k"l)

vektoérlerinde yerine koyarsak (5.5) sisteminin gz

n i-1
Yl:Yl(l):Z(l—l R(j)JYlg) (5.13)
j:

i=1

olarak bulunur. Buraya kadar olan kisim IDDM nin.55 sistemine adim adim

uygulanmasidir.

I = 2(D)n igin; R® ve A matrisleri sg taraf vektorlerine bigi olmadgindan
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AY, =C, 1 =2(D)n (5.14)
lineer cebirsel denklem sistemlerinde (5.6)-(54@sindaki hesaplamalardan sadece

c® T
Ylgk) = (0 - 0 1(11() 0 - 0 ) 'Cz(k) :vl(k—l) _Agk—l)ylgk—l)' k=2(Dn

vektorlerini hesaplamak yeterli olacaktir. Bu veléd hesaplandiktan sonra (5.14)

sistemlerinin ¢ozim vektorleri

n i-1

y=v®= z I_IRU) v®, 1=2(n (5.15)

i=1 \ j=1

seklinde elde edilir. Boylece

matrisi hesaplanmaiolur.
Simdi Y matrisi bilindigine gore artikX B =Y matris denklemi yerine
B"X'=Y"; B'=(by), X' =(04), Y =(), i,j=1,2,...n
matris denklemini ¢cozmek, verilen matris denklengdzmeye yeterli olacaktir. Son matris
denklemini, (YT); = (y;), | = 1(1)n; i =1(1)n olmak Uzere

[BT(XT)1 BT(XT)z .. BTXNDpl=[0"1 Mz . (¥Myl;
seklinde de yazabilir. Boylece
B"(X"), = (¥"); L=1(Dn (5.16)
seklinden tane lineer cebirsel denklem sisteminesiiia

Simdi I =1i¢in (5.16) lineer cebirsel denklem sistemine IDDM yira adim

uygulayalim:
l = 1igin (5.16) sistemini
BT(XT), = BNHOxNHP=yNHM = (v7), (5.17)

seklinde yeniden yazalim. (5.17) sistemini,

]=1(1)n
(BT)gl)(XT)gl) _ uil) (BT)(l) ( (1)) (1) (yl(i)) (5.18)
MDD _ @ pry@ _ (VT @
Bz (X" =w, (B, (bﬁ )i=2(1)n (yll )z=2(1) (5-19)
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olacaksekilde ikiye bdlelim. (5.18) sisteminin bir 6zelagimi
W _ y® T
aNF=(0 -~ 0 U0 w0 ) (5.20)
Sl

olarak secilebilir. Burada(l)(l <s<n), (BT) matrisinin sifirdan farkl ilk elemanidir.
(5.19) sisteminin homojen ¢ozimi

(XN = ROENHP Z5)
olarak bulunur. Burada (XT)gz),xll (i =1(1)n,i #s) parametrik dgiskenlerden olgan

(n — 1) boyutlu vektér v ¢6ziim uzayinin baz vektdrlerinden @in

€Y)
(( rlx(n—l) )) s=1
In—1)x(n-1)
Is—1)x(s—-1)  O@s-1)x(n-s)
1) _
R =4 01><(s—1) 1(><)(n -s) ’ s=2(1)n-1
Otn-s)xs-1)  In-s)xm-s)
<I(n—1)x(n—1))' s=n
\\ O1xn-1)

seklinden x (n — 1) matristir. Burada

ey
o _ €Y 6y D). ,.@® _ _bn
Nxn-s) = r® = (1(s+1) Ns+2) rl(n))’ hj = ]<1) Jj=s+1(Dn
dir. (5.17) sisteminin genel ¢6zimu ise
(XT)(l) (XT)(l) + (XT)(l) (XT)(l) +R(1)(XT)§2) (5_22)

olusan matristir. (X T)gl)

¢6zimuini (5.19) de yerine yazar ve dizenle¢aek 1) boyutlu
(BT)(Z)(XT)(Z) (YT)(Z) (BT)(Z) _ (BT)(l)R(l) (YT)(Z) vl(l) _ (BT)gl)(XT)%) (5.23)

yeni denklem sistemine yldir. (5.18)-(5.22) arasi adimlar (5.23) sistemuygulanirsa biri

digerini takip eden sistemler
(BT)(k) — (BT)gk_l)R(k—l) ) (YT)gk) — vl(k 1) (BT)gk_l)(XT)(k 1) ) k = 2(1)7’1
olmak Uzere

(BTRxTHF = (v (5.24)
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seklinde elde edilir.k =n olmasi durumunda ortaya cikan lineer denklem rsist@
boyutunun 1 olaga aciktir. Boylece k = n(—1)2 icin (XT)gk) vektdrlerini,(XT)gk"l)

vektoérlerinde yerine koyarsak (5.17) sistemininigoz

n i—-1
@Dy = P = (][R ) am (5.25)
1 \j=1

i=
olarak bulunur. Buraya kadar olan kisim IDDM nin.1(p sistemine adim adim
uygulanmasidir.
l=2(1)n igin
(BNX™, =" B'=(by), X™)= i), Y =), i=1,2,..n (5.26)
sistemlerinde (5.18)-(5.25) arasindaki hesaplardatasadece

(k)

T
NP =(0 ~ 0 B0 w0 ), NP =y -ENIFVANE, k= 200n
s1

vektorlerini hesaplamak yeterli olacaktir. Bu veldd hesaplandiktan sonra (5.26)

sistemlerinin ¢cozim vektorleri

n i—1
(XT)lz(xT)S):Z HRU) @NHD, 1=2(Dn (5.27)
j=1

i=1
seklinde elde edilir. Boylece
X" = [(XT)1 (XT)z (XT)n]

matrisi hesaplanmiolur. Buradan d&X”)T islemi sonucunda aranaX% matrisi bulunms
olur.

Simdi A X B =Y matris denkleminin ¢ozimunu veren bir teoremi Kesie Aydin
(2007) de ve Cibikdiken ve Aydin(2008) de verilearemlere benzer olarak verelim.

Teorem 2. A,BO0M,(R) duzenli matris,C[IM,,(R) olmak tzere (5.1) matris denkleminin

¢Ozumu
X:[(XT)l (XT)Z (XT)n]T

matrisidir. Burada
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) T

(XT)z=i{ﬁR(”J 0, xTH® = (0 w0 25 0 - 0 ),|:1(1)1,
i=1

j:]_ Sl

v elemani

n i-1
Y1(k) = Z 1_[ RY) Y1(t§)
i=k \ j=k

vektoruntnl inci elemanti diger bir ifadeylek inci iterasyonda elde edilef” matrisinin|

inci satirin 1 elemant),

. ®
Y1(é)=<0 e 0 Zhl) 0 - 0 >,

1s

c&) elemani iseCl(l) vektorinin 1 inci elemant ve

HR(”‘ ROR® R ji>1
j=1 | ; i=1

seklinde tanimhdir.

Ispat. ispat, Keskin ve Aydin (2007) de ve Cibikdiken vedfwy(2008) de verilen Teorem 1
in ispatindan ve 5.2. kisimdaki yontemin agiklamdan aciktir.

Not: Yukarida verilen teorem, IDDM nin tekrarlamalilleenimi ile Cibikdiken ve Aydin
(2008) de inceleneA X =1 matris denkleminin ¢6zUmunu veren teoremin gestalilenesi

niteligindedir.

5.3. Algoritma
Giri s Elemanlari: n boyutluA, B, C matrisleri;A, B- dizenli matris
Adm1.k=1(In-1,m=n-k+1;AY=A

j=1(1)m

v A5 A= ey A= ()

i=2(1)m
1k.2.a bul. a¥, af?# 0, j = 1(1)milk eleman. g= s al.

1k.3. Bger 1<s <mise,

(k)
K _ (K K K S
r = (r]§<()s+l) r15<()s+2) e T ) r() ——u +1=st1l(@m
Qs
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1k.4.R¥ hesapla.

(k)
Ix(m-1) s= 1

L (m-ayx(mea)

Is sty Osax(mes)

k) — k —
RY =31 Ope AN s=2(0)m-1
0( m-s)x(s-1) I( m-s)x( m-s)
! (e
(m=-Dx(m-1) s=m
Ol><(m—1)

1k.5. A% = AWR® hesapla.

Adim2.1=1(1n; C=[C,. C, ... C]

21.1.C¢P=C,C = (@), i =1(1pn,

212 k=1(1n-1,m=n-k+1,s=8

(k)

u
2.2k1.C¥ :[vle; u = (cf?), 9= (cf) i=am
|

(k)

S

" T
2.|.2.k.2.Y|gk>=[o .. 0 20 .. oj
21.2k3. ¥ =y® - ALYH

(n)
212.k=n; A" =(ay), ¢ =(c”) Y.é”):(q_lj

(n)
1

21.3.Y, = Z(r] R‘”}(,g’
=1\ j=

ADM3.Y=[Y1Yz... Ya]

Adim 4. A:=B', C:=Y" al ve Adim 1 e git.

ikis Elemani: Cézim X =Y' dir.
G

Bu kisimda verilen algoritma, Keskin ve Aydin (20@@ Cibikdiken ve Aydin (2008) de
verilen algoritmalarin modifikasyonu nitgindedir.

Simdi bir 6rnek Uzerinde algoritmay! uygulayalim.
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Ornek 5.1.

1 2 0][*11 X122 X13][2 -1 1 9 -—-15 10
0 1 4||X21 X22 X23||11 -2 1]|=|15 -6 1
—1 0 6l1lX31 X322 X33111 1 -2 15 3 -6

matris denklemini IDDM ile ¢ozelim.

0. adim (Giris Elemanlar)

1 2 0 2 -1 1 9 -15 10
A=10 1 4|, B=|1 -2 1], C=|15 -6 1
-1 0 6 1 1 =2 15 3 -6

deserleri girilir. BuradaA,B duzenli matristir.

Adim 1.k =1 alinir, n =3, m = 3 olur.

0 1 4

@ _ 1 _
111. A7 =[1 2 0],4, 1.0 6

] olur.

112.1<j<3icin a(l) # 0 olup olmadg! kontrol edilirsea!} = 1 # 0 ve
s =s; = 1o0lur.

113. r® =[-2 0] olarak hesaplanir.

_ T
1n4. RD = [ 02 (1) (1)] bulunur.

1 4

@ = g1Wp @) —
115. A A; R den A 2 6

] bulunur.

k = 2 alimir, m = 2 olur.

121. A(Z) [1 4] (2) =[2 6]olur.

) —1+0ve

122. 1<j<2igin a(z) # 0 olup olmadg! kontrol edlllrsea(2
s =s, =1olur.

123. r® =[-4], olarak hesaplanir.

124. R® =[-4 1]" bulunur.
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125. A® = APR® den A® = [-2] bulunur.

9

15 olur.

Adim 2.1 = 1 icin, C; =

211.¢V = [ ]

212.k=1,nm=3,s=1

®
1_ D _ @ _ [15
21211. C; ( (1)> olup u;” =1[9], v~ = [15] bulunur.

21212. ¥ =[9 0 0] bulunur.

21213. ¢ = v — APy D olup ¢® =[15 24]7 bulunur.
21.2.k=2,m=2,s=1

(2

@
21221. ¢ <(a

>0Iupu(2) [15], (2) = [24] bulunur.

21222.v¥ =15 0] bulunur.
21223. ¥ =v® — APYD olup ¢® = [-6]" bulunur.

212. k=3;4® =[-2],C® = [-6]T olupY = [3]” bulunur.

213,
3 i—-1
Y1=Z HRU) v =13 3 3
i=1 \ j=1
~15
l:2igin,C2= —6 | olur.
3

~15
221. ¢V =| -6

222.k=1, m=3,s=1
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1
ug ) —6

22211, Cz(l):< >o|up uP = [-15], vV = [ 3 ] bulunur.

e
22212.YP =[-15 0 0] bulunur.
22213. ¢ =v" - APYD olup ¢ =[-6 —12]7 bulunur.

222.k=2, m=2,s=1

(2)

u
f2)> olup u$? = [-6], v{¥ =[~12] bulunur.

22221. CZ(Z):(
2

22222. Y2 =[-6 0]7 bulunur.
22223. € =v® — APYD olup ¢ = [0]7 bulunur.

222. k=3;A® =[-2], ¢ = [0]7 olupYS’ = [0]7 bulunur.

223.
3 i-1
Y, =Z HRU) vy =[-3 -6 0]
i=1 \ j=1
101
=3 igin, Cs=| 1 | olur.
6
101
231.¢M =11
6

232.k=1, m=3,s=1
e

23211 ¢P={ 3
&

)olup ugl) = [10], vél) = [—16] bulunur.

23212. ¥ =[10 0 0]7 bulunur.
23213. ¢ = v —APYD olup ¢® =1 4] bulunur.

232.k=2, m=2,s=1

e
@

23221. c§2)=(
3

) olup u§2> =[1], v§2) = [4] bulunur.
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23222. Y@ =[1 0] bulunur.
23223. ¥ = v — APYD olup ¢ = [2]7 bulunur.

232. k=3;A® =[-2],¢ = [2]7 olupYS’ = [-1] bulunur.

233.

3 i—1
Y3=Z HRU) vy =10 5 -1]7
i=1 \ j=1

3 =3 0
Ad|m3.Y:[Y1Y2Y3]: 3 —6 5]
3 0 -1
2 1 1 3 3 3
Adm4. A=B'=|-1 -2 1|, C=Y"=|-3 -6 Olal.
1 1 -2 0 5 -1

Bu asamada yenA ve C matrisleri icin yukaridaki adimlar tekrar uygulpnsonucta

elde edileny matrisinin transpozu istenéh¢ézumu olacaktir.

0. adim (Giris Elemanlar)

A=

2 1 1 3 3 3
-1 -2 1|, C=|-3 -6 0
1 1 -2 0 5 -1

degerleri girilir. BuradaA dizenli matristir.

Adim 1.k =1 alinir, n =3, m = 3 olur.
111. AP =12 1 11,40 = [ ) ]olur

112.1<j<3icin a(l) # 0 olup olmadg! kontrol edilirsea!} = 2 # 0 ve

s =s; = 1o0lur.
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113. r® = _—% —%] olarak hesaplanir.

- 1 T
—= 10
1n4. RW=| 2 bulunur.
~1 01
| 2
_3 3
115. A® = AVRM den 4@ = | 2 2 | bulunur.
2 2
k = 2 alimir, m = 2 olur.
@ _[_3 3 @ _[t _s
121. AP = -2 3 AP =2 -3 olur.
122.1<j<2igin ag) # 0 olup olmadg1 kontrol edilirsea'?) = —%

ves = s, =1 olur.
123. r® =[1], olarak hesaplanir.

1224. R® =1 1]" bulunur.

125.4® = APR® den A® = [-2] bulunur.

Adim 2. [ = 1 icin, C; =

3
—3| olur.

0
3
211.¢M = [—3]
0
212.k=1, m=3,s=1

1)

u —

21211, Cl(l)=( %1)> olup u{ = [3], vV = [ 3] bulunur,
(2] 0

T
21212. v =[> 0 o] bulunur.

21213. ¢P = v — ALY olup ¢ = [‘%

212.k=2, m=2,s=1
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_E] bulunur.
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21221. C(Z) ( Zi) olup u(z) [ ] (2) [ %] bulunur.

21222.Y? =[1 0] bulunur.
21223. ¢ =v® — APy olup ¢® = [-2]" bulunur.

212. k=3;4® =[-2],¢® = [-2]T olupY = [1]” bulunur.

2.13.
3 i-1
=z HRU) vy =0 2 1
i=1 \ j=1
3
[ = 2 igin, C,=|—6] olur.
5

3

221. ¢V = [—6]
5

222.k=1,m=3,5°1

™
u —
22211. ¢ = ( (1)> olup ul” = [3], v = [ 56] bulunur.

T
22212. v =[> 0 o bulunur.

T
22213. ¢ = v - 4APv olup ¢fP = |-2 2| bulunur.

222.k=2,m=2,s=1
2 _ ug? @) _ (2)
22221. C, ( (2)> olup u, [ ] [ ] bulunur.

22222.Y? =[1 1] bulunur.
222.23. 62(3) (2) A(Z)Y(z) olup 6(3) [2]7 bulunur.
222.k=3;A® =[-2],¢c{® = [2]7 olupYS’ = [~1]" bulunur.

223.
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3
Z HRU) vO=11 2 -1I°

i=1
.
=3 igin, Cs=| 0 | olur.
—1
.
231.cV =10
—1

232.k=1, m=3,s=1
@ _ ug” €3] 0
23211. C; ( (1)> olupu =[3], v’ = [_1] bulunur.

T
23212. v =[> 0 o] bulunur.

T
23213. ng) (1) A(l)Y(l) olup Céz) = E —;] bulunur.

232.k=2, m=2,s=1

23221. C(Z) < Zi) olup u(z) ” (2) [ g] bulunur.

23222. Y2 =[-1 0] bulunur.
23223. ¥ = v — APYD olup ¢ = [-2]7 bulunur.

232. k=3;A® = [-2],¢® = [2]7 olupYS’ = [1] bulunur.

233.

3 i—-1
Y3=Z HRU) y=m1 o 17
AL

i=1
0o 1 17
Ad|m3.Y:[Y1Y2Y3]: 2 2 0
1 -1 1.
0 2 1
Cikis Elemani: CozimX:=Y '=|1 2 -1
1 0 1




5.4.Maple Programi

> restart;
> with(linalg, blockmatrix);
> with(LinearAlgebra, SubMatrix, MatrixMatrixMultiply, MatrixVectorMultiply,RowDimension, SubVector,

Transpose);

> ¢oz:=proc(A::Matrix,B::Matrix,C::Matrix)
# Bu prosediir, A ve B diizenli n-matrisler olmak tizere AXB=C matris denkleminin ¢6ztimiinii hesaplar.
global alt¢oz,X;
X:=Transpose(alt¢6z(Transpose(B), Transpose(alt¢oz(A,C))));
print("Soru :AXB=C matris denkleminin ¢6ztimii X matrisi nedir?"); print("A"=A,"B"=B,"C"=C);
print("AY=C","Y"=altcz(A,C)); print("XB = Y", "X" = X);

end proc:

> alt¢oz:=proc(A::Matrix,Z::Matrix)

#altgoz prosediirti Cibikdiken ve Aydin(2008) daki bul prosediirtiniin I birim matrisi yerine C sagtaraf matrisi
almarak elde edilen halidir.

global Cn,B,A1,A2 k,m,z,c,s,r,H1,H2,B1,B2,B3,B4,B5,B6,R Le,i,d,u,v,YO,RRY,Sj;

n:=RowDimension(A); B[1]:=A; printf("A[1]="); print(B[1]);

for k from 1 to n-1 do m:=n-k+1;
Al[k]:=SubMatrix(B[k],1..1,1..m); A2[k]:=SubMatrix(B[k],2..m,1..m);
for z from 1 to m do if A1[k][1,z]<>0 then c[k]:=z; break; end if: end do:
s:=c[k]; r[k]:=Matrix(1,1..m-s);
for z from 1 to m-s do r[k][1,z]:=-B[k][1,s+z]/B[k][1,s]; end do:
H1:=Matrix(m-1,m-1,shape=identity); H2:=Matrix(1,m-1,0);
B1l:=Matrix(s-1,s-1,shape=identity); B2:=Matrix(s-1,m-s,0); B3:=Matrix(1,s-1,0);
B4:=r[k]; B5:=Matrix(m-s,s-1,0); B6:=Matrix(m-s,m-s,shape=identity);
if s=1 then R[k]:=convert(blockmatrix(2,1,[r[k], H1]), Matrix); end if:
if s=m then R[k]:=convert(blockmatrix(2,1,[H1,H2]),Matrix); end if:
if s>=2 and s<=m-1 then R[k]:=convert(blockmatrix(3,2,[B1,B2,B3,B4,B5,B6]),Matrix); end if:
B[k+1]:=MatrixMatrixMultiply (A2[k],R[k]);
printf("R[%d]=", k); print(R[k]); printf("A[%d]=", k+1); print(B[k+1]);
end do:

for 1 from 1 to n do e[l]:=Vector(1..n);
for i from 1 to n do e[l][i]:=Z][i][l]; end do:
d[I][1]:=e[1];
for k from 1 to n-1 do m:=n-k+1;
s:=c[k]; u[l][k]:=SubVector(d[1][k],1);
v[l][k]:=SubVector(d[1][k],2..m); YO[I][k]:=Vector(1..m);
for z from 1 to m do YO[1][k][z]:=0; end do:
YO[I][k][s]:==u[l][k][1]/ A1[K][1,s];d[1][k+1]:=v[I][k]-MatrixVectorMultiply (A2[k],YO[1][Kk]);
end do:
YO[1][n]:=d[1][n]/B[n][1,1]; RR[0]:=Matrix(n,n,shape=identity); Y[1]:=YO[1][1];

foriton-1do
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RR[i]:=R[i]; RR[i:=MatrixMatrixMultiply (RR[i-1], RR[i]);
S[i]:=MatrixVectorMultiply (RR[i], YO[1][i+1]); Y[1]:=Y[1]+S[i];
end do:
end do:

C:=Y[1];
for j from 2 to n do C:=convert(blockmatrix(1,2,[C,Y[j]]),Matrix); end do:

end proc:

5.5.Numerik Coztumler
Ornek 5.5.1.

> Aa:=Matrix([[1,2,0],[0,1,4],[-1,0,6]]); Bb:=Matri¥{(2,-1,1],[1,-2,1],[1,1,-2]]);
Cc:=Matrix([[9,-15,10],[15,-6,1],[15,3,-6]]);

120 2 -1 1 9 -15 10
da=| 014+Bb=|1-2 1|Ce=|15 -6 1
106 11 -2 15 3 -6

> ¢0z(Aa,Bb,Cg; "Soru :A X B = C matris denkleminin ¢ozumX matrisi nedir?

1 20 2 -1 1 9 —15 10
‘A'=[0o 1 4f,"B=|1 -2 1|"C=[15 -6 1
-1 0 6 1 1 -2 15 3 -6

12 0] [—2 0 [1 4] [_4]
« All=|l0 1 4|,R1=|1 o];A2]= , R[2]= , Al3]=[-2]
-1 0 6 0 1 26 1
2 11 -3 "3 -3 3 1
cOAlE|-1 -2 1R S Q7|iARE| P A R[] Asll-2)
[ 1 1 =2 0 1 2 2
3 =3 0
"AY=C","Y"=|3 —6 5],
3 0 -1
0 2 1
XB=Y","X"=|1 2 —1]
1 0 1
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Ornek 5.5.2.

> As:=Matrix([[1,2,1],[1,1,4],[1,-1,3]]); Bs:=Matk([[2,0,1],[1,-2,2],[3,1,-2]]);
Cs:=Matrix([[1,1,1],[5,-6,1],[15,3,-6]]);

1 21 2 0 1 11 1
As =1 14pBs=|1-2 2pCs:=| 5 -6 1
1 -13 31 -2 15 3 -6

> ¢0z(As,Bs,Cy "Soru :A X B = Cmatris denkleminin ¢6zim¥ matrisi nedir?

1 2 1 2 0 1 1 1 1
A=l 1 4],"8"=l1 -2 2|[,"C=|5 -6 1]
1 -1 3 3 1 =2 15 3 -6
1 2 1 -2 -1 1 3 3
« Alll=[1 1 4],R[1]:[1 0];A[2]:[_ ],R[2]=[];A[3]=[—7]
3 2 1
1 -1 3 0 1
2 13 2 2 -2 1 1 11
« All=l0 -2 1 [.R1=[{ o |;A2=[ 3 _7|.R2]= ;A[3]=[—7
1 2 -2 0 1 2 2 1
11 10 -6
3 20 4
"AY=C","Y"= 7 7 ,
2 23
-z = 1
7 7
s _¥ 16
[ 11 11 11
n —_ " n n_ _ﬂ ﬁ —2
XB=Y","X"= 77 77 77
[_E’ s 37
77 77 77
Ornek 5.5.3.

> An:=Matrix(([[1,2,1,1],[2,1,2,1],(3,0,-1,4],[1,-3,4]]); Bn:=Matrix([[1,-2,3,1],[2,5,0,1],[-
1,1,-2,2],[1,3,1,-2]));
Cn:=Matrix([[1,4,3,-2],[1,1,1,1],[2,5,-6,1],[6,-2,3]]);

12 11 1-2 3 1 1 4 3 -2
An=[2 1 21| pp=| 2 5 0 1 cp=|1 1 1 1
3 0-14 -1 1-2 2 2 5 -6 1
1 -1 34 13 1-2 6 -2 3 -6
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> ¢cOz@An,Bn,Cn; "Soru :A X B = C matris denkleminin ¢ozUm¥ matrisi nedir?

A[1]=

R[2]=

A[l]=

R2]=

W N R

="

Not:

S

S I i B A
0 1 4l RUE|, L ol iARE :g —24 é ,
-1 3 4 0 0 1
1 ;
3. -4 3 _1-1. _[11
0| A ,R[3]—H  Al4l=| 7|
1
2-1 1 [-2 1 -1
> L3 =t 0 O A= I
0-2 1| o 1 o’ 1 3 3|
1 2 =2 0 0 1
_2 1 4
9 3 3 —4
o | ABIE|S  %u| RIBIE[T] Al4I=[-14]
1 9 9
o3 11y 1
33 66 66 66
_z s 50 3
n — nn " 33 33 33 33
AY=C","Y"= 7 25 35 s
11 22 22 22
ERCE
11 11 11 11
_s 4 w5 sy
462 231 462 7
s _leo 104 40
" —\/ I 231 231 77 21
XB=Y","X"= 101 1227 1
462 77 462 21
_2s & 28 1
462 154 231 42

“5.5. Numerik Cozumler” bdigl altinda verilen o6rneklerde Maple prosediri

uygulanmgtir. Bu 6rneklerin ¢6zim kisminda ilk elde edilarve R matrisleri (5.2) matris
denklemi icin bulunan derlerdir. ikinci olarak elde edile’ ve R matrisleri ise (5.3) matris
denklemindeA:=B', C:=Y" alinmak suretiyl®" X" = Y icin bulunan dgerlerdir.
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6. SONUC ve DEGERLENDIRMELER

Keskin ve Aydin (2007) de boyut indirgeme metodD¥M) olarak bilinen bir metot
gelistiriimis, burada IDDM metodu kisaca tanitibtm. Cibikdiken ve Aydin (2008) de,
IDDM metodu kullanilarakn boyutlu dizenli bir matrisin tersinin bulunmasglsamstir.

Yukarida yapilmy olan iki calsma; bu tez cadmasinin olgmasini sglamistir.

Bu calsmadaA = (a;), B = () matrislerin boyutlu diizenli matrisler v€, n boyutlu
her hangi bir matris olmak tzere, IDDM kullanilarAkX B = C matris denkleminin iteratif
cozumlerini incelennsi ve Iteratif Boyut Indirgeme Metodu”yla bu problemin iteratif
¢6zUmlerini hesaplamak icin bir metod gefilmistir. Bu metod Uzerine kurgulanan bir

algoritma ve bir bilgisayar programi verilgnbazi nimerik 6rnekler de ¢ozUlghiir.

Bu calgmada verilen metod ve algoritma, bir dizenli matrigersini IDDM ile
hesaplamak icin Cibikdiken ve Aydin (2008) verileatod ve algoritmanin modifikasyonu ve

genellgtiriimesidir.
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