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This study has been done over Diophantine equations which has a prominent
position in number theory. First chapter of the study has been allocated to
“Introduction”, here information obtained from the result of resource research and

summary of solved equations have been provided.



In the second chapter basic definitions and theorems have been provided. In the
third chapter solutions of certain specific type Diophantine equations and lemmas,
theorems used have been provided. In the forth chapter Diophantine equations
obtained at the result of the research have been provided. The fifth chapter includes

resources.

In this study we provided x,y,n solutions of equations ©+1 1=y", ¥ +67 =y" for

12k+1

n>3 in integers and there is no solution for equation x’+1 =y" for n>3 in

integers.
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1. BOLUM

LITERATUR OZETi

X*+C=Y" Diophantine denkleminin Fermat tarafindan bulunan C=2 ve n=3

olugunda tek sonucu X=5 ve Y=3’tiir. (COHN 1993)

Genel n icin ilk sonu¢ C=1 oldugunda ¢o6ziimiin olmadigim1 kanitlayan

V.A.Lebesgue’dan gelmektedir.
C=3 ve 5 i¢in hi¢ sonu¢ olmadigini kanitlamistir. (NAGELL 1923)

C=4 oldugunda X=2 ve X=11 oldugunu gostermistir (NAGELL 1955)

X*+3"=y" denkleminin ¢6ziimiiniin x,y,m pozitif tamsayilar, m tek ve n>3 icin
m=5+6M, x=10.3"" y=7.3"™ ve n=3 degerleri ile yapildigini gosterdiler (ARIF ve
MURIEFAH 1998).

x 2+5 #*1 = 3" denkleminin k>0 ve x,y tamsayilari icin ¢oziimiin olmadigin

gostermislerdir (ARIF ve MRIEFAH 1999).

x 2+¢**'=y" denkleminin ¢ tek asal, g#7(mod 8), n>5 sartii saglayan tek

tamsay1 ve n 3’iin kat1 olmamak iizere, (n,h)=1 oldugunda, h: Q ( \/_q )cisminde bir

sinir sayist oldugunda , ¢6ziim ikililerinin;

g=19, n=5, k=5M, x=22434.19"" y=55.19"" ve



g=341, n=5, k=5M , x=275964.341°" | y=377.19""

oldugunu gosterdiler (ARIF ve MURIEFAH 2002).

x*+2f=y" denkleminin k tek sayi, x ve y pozitif tamsayilar ve n>3 icin

cOziimiini yapmisglardir (ARIF ve MURIEFAH 1997).

Biz bu calismada x*+11=y", x*+67=)" denklemlerinin x,y,n tamsayilari i¢in

12k+1

coziimlerini n>3 olmak iizere bulduk ve x*+1 =y" denkleminin tamsayilarda

¢cOziimiiniin olmadigini n >3 icin gosterdik.



2. BOLUM

CEBIRSEL SAYILAR, CEBIRSEL TAMSAYILAR, DIOPHANTINE
DENKLEMLERI

2.1.Cebirsel Sayilar

Tanmm 2.1.1. Katsayilarinin hepsi sifirdan farkli rasyonel sayilar olan
P(x)=ap.X"+a;. X" +...+a,

bicimindeki polinomu saglayan gercek yada karmasik sayiya cebirsel sayi denir

(SENAY 2007).

Tamm 2.1.2. Katsayilar1 Q’da olan ,bir sabitten(yani derecesi 0 olan polinom) farkli

P(x) polinomuna , eger P(x)’ in Q[x]’ de kapsanan daha kiiciik dereceli bolenleri

yalnizca sabitler ise indirgenemez denir (SENAY 2007).

Tanmm 2.1.3. En yiiksek dereceli terimin katsayis1 bir olan polinoma monik polinom

denir (SENAY 2007).

Tamm 2.1.4. Bir a cebirsel sayisinin sagladigi en kiiciik dereceli P(x) polinomuna

o ’nin minimal polinomu denir (SENAY 2007).



Lemma2.1.1. Eger monik P(x) polinomu & cebirsel sayisinin minimal polinomu ise , Q

rasyonel sayilar cismi iizerinde indirgenemez bir polinomdur.

Ispat: Iddianin aksine P(x) polinomunun indirgenebilir oldugunu varsayalim. Bu

durumda f(x) ve g(x) polinomlar1 Q[x] ’in pozitif dereceli iki polinomu olmak iizere,

P(x) polinomunu P(x)=f(x).g(x) seklinde yazabiliriz. O zaman bu kabulle fl & ),g( & )e Q
olmak iizere 0=P(a )=f(a ).g(a ) ve Q’ nun cisim oldugunu géz 6niine alirsak, f{ & )=0
veya g(a)=0 elde ederiz. Ancak bu vardigimiz her iki sonu¢ da fix) ve g(x)
polinomlariin derecelerinin P(x)’in derecesinden kiiciik olmalari nedeniyle miimkiin

degildir (SENAY 2007).

2.2. Cebirsel tamsayilar

Tamm 2.2.1. Bir & cebirsel sayisina, katsayilari tamsay1 olan
P(x)=xX"+a 1. X" +...+ay

monik polinomunun kokii olmasi durumunda cebirsel tamsay1r denir.Yani P(a )=0
olacak sekilde tam katsayili bir P(x) monik polinomu varsa « cebirsel sayist bir

cebirsel tamsayidir (SENAY 2007).

Tiim cebirsel tamsayilarin climlesi, k cebirsel sayr ciimlesinin bir alt halkasini

olusturur. Bu halkay1 Ry ile belirtecegiz.

Tanmmm 2.2.2. Bir £ R, tamsayisi i¢in 1/& da cebirsel tamsay1 ise &£’ya tersinir

eleman denir (SENAY 2007).

Tamm 2.2.3. o € R, elemanma eger &’ 'nin R, daki her boleni ya kendisinin bir

ilgilisi veya tersinir eleman ise indirgenemez denir ( SENAY 2007).



Tanmmm 2.2.4. R, da tersinir olmayan sifirdan farkli bir 7 tam sayisina herhangi

o, e R, tamsayilan icin 71 « f olmast ya z| & yada #| S olmasim

gerektiriyorsa asaldir denir (SENAY 2007).

Tamim 2.2.5. Bir R; halkasina, her & € R, tamsayisinin sonlu sayida indirgenemez

elemanlarin c¢arpimi  olarak temsili, c¢arpanlarin sirasinin  ve indirgenemez
elemanlarinin ilgilileri ile degisimi disinda tek tiirlii ise, tek carpanlanma bolgesi

denir (SENAY 2007).

Teorem 2.2.1. Bir bolgede carpanlara ayrilisin tek olmasinin gerek ve yeter kosulu

her indirgenemez elemanin asal olmasidir (SENAY 2007).

Teorem 2.2.2. Herhangi bir & cebirsel sayis1 i¢in ca bir cebirsel tamsay1 olacak

bicimde bir ce N vardir (SENAY 2007).

Ispat. a cebirsel sayisinin Q iizerinde minimal polinomu,
P(x)= X"+a,.1.X" ' +...+ay olsun.
Simdi a; € Q oldugunu goz 6niine alirsak,

c.ay=by,ca =by, ...., c.ap1=b, € Z olacak bicimde bir ce N vardir. ( Bunu

P(x) polinomunun katsayilarinin paydalarinin en kii¢iik ortak kati ile bulabiliriz.)

Boylece , (ca )" + by (ca )™ +¢. by (ca )" + ... + "' . by = 0 olmak iizere

n

A a+ " by att +...+ V. by = 0 elde ederiz ki , bu B = ca sayisiin

cebirsel tamsay1 oldugunu gosterir.



Tanimm 2.2.5. o, cebirsel tamsayilar olmak iizerea= f.yolacak bi¢imde bir ¥
cebirsel tamsayis1 varsa [ cebirsel tamsayisina @ cebirsel tamsayisini boler denir ve
bu durum pla seklinde gosterilir. Buna gore y| @ ve y1B ise A , u cebirsel

tamsayilari igin ¥4 a+u B dir (SENAY 2007).

2.3. Diophantine Denklemleri

Tanim 2.3.1.

m bir dogal say1, ag, ay, . . . a1, a,, tamsayilar ve ag #0, a,, #0 olmak iizere ,

ax" +ax"" +...+a, x+a,=0 (1) seklinde tamsayr katsayili denklemleri
inceleyelim. Eger bu (1) denklemini saglayan bir x tamsayisi varsa; o zaman

(aox’"'1 +ax"*+...+a,, ) x = -a, bulunur. Bu durumda; x tamsayis1 a,, tamsayisinin

bir boleni olmalidir. Boylece a, tamsayisi sifirdan farkli olacagindan; ap
tamsayisinin sonlu sayida boleni mevcut olur. Bu durumda (1) denkleminin biitiin
tamsayr ¢Oziimleri sonlu sayida deneme ile bulunabilir. a;, in biitiin bolenlerini

(pozitif ve negatif) sirastyla (1) denkleminde yerine yazarak; bunlardan

(1) denklemini saglayanlar1 aliriz. Eger a,, = 0 ise o zaman, agik olarak x = 0

denklemin bir ¢oziimii olur. Bu durumda diger ¢coziimler;

-1

agx™ " + alxm_z

+...ta,_rx+a, ;=0

denklemi c¢oziilerek bulunur. Bu denklemin a, ; # O olmast durumundaki
coziimleri yukaridaki gibi bulunacag agiktir.Eger a,,.; = 0 ise o zaman denklemimiz
m—2 dereceden bir denkleme doniisecektir. Bu sekilde devam edilerek biitiin ¢oziimler

bulunur (SIRPENSKI 1988).



Tanmm 2.3.2 . x, y, z tamsayilar olmak iizere x*+y*=7" denklemine 2 . dereceden ic
bilinmeyenli diophantine denklemi denir. Bu denklem Pisagor denklemi olarakta

bilinir.

Bu denklemin sonsuz sayida ¢6ziimiiniin bulundugunu ilk defa Pisagor verdigi

bir formiille ispatlamistir.

Bu denklem trigonometri ve analitik geometride 6zel 6neme sahiptir. Ayrica x=y

durumu irrasyonel sayilarin varliginin en basit ispatidir (SENAY 2007).

Teorem 2.3.1. x*+y*=z" denkleminin, y ¢ift say1 olmak iizere biitiin ilkel ¢dziimleri m

ve n aralarinda asal tamsayilar, m>n ve biri tek digeri cift olmak iizere,

x=m*-n® ,y=2.m.n, 7= m*+n® ile verilir.

ispat. x> + y* = 2% (2) denkleminin biitiin primitif ¢éziimleri m, n sayilan ile

bulunur(Bazen bu m, n tamsayilarina ¢oziim iiretegleri de denir). Elbette bunun i¢in

rasyonel sayisinin — indirgenemez kesri biciminde olmasi yeterlidir.
y n

Simdi (2) denkleminin biitiin primitif ¢oziimlerinin sistematik olarak bir
listesini vermek i¢in; m’nin ardisik 2, 3, 4, . . . degerlerine karsilik, m den kiiciik ve
m ile n aralarinda asal olmak iizere biri tek iken digeri cift olacak sekilde n sayilarini

secelim.

m|n|x |y |z |Alan|m |n|x |y z Alan | m [ n | x y z Alan
2 [1]13 |4 |5 |6 7 | 61384 [8 [546 | 10| 7 |51 140 | 149 | 3570
3 2|5 [ 12]13]30 8 |1 |63 |16 |65 |504 J10|9 |19 | 180 ] 181 | 1710
4 |1 ]15]8 [ 1760 8 |3 55148 |73 [ 132011 |2 | 117 |44 | 125 ] 2574
4 |37 |24[25]|84 8 [5]39]80 [8 | 1560 11 |4 | 105 |88 | 137 | 4620
5 12(21120(29]210 |8 [7 |15 ] 112|113 840 |11 |6 | 157|132 | 157 | 10362
5 1419 [40 41180 |9 [2]77]36 |8 | 138611 |8 |57 | 176 | 185 | 5016
6 | 1351237210 |9 |4]65]72 |97 [2340 ] 11 | 10|21 | 220 | 221 | 2310
6 |5|11]60|61 330 |9 |8|17]144 145 1224]12 |1 143 | 24 | 145 | 1716
7 12452853 [630 |10 [ 119920 |101 {990 |12 |5 |[119] 120 | 169 | 7140
7 14[133[56[65[924 1039160 | 1092730127 |95 | 168 | 193 | 7980




Bildigimiz gibi x* + y* = z* denkleminin biitiin dogal sayilardaki ¢oziimlerini
elde etmek i¢in, primitif ¢éziimlerin her biri sirasiyla 1, 2, 3, ... dogal sayilariyla
carpilmalidir ve sonra her bir c¢oziimde x ile y nin yerleri degistirilir. Ustelik

x*+y*=z* denkleminin dogal sayilardaki her bir ¢6ziimii bu yolla tam olarak bulunur.

(m* —n»? +@2mn)* = (m* + n*)* 6zdesliginden dolayr x = m> —n’, y =2mn,
z=m’ + n* formiillerini m > n sartim saglayan m, n dogal sayilari i¢in kullanarak
x*+y*=z* denkleminin dogal sayilardaki ¢oziimlerini buluruz. Fakat bununla beraber
yukaridaki bicimde x ile y nin yer degistirmesiyle elde edilen biitiin ¢oziimler;
x> +y*=z* denkleminin dogal sayilardaki biitiin ¢6ziimlerini vermez. Yani 9, 12, 15

¢coziimi
x=m" — nz, y = 2mn, z=m’* + n* denklemlerinden elde edilemez.

Ciinkii n < m ve m ile n dogal say1 olacak sekilde m ve n bulunamaz. Zira
15-1’=14, 15 — 2’=11, 15-3° = 6  sayilarinin hicbiri bir dogal saymin karesi
degildir.

x> + y* = 7 denkleminin biitiin ¢6ziimleri; m,nk dogal sayilar ve n < m olmak

uzere;
X = (m2 —n2)k, y =2mnk, z = (m2 + n2)k

ifadelerinden ve x ile y ler yer degistirilerek elde edilir. Bununla beraber verilen bu

formiillerde bazen farkli m, n,k dogal say1 degerleri i¢in ayn1 sayilar elde edilebilir.

Ornegin; yukarida verilen formiillerde hem m = 2, n = 1, k = 4 degerleri, hem
dem= 4 n =2, k=1 degerleri icin ayn1 12, 16, 20 ii¢cgenini elde ederiz. Yine
yukarida verilen formiillerde hem m =8, n =4,k =1, hemm =4, n =2, k = 4; hem
de m = 2, n = 1, k= 16 degerleri i¢in ayn1 48, 64, 80 iicgeni elde edilir. Yukaridaki
tabloda verilen ¢coziimlerden ilki (2) denkleminin x, y, z dogal sayillarinda miimkiin
olan en kiiciik ¢coziimiidiir. Ustelik bu ¢oziimdeki x, y, z sayilar1 dogal sayilardir. Bu
degerlerin; iizere x*+y*=7" denkleminin ardisik dogal sayilardan ibaret tek ¢oziimii

oldugunu ispatlamak zor degildir. Ger¢ekten eger ardisik n-1, n, n+1 dogal sayilari



(n=1)* + n* = (n + 1)* denklemini saghyor ise 0 zaman n” = 4n elde edilir ki buradan

n = 4 elde edilir ki o zaman 3, 4, 5 iiggenine ulasilir ki bu da aranandir.

Kolayca ispat edilebilir ki 3" + 4" = 5" denkleminin n = 2 degeri disinda dogal
sayllarda ¢oziimii yoktur. Dogru oldugunu gosterelim; n = 1 i¢in; 344 > 5 =
344! > 51 = 3'44" 5" olur ki n = 1 i¢in saglanmaz. n = 2 icin; 3°+4% = 5°

oldugunu biliyoruz.

2 n-2 2 cn-2 2

n>2icin5" =551 =325""2 + 455725323 4 424" 2 23 4 4"

olur ki boylece n > 2 icin 5" #3" + 47 dir.

Fermat’in ikinciden daha yiiksek dereceden 3 bilinmiyenli denklemlerin
coziimiinde kullandig1  sonsuz inis metodu’ nun bir uygulamasi agsagidaki teoremde
verilmistir. Bu metod; bir tek (x,y,z)e Z° pozitif ¢oziim iicliisiiniin varligindan
hareketle z bileseni durmadan azalan sonsuz sayida (x,y,z7)e z ¢Ozlimlerinin bir
dizisini elde etmeye dayanir. Sonunda bu ¢oziimler dizisinin ligiincii zo,z1,22,--- , Zn---
bilesenlerinin zo-z1>z2>... > Z,».. seklinde pozitif tamsayilarin azalan bir sonsuz
dizisi elde edilir ki bu, Iyi Siralama Prensibi ile celistiginden, istedigimiz sonug

kurulmus olur (SIRPENSKI 1988).

Teorem 2.3.2. x*+y'=z" Fermat denkleminin x,y,z# 0 olan hicbir tamsay1 (x,y,z)

¢cOziimil yoktur.

ispat. Bu denklemin (xo,y0,20)# (0,0,0) olan bir ¢6ziimiiniin bulundugunu
varsayalim. Boyle bir (x,y,z)e Z° ¢oziimiinde x,y veya z nin isaretinin degisimi yeni
bir ¢oziim iireteceginden x,y,z bilesenlerinin pozitif oldugunu varsayabiliriz. Simdi zo
bilesenini denklemin diger (x,y,z) cOziimlerinin z’leri arasinda en kiiciik olacak
sekilde secelim. Ayrica bu sayilarin karsilikli olarak aralarinda asal oldugunu da
kabul edebiliriz. Gergekten bir (x,y,z) pozitif ¢coziimiinde (x,y)>1 olsaydi, Aritmetigin
Temel Teoremi geregi x ve y nin ikisini de bolen p gibi bir asal say1 bulunacakti. Bu

durumda

p4l)c4+y4 den, p4l 2 ve sonugta pzlz oldugundan,
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/p) +O/p) =(p’)’

bulunur. Simdi bu elde edilen yeni (x/p, y/p, z/pz) ¢Oziim {i¢liisiiniin {i¢iincii bileseni
icin z/p><z oldugundan, bu sonu¢ (x, y, z) ¢oziimiinde z'nin en kiiciik secilmesiyle
celisir ki, bu da (x,y)=1 olmasini gerektirir. Bdylece (xo>)*+(yo>)*=zo" esitliginden
( x0% Yoo z0) ilkel Pisagor {i¢liisiiniin : x*+y*=7z" denkleminin bir ¢Ozlimii oldugunu
sOyleyebiliriz. O halde xo> ve yo© aynt anda tek ve aymi anda cift olamazlar. Buna
gdre xo” nin tek ve yo® nin cift oldugunu kabul edelim. Bu durumda Teorem 2.3.1 e
gore x02=c12—b2 , y02=2ab, Z0= a*+b* olacak bicimde a ve b gibi aralarinda asal
(a>b) ve her ikisi tek veya cift olmayan tamsayilar vardir. Boylece xo’=a’~b* den
(xo, b,a) nin xp tek olmak iizere bir ilkel pisagor iicliisii oldugu sonucuna varilir.O

zaman yine ayni sebeple
x02= s , b=2rs, a= s’

olacak sekilde (r,s)=1 olan r,s tamsayilar1 vardir. Simdi r,s ve a karsilikli aralarinda
asal oldugundan y*=2ab=4ars esitligi ancak ve ancak r,s ve a nin kendilerinin bir
tamkare olmalari durumunda miimkiindiir. O halde r=m> , s=n’ ve a=t* olacak
bicimde m,n ve ¢ tamsayilari vardir.Ote yandan a= r*+s” esitliginden , m*+n*=¢

bulunur.
z0=a"+b*> a*=t" olup buradan da
O<t= \/; <3z <z

elde edilir. Ote yandan mt+n'=r esitligi (m,n,t) icliisliniin : x*+y*=7" nin #< 7o olan

bir ¢oziimii oldugunu gosterir.

Oysa biz (x,y,z) ¢oziimiinde zoe Z” 1 en kiiciik sectigimizden bu celiskidir.bu
celigki teoremi ispatlar (SENAY 2007).
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3. BOLUM

BAZI OZEL TiP DIOPHANTINE DENKLEMLERININ COZUMU

x*+c=y" Denklemi

On Hazirhklar. Bu denklemi Q(\/z ) cisminde tek ¢arpanlanmanin gegerli
olmas1 durumunda ¢ozmek miimkiin olacaktir.n=p’lerin tek asal olmas1 genelligi

etkilemez.
Gercekten bu denklem , (x+ \/_c X- \/_c )=1 olmak {iizere idealler yardimiyla,
(x4~ ). (¢ )=y
seklinde carpanlarina ayrilabilecektir. Buradan a ve b tamsayilari i¢in

3.1 ix+\/zz (a+b\/z)” olur. Bu durumda x, y:a2+b2c ile bir ¢oziim
olacaktir. Burada (3.1)’in bir ¢6ziim i¢in gerekli olmadigina ilgi cekilmelidir. Bu

yalnizca asagidaki durumlarda olusur.
1. c¢=3(mod4)

2. Tersinir elemenlardan bir problem ortaya ¢ikmamali

3. Calistigimiz Q( J-c ) cismi tek carpanlanma bolgesi olmali

4. ckare carpansiz pozitif tamsay1 olmali

5. +x++/-c terimlerinin ortak bir carpani yoktur.
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[lk olarak, eger c=3 (mod4) ise (3.1)’e ilavaten,

(3.2) £ x++/-c = (1/2.(A+B-¢)) ile birlikte y=1/4.(A>+B>.¢) elde ederiz. Bu

sadece p=3 durumunda olusur. Gergekten (3.2)’deki sanal kisimlart esitlersek

p-1/2
2’=B. Y C(p,2r+1).A""' (-B’.c)

r=0
elde edilir ve boylece B tek , B=% 1 dir. Su halde,
+2=42" =(-cf"* =(-¢/p) =0, = 1(modp)

ise sonugta 8 =3A%- c’yi gerektirir ki bu bize asagidaki lemmanin ispatin1 verir.

Lemma3.1.1. (3.2) durumu sadece ve sadece ¢=3A% 8 durumunda olusur ve sadece

p=3 ve x=A%-3A sonucunu verir.

Daha sonra tersinir elemanlarla ilgili soruyu goz oniine alabiliriz. .Eger p# 3 ise
cisimdeki tersinir elemanlar ¢’nin degeri ne olursa olsun (3.1)’deki kuvvetler i¢inde
kaybolur. Hatta p=3 bile bu olsa hala bu her zaman s6z konusudur. Yeter ki c=3d"
olmasin ve tersinir elemanlar yalnizca + Iveya *i dir. Bununla birlikte c=3d ? ise
alt tane tersinir eleman vardir. Bunlar 1, +w, + w” dir.(3.1) ve (3.2)’den ayri

olarak ,bu durum bizi

(3.3) £x+d~-3 =w.(122.(A+Bd(~/-3)))’ , A=B(mod 2)’ye gbtiiriir.

Lemma 3.1.2. (3.3) durumu icin gerek ve yeter kosul ¢=48.D° , X=4D’ p=3
olmasidir (COHN 1993).

Teorem 3.2.1.C>0 olsun.C=cd * ,¢ = 7(mod3) .Eger p bir tek asal ve K+C=y" icin x

ve y’nin ikisi de pozitif tamsayilar,
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1. a ve b tamsayilan ile b/d mevcut olsun. y=a* + b’ ve

T x++—c =(a+b~—c ), veya

2. ¢=3(mod 8), p=3 ve A ve B tek tamsayilar1 ile B/d mevcut olsun.
y=1/4.(A*+B%c),

+x+d~—c =1/8. (A+B~/—c )’ veya
3. p/h ,Q(~—c )cisminde bir sinir sayis1 veya
4. C=3A% +8 p=3,x=A +3A veya

5. C=48 D° ,p=3,x=4 D’ tiir (COHN 1993).

(3.1)icin islem. (3.1) dan sanal kisimlar esitlersek ,

p—=1/2

1=b. > C(p2r+1).a” " (-b’.c)f

r=0
ve boylece b= * 1 dir.
p-1/2
34) 1= z C(p,2r+1).a? ' (-¢) ve buradan su sonuclar ortaya cikar.
r=0

(3.4) den a ve c z1t isaretli olmalidir. Eger a ve ¢ den her ikisi de cift ise o
zaman (3.4) denkleminin sag tarafi ¢ift olmaliydi, oysa eger a ve c¢ nin her ikisi de
tek ise o zaman saglar.

p-1/2

/= ZC(p,Zr +1)=2"" =0 (mod 2)’ yi elde ederiz.

r=0
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4. BOLUM

4.1. x*+11=y" DIOPHANTINE DENKLEMINiN COZUMU

Bu bélimde x*+11=y" denklemini x,y,n tamsayilari icin, n>3 olmak iizere ¢ozdiik.

Denklemin ¢6ziimii (11,x)=1 ve 111x gibi iki ana duruma ayrilmstir.

Durum 1. (11,x)=1 olsun. n=p ler tek asal say1 oldugunda genelligi bozmamis oluruz.
Boylece x*+11=y" denklemi elde edilir.

COHN’un 1993’deki makalesinde verdigi teorem 1’e gore iki durum vardir.

Bunlar;

y= a+11b° oldugunda,

x+ A—11=(a+b~-11) 4.1.1)

y=da’+11b* /4 ,ave b tamsayilar oldugunda,
x++/—11=( Lz_nf (a=b=1 (mod 2)) (4.1.2)
(4.1.1) denkleminde y= a’+11b* ve y tek oldugunda, a ve b den biri tek digeri

cifttir. Sanal kisimlar esitleyerek ;

p—1/2
1= b C(p2r+1).a” " .(-116%

r=0

olur.
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Buradan b tek ise b=% 1 dir. Boylece,

p=1/2
1= > C(p2r+1.a”"(-11) olur.

r=0

Bu COHN’un 1993’deki makalesinde verdigi lemma 4 ve lemma 5’e gore

imkansizdir.
Simdi denklem (4.1.2)” yi goz Oniine alalim. Sanal kisimlan esitleyerek;
8=b.(3a’-11b) elde ederiz.. (4.1.3)

b=+ I olmasi durumunda + 8=3a*11 elde edilir.

2 2
Buradan elde edilen tek ¢coziim a=x1 ve boylece y:# oldugundan

y=3 olur ki buradan,

@’ =33ab®| _|-1-33.-1.1]
s s

bulunur.

Durum 2. 111 x olsun. Dolayisiyla 111 y olur. u>0, v>0 ve (11,X)=(11,Y)=1
oldugunda,

x=11"X ve y=11".Y oldugunu varsayalim. Bu durumda denklemimiz,
11X 2+11=11".Y" sekline doniisiir.

min Cu,1,nv)=1 oldugundan 11’1 denklemde sadelestirirsek
11X 2+1=11""Y" elde edilir. Bu denklemi mod 11°de diisiinecek olursak, nv-
1=0 elde edilir ki boylece n tek ve n=1 olur bu n>3 kabuliimiizle celisir ki bu da

ispat1 tamamlar.
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4.2. x*+11**'=y" DIOPHANTINE DENKLEMININ COZUMU

x*+11%*'=y" denkleminin ¢oziimii k=0 icin bdliim (4.1)’de verilmistir. Biitiin k>0

degerleri icin x,y,n tamsayilar ve n=>3 olmak iizere denklemin ¢Oziimiiniin

olmadigini gosterecegiz.

(11,x)=1 ve 111 x gibi iki ana durumu goz Oniine almamiz gerekir.

Durum 1. (11,x)=1 olsun.n=p’ler tek asal say1 oldugunda genelligi bozmamis oluruz.
COHN’un 1993’deki makalesinde verdigi teorem 1’e gore iki durum vardir.

Bunlar;

y= a’+11b *oldugunda,

x+ 115 V=11 =(a+bN-11Y 4.2.1)

y=a’+11b* /4, ave b tamsayilar oldugunda ,
x+ 115 /=11 =( % “_11)3 (a=b=1 (mod 2)) (4.2.2)

(4.2.1) denkleminde y= a*+11b* ve y tek tamsay1 oldugunda a ve b den biri tek

digeri cifttir. Sanal kisimlar1 esitleyerek ;

p—1/2
1= b. Y C(p,2r+1).a”"(-11b°)" béylece b tektir.

r=0
11, x’1 bolmediginden Z daki ifadeyi de bolemez. Buradan b=+ 11" elde ederiz.

Boylece,
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p-1/2
1= > C(p2r+1).a™> " (-117y

=0
denklemini elde ederiz. COHN’un 1993’deki makalesinde verdigi Lemma 4 ve 5’den
her iki isaretin varligi  imkansizdir. Boylece c¢oOziimlerin olmadigi iddiamiz
giiclenmistir.
Denklem (4.2.2)’yi diisiinelim.Sanal kisimlar esitlersek ,

8.11°=b.(3a>-11b%) (4.2.3)
elde edilir. (4.2.3)’de b=+ 1 ise +8.11°=3a’-11 olur.Buradan,

11.( £8.11+1)= 34

olur ki bu imkansizdir.

Durum 2. 111 x olsun. Buradan 111 y dir. u>0, v>0 ve (11,X)=(11,Y)=1 oldugunda
x=11“X ve y=11".Y olsun. Buradan, 11%“.X*+11%#**'=11".¥" de ii¢ olasilik vardr.

1. 2u=min(2u,2k+1,nv) olsun. 11>

yu denklemde sadelestirirsek,

X2411%2%1= 11™2 Y™ elde edilir.Buradan mod 11’e gore nv-2u=0 sonucunu
cikaririz. X 2+11**“*'=y" olur ki durum 1’e gére bu imkansizdur.

2. 2k+1=min(2u,2k+1,nv) olsun. 11 **"°i denklemde sadelestirirsek,

112720 X 241= 11™21Y" olur.Buradan 11.(11"*" X)? +1= 11"1.7" elde
edilir.Mod 11°den nv-2k-1=0 olur.Béylece 11.(11“*" . X)? +1= ¥Y" olur ki n>3 icin

bu imkansizdir. (NAGELL 1955)

3. nv=min(2u,2k+1,nv) olsun. 11" ’yi denklemde sadelestirirsek,
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112" X 2411 %™ = ¥" olur. Bu durumda (11,Y)=1 oldugundan 2u-nv=0 veya
2k+1-nv=0 olmalidir ki 1 ve 2’de bunun imkansiz oldugu agiklanmistir.Bu da ispati

bitirir.

4.3. x*+67=y" DIOPHANTINE DENKLEMININ COZUMU

Bu béliimde x*+67=y" denklemini X,y,n tamsayilar i¢in, n =3 olmak iizere ¢cozdiik.

Denklemin ¢6ziimii (67,x)=1 ve 671 x gibi iki ana duruma ayrilmistir.

Durum 1. (67,x)=1 olsun.n=p ler tek asal say1 oldugunda genelligi bozmamis
oluruz.Boylece x*+67=y” denklemi elde edilir.
COHN’un 1993’deki makelesinde verdigi Teorem1’e gore iki durum vardir.Bunlar,

y= a*+67b* oldugunda,

X++/—67 =(a+b—-67Y (4.4.1)

y=a*+67b* /4 ,ave b tamsayilar oldugunda,
X+~ 67 =(% V=67 35 (4=p=] (mod 2)) (4.4.2)

Durum 1 de y= a*+67b° oldugunda; y tek oldugundan, a ve b den biri tek digeri

cifttir. (4.4.1) denklemindeki sanal kisimlar1 esitleyerek,



p—=1/2
1= b ) C(p2r+1).a” . (-676%

r=0

olur. Buradan b tek oldugundan b== 1 dir.Boylece,

p—1/2
1= > C(p2r+1).d"*"".(-67) olur.

r=0
Bu, COHN,1993’deki Lemma 4 ve 5’den imkansizir. Simdi (4.3.2)’yi diisiinelim.
Sanal kisimlar esitleyerek,
8=b.(3a’-67b ) olur.

b=+ 1 olmasi durumunda + 8=34°-67 elde edilir.

2 2
Buradan elde edilen tek ¢oziim a==* 5 ve boylece y= # oldugundan y=23
olur ki buradan,
3 2 3
xzaa 2801ab % =§5 201.5.1% 110

bulunur.

Durum 2. 67| x olsun.Dolayisiyla 67! y olur. u>0, v>0 ve (67,X)=(67,Y)=1

oldugunda x=67".X ve y=67".Y oldugunu varsayalim. Bu durumda denklemimiz,
67%.X *+67=67".Y"

sekline doniisiir.

min(2u,1,nv)=1 oldugundan 67’yi denklemde sadelestirirsek,

677! X 2+1= 67" Y"

19
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elde edilir.Bu denklemi mod 67’ de diisiinecek olursak, nv-1=0 elde edilir ki boylece

n tek ve n=1 olur ki bu n >3 kabuliimiizle ¢elisir bu da ispat1 tamamlar.
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