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Cauchy — Toeplitz matrislerinin singiiler degerleriyle G. Szego ilgilenmis ve
bununla ilgili bir problem ortaya koymustur. Daha sonra bu matrisler, C. Mdler ’in
dikkatini ¢ekmis ve C. Moler deneysel olarak bu matrislerin singiiler degerlerinin
cogunun 7 ’ye yaklastigini tespit etmis ama bu analitik olarak S. V. Parter tarafindan
¢oziilmistiir. E. E. Tyrtyshnikov g=1/2 ve h = 1 6zel durumu i¢in, bu matrisin
singiiler degerleri igin bir alt ve {ist sinir bulmustur. Durmus Bozkurt bu matrisin
genel halinin Euclide normu i¢in bir alt ve iist sinir bulmustur.

Biz bu ¢alismada, g < & ve g,h e R" olmak lizere, genel Cauchy —Toeplitz
matrislerinin Khatri — Rao ve Tracy — Singh ¢arpimlarinin £, normu igin bir alt ve

tist sinir bulduk ve yine ayni sartlar altinda Cauchy —Hankel matrislerinin Khatri —
Rao ve Tracy — Singh ¢arpimlarinin ¢, normu i¢in bir alt ve lst sinir tespit ettik.

ANAHTAR KELIMELER : Matris Normu, Cauchy — Toeplitz Matrisleri,
Cauchy — Hankel Matrisleri, Khatri — Rao Carpimi, Tracy — Singh Carpimu.
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G. Szego interested in the singuler values of Cauchy — Toeplitz matrix and
put forward a problem. Later, these matrices attracted the attention of C. Moler, who
had experimentaly discovered that most of their singular values are clustered near 7.
Recently, S. V. Parter gave an explanation of this phenomenon E. E. Tyrtyshnikov
obtained a lower and upper bound for spectral norm of Cauchy — Toeplitz matrix
such that # = 1 and g =1/2 . D. Bozkurt, found a lower and upper bound for the
general condition of Euclidian norm of Cauchy — Toeplitz matrices.

In this study, we have established a lower and an upper for the ¢, norms of

Khatri — Rao and Tracy — Singh Products of the Cauchy — Toeplitz matrix such that
g<h and g,h e R™ . Moreover, we have obtained an upper bound for the ¢, norms

of Cauchy — Hankel matrix such that g </ and g,he R" .

KEYWORDS : Matrix Norm, Cauchy — Toeplitz matrices, Cauchy — Hankel
matrices, Khatri — Rao Product, Tracy — Singh Product.



2. GENEL BILGILER

Bu boliim, sonraki boliimler i¢in gerekli olan temel tanimlardan olugsmaktadir.
Oncelikle, ¢alisma boyunca kullanilacak olan polygamma fonksiyonu ve onun

ozellikleri hakkinda kisaca bilgi verelim.

Tanim 2.1. Gamma fonksiyonu,

0

I'(x)= J.e_’t"_ldt

0

olmak iizere,

W(x) = Psi(x) = %{m[r(x)]}

seklinde tanimli fonksiyona psi ( veya digamma ) fonksiyonu denir. Psi

fonksiyonunun z. mertebeden tlirevine de polygamma fonksiyonu denir ve

Y(n,x)= ;l;n Psi(x) = ;l;n [%ln[l“(x)]}

seklinde gosterilir. Burada n > 0 dir. Eger, n =0 ise
¥ (0,x) = Psi(x) = i{ln [F@)]}
dx

olur ( Kolbig 1972).
Ozellik 2.1 a € Z*, b herhangi bir say1 ve n € Z* olmak iizere,

limY¥Y(a,n+b)=0

n—>0

dir ( Bozkurt 1998 ).



2.1. Baza Ozel Matris Carpimlari

Tanmm 2.1.1. 4 ve B swrastyla, 4 = ( a; ); , B = ( bu )u seklinde mxn ve pxq

mertebeli herhangi iki kompleks matris olmak iizere,

A®B = (a;iB )
= ((aj b )n)i

seklinde tanimlanan, mpxng boyutlu A®B matrisine, 4 ve B matrislerinin Kronecker
carpimui denir.

Kronecker ¢arpima ayni1 zamanda, tensor ¢carpim ya da direkt carpim da denir.

Tanmm 2.1.2. 4 ve B swrastyla, 4 = ( a; )ij, B = ( by )u seklinde mxn mertebeli

herhangi iki kompleks matris olmak iizere,
AoB = (ayby )i

seklinde tanimlanan mxn mertebeli 40B matrisine 4 ve B matrislerinin Hadamard

carpimui denir.

Tanmm 2.1.3 4 ve B sirasiyla, 4 = ( a;);j, B = ( by )u seklinde mxn, pxg mertebeli

herhangi iki kompleks matris ve 4;; , By de sirasiyla 4 ve B matrislerinin m;xn;
( Zm[ =m,2n_/ =n ), pxq ( Zpk =p,2q, =¢q ) mertebeli ( i, j )-inci ve

( k, I )-inci blok alt matrisleri olmak {izere;
AB = ( (A,']'@Bkl )kl )U

seklinde tanimlanan mpxnqg mertebeli A®@B matrisine, 4 ve B matrislerinin Tracy-

Singh ¢arpimi denir ( Shuangzhe 1999 ).



Tanim 2.1.4 4 ve B sirasiyla, A = ( a; )i, B = ( bu )u seklinde mxn, pxq mertebeli

herhangi iki kompleks matris ve 4;; , By de sirasiyla 4 ve B matrislerinin, m;xn;

1

( Zmi =m,an =n ), pixq: ( Zpk =p,2q, = ¢ ) mertebeli, aynm1 sayidaki
j k=1 I=1

i=1 j=1

(7,j)-inci ve (&, [)-inci blok alt matrisleri olmak iizere;

A%B=(A4; ©By)j

s 13
seklinde tanimlanan (Zmi pl.)x(anqj) mertebeli 4% B matrisine, 4 ve B
j=1

i=1
matrislerinin Khatri-Rao ¢arpimi denir ( Shuangzhe 1999 ).
2.2. Vektor Normlari

Tammm 2.2.1 F, reel ya da kompleks sayilar cismi ve V, F cismi iizerinde

tanimlanmis vektor uzay1 olmak iizere;

. V>R"U{0}

v =i
seklinde ifade edilen ve
1 )Herv e Vigin,
ia) v#0ise, | v| >0 dir,
1b) v =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart || v || = 0 olmasidir,
n)aeF veveVin,|av|=]|all| v|dir,
i) uv e Vigin, [|u+v || < ||u ||+ || v] dir,

aksiyomlarini saglayan ||. || doniisiime, vektor normu denir.

Bu tanim dikkate alinarak, bir ¢ok vektor normu tanimlanabilir.



Bilesenleri kompleks sayilar olan n — mertebeli vektorlerden olusan C"

ctimlesi, kompleks sayilar cismi lizerinde bir vektor uzaydir.
Tamim 2.2.2 l.i:C"> R U{0}
ile ifade edilen ve v=(v,) e C" (1<i<n) icin,

n

Ivii= 2 1v,]

i=1
seklinde tanimlanan || . ||; doniisiimiine, v vektoriiniin foplam normu denir.

Tamm 2.2.3 | . ]:C*"> R "U{0}

ile ifade edilen ve v=(v,) e C" (1<i<n) i¢in,

. 1/2
_ 2
[ vil2= (Z!Vi | j
i=1

seklinde tanimlanan || . ||, doniisiimiine, v vektdriiniin Euclidean (veya Frobenius )

normu denir.
Tamm 2.2.4 . ]p: C"> R U{0}

ile ifade edilen ve v=(v,) e C" (1<i<n) i¢in,

i=1

» 1/p
HVHp:(ZIV,- I"] ,1<p <o

seklinde tanimlanan || . ||, doniisiimiine v vektoriiniin p — normu ( veya Holder )

normu denir.



2.3 Matris Normlari

Tamm 2.3.1 F, reel ya da kompleks sayilar cismi, M,(F); bilesenleri F cisminin

elemanlar1 olan » - mertebeli karesel matrislerin ciimlesi olmak {izere;

I |: MuF) > RTU {0}
A= 4]

seklinde ifade edilen ve

i)A e M, (F) igin,
ia) A=0ise,| 4| >0 dir,
ib) A4 = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart || 4 || = 0 olmasidir,
ii)aeF ved e M,(F)igin, || a4 || =| a| || 4 || dir,
iii) A, B € M, (F) igin, || A+B || < || 4 || + || B || dir,
iv) 4, B € My(F) igin, [| AB || < [| 4[| B|| dir,

aksiyomlarini saglayan || . || doniistime, matris normu denir.

Tamm 2.3.2 F, reel ya da kompleks sayilar cismi, M, ,,(F); bilesenleri F' cisminin

elemanlari olan nxm mertebeli matrislerin climlesi olmak tizere;

Il Myw(F) > RTU {0}
4= 4]

seklinde ifade edilen ve
1)A4 € M, ,(F) igin,

ia) A#0ise,||A4] >0 dir,
ib) A = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart || 4 || = 0 olmasidir,



ii)aeF veAd e M,,(F)i¢in, || ad || =| a||| 4 || dir,
i) A, B € Myu(F) i¢in, || A+B || < || 4 || + || B || dir,

aksiyomlarini saglayan || . || doniistime, genellestirilmis matris normu denir.
Tamm 2.3.3 F, reel ya da kompleks sayilar cismi olmak iizere;
. Mu(F) > RTU{0}

ile ifade edilen ve 4 =(a,) e M, (F) (1<i,j <n) igin,

|| A ||2 = (Z| a; |2)1/2

i,j=1
seklinde tanimlanan || . ||, doniisiimiine, Fuclide normu denir.

Bazen, bu sekilde tanimlanan norm i¢in, Euclide normu yerine Frobenius

norm, Schur norm, Hilbert-Schmidt norm veya ¢, norm ifadeleri de kullanilir.
Tamm 2.3.4 F, reel ya da kompleks sayilar cismi olmak iizere;
I Nl : Mum(F) > RTU {0}

ile ifade edilen ve 4=(a;)eM,  (F)(1<i<n ,1<j<m) igin,

A= (X la, )"

i,j=1
seklinde tanimlanan doniisiime genellestirilmis - Euclide normu denir.

Tamm 2.3.5 F, reel ya da kompleks sayilar cismi olmak iizere;



I |l : Ma(F) > R0 {0}

ile ifade edilen ve 4 =(a,) e M, (F) (1<i,j <n) igin,

1A= (X la, )"

i,j=1
seklinde tanimlanan || . ||, déniistimiine, ¢, matris normu denir.

Tamm 2.3.6 F, reel ya da kompleks sayilar cismi olmak iizere;
- Alp = Mum(F) > RTU{0}

ile ifade edilenve 4=(a,)e M, (F)(1<i<n ,1<j<m) igin,

A= (a1

i,j=1

seklinde tanimlanan dontisime genellestirilmis - { , matris normu denir.



3. CAUCHY - TOEPLITZ MATRIiSLERI

Tamm 3.1. x, # y, (x,,y, € C) ve 1 <7, j <n olmak lizere elemanlari,

1

Xi =Y,

Cy

(3.1)

ile tanomh C = (ci]. )"

i,j=1

matrisine Cauchy matrisi denir ( Horn ve Kittaneh 1998,

Tyrtyshnikov 1991, Calvetti ve Reichel 1997 ).

Tamm 3.2. n>1 ve ¢, ; ’ler kompleks sayilar olmak tizere,

n—1
Tvn—l = (ti—j )[’jz()
seklindeki matrise Toeplitz matrisi denir ( lohvidov 1982 ).

Tamm 3.3 ( 3.7 ) ile verilen Cauchy matrisinde, a ve b keyfi sayilar olmak {iizere,

(b# 0,% ¢Z) x; =a+bi ve y,;=jb almarak elde edilen

matrisine Cauchy — Toeplitz matrisi denir ( Tyrtyshnikov 1991, Trench 1999 ).



3.1. Cauchy — Toeplitz Matrislerinin Khatri — Rao Carpimlarmmin /, Normlar

Icin Simirlar

Teorem 3.1.1 7,; ( 3.1 ) ile tanimlanan Cauchy matrisinde  x; = % +i,y =]
alinmasi ile elde edilen,
1
T =|— (3.1.1)
)
2 :

i,j=1

seklinde bir Cauchy-Toeplitz matrisi ve {(p), Riemann — Zeta fonksiyonu olmak

lizere, T, matrisinin £, ( p =2 ) normu igin,

1/p B Up
(27 =0)¢) ] "=t g, <2 (27 - 1) 4 () (3.12)
seklinde bir alt ve tist sinir vardir ( Bozkurt 1996 ).

Teorem 3.1.2 7, ( 3.1.1 )’ deki gibi tanimlanan n- mertebeli ( # =2 ) Cauchy-
Toeplitz matrisi olmak tizere, bu sekilde tanimlanan iki 7, Cauchy-Toeplitz

matrisinin, 7,,% T}, ile gosterilen Khatri-Rao ¢arpmminin ¢, (p >2) matris normu igin,

2

IT T2 <[ (n-1)(27" =2)¢ (p)] +[(2 1) (p)]

H(2-10)¢(p)-27+47 (3.13)

seklinde bir ist sinir,



T2, 12 [ (27 1)< (p)] +2[(27 =2) ¢ (p=1)=(2 <))< (p)] +4

seklinde bir alt sinir vardir.

(3.1.4)

Ispat : ( 3.1.1 ) ile tanimlanan n- mertebeli ( n > 2 ) Cauchy-Toeplitz matrisini,

an _
7-;1 =T,

n-1>

(12).
7,

n—1

2 i=l1

n-1

seklinde (n-1)- mertebeli reel satir vektor, 7% ;
1, =),
seklinde bir matris olmak iizere,

T(ll) T(12)
I, = RGeS

n n

seklinde blok matrislere ayiralim.

(3.1.5)

(3.1.6)

(3.1.7)

(3.1.8)



Bu sekilde bloklara ayrilmig n- mertebeli ( n > 2 ) iki Cauchy-Toeplitz

matrisinin Khatri-Rao ¢arpimu,

o T.,®T_, T™er™
nan TCY @ TC) T2 & (2)

seklinde 2((n —1)* +1)- mertebeli karesel reel 7, 3% T, matrisidir.

(n-1) - mertebeli (n >2)iki T, , , Cauchy-Toeplitz matrisinin Kronecker

carpimi,

1 n—1

seklinde tamimlanan, (n—1)* - mertebeli karesel reel matris; ( n-1 ) - mertebeli iki

T"? vektoriiniin Kronecker garpimi,

1 n-1

702 @ 702 _ 1 1

(1+i—nJ (1+k—nj
2 2 o

i=1

seklinde ( n-1 )* — mertebeli reel siitun vektor; ( n-1 ) - mertebeli iki T?Y vektoriiniin

Kronecker ¢arpimu;

(21) 21 _
T @ T =

1 (1
—+n—j|| -+n-I
[z,



seklinde ( n-1 )’ — mertebeli reel satir vektor; 1 — mertebeli reel iki 7% matrisinin
Kronecker garpimi, 7 ® T = (4),, seklinde 1 — mertebeli reel matristir.
Boylece, matrisler i¢in tanimlanan / , (p > 2) matris normu ve vektorler i¢in

tanimlanan p - normu tanimlarindan,

2
I T, |7 = YT T, ||7 (3.1.9)
ij=1
esitligi yazilir. Yukarida tanimlanan, 7" ® 7", T* ® T*® karesel matrislerin

¢, (p=2) normlarmm ve 7, ® T | T*" @ T* vektorlerinin p — normlarmmn

p. kuvvetlerinin ve de ( 3.1.9 ) esitliginin dikkate alinmasi ile;

ITRT, ]| S| [S LS 4

i,j=1

1
2 J

=27 ' + +47
l,:1|21 2]+l| " -1 |2i—2n+l|p = ‘ 11”
J—n—l+1—5

2 2 2
{zﬂ} P LI BN P ar
= (k-1y o [2i - 2n +1) |2 - 2(n+1)+1|

2
n—1 1
27 —27 | +47 3.1.10
{ Z(2i+l)" J ( )



2
n-3 n21
T%T, ||2 =||T, |7 +] 27| Y ———
IT# Tl =T I, (( 7 2‘%#«"}}

2n-1 1 n-1 l 2
(2"( LI ]-zp} +47  (3.1.11)

- 20 S gr

esitligi elde edilir. Boylece; ( 3.1.11 ) esitligi ve Teorem 3.1.1 de verilen ( 3.1.2)

esitsizliginden,

<o -] o2 (S -1 L))

2
. 2p Z’HL_L'HL _2p +4p
o kT 2P S kT

esitligi ile, ( 3.1.1 ) ile verilen n — mertebeli iki 7, Cauchy- Toeplitz matrisinin
Khatri — Rao ¢arpimi olan, 2((n —1)* +1)- mertebeli karesel reel T3 T, matrisinin

¢, (p=2) normu 1¢1n,



LT < [(n_l)(zpﬂ _2)§(p)}2 +[(2p —l)g(p)T +[(2P —l)é'(p)—zp]2+4p

seklinde bir iist sinir bulunmus olunur ve bdylece ( 3.1.3 ) esitsizligi ispat edilmis
olunur.

T,% T, matrisinin /, (p 2 2) normunun bir alt siirim bulmak igin, ( 3.1.10)

esitligi olarak bilinen,

n—1 _ n—2 2 n—1 2
[T #T, |12 =]t 2n=261] N PYS YR BN PV I WPV T
’ p (2k 1y (2 +1)” ~ (2i+1)”

J=

esitligini g6z Oniine alalim. Buradan,

i=0

2
n—1 1
>0 || T, 2 42777 D +47
n || n—1 ||p (i=l (2[-’—1)1))

n—1

T % T, |12 2 (7 7, 7 42777 (Z

n—=2 2 1 2
T,%T, ||” =T, |7 +2%
7% T, 12 =117, I, [Z(z 1),,] (Z 2,+1)pJ

,1(2z+1)p1‘2(2l+1)pJ a (3.113)

esitsizligi elde edilir. Boylece elde edilen ( 3.1.13 ) esitsizligi ve Teorem 3.1.1 de

verilen ( 3.1.2 ) esitsizligi ile,

n—

| T3 T, Hﬁ 2[(21] _1>§ :| 2p+1|:l ((2l+1)p 1 _(21-_}_1)}7 ]:| +47 (3.1.14)

esitsizligi  yazilir.  Boylece, (  3.1.14 ) esitsizliginde yer alan

n—1

1
par [ Qi+1)"" (2i+1)

J teriminin Polygamma fonksiyonu cinsinden degeri,



seklinde yazildig1 ve ayrica,

mi((ZHII)p_l _(2ii1)f”):(l_2j‘l} (p—l)—(l—zipjé(p) 3.1.15

oldugu bilindigine gore, boylece, ( 3.1.14 ) esitsizligi ve ( 3.1.15 ) esitligi dikkate

almarak, 7,,% T, matrisinin ¢, (p >2) normu igin,

e 2 (2 )] 2222 )e(r)] o

seklinde bir alt siir bulunmusg olunur ve bdylece ( 3.1.4 ) esitsizligi ispat edilmis

olunur.

Teorem 3.1.3 g ve /; 0 < g/ h <I olacak sekilde herhangi iki reel say1 olmak {izere,

T, :{;} 3.1.16
g+i-phl, .,

seklinde tanimlanan 7, , Cauchy-Toeplitz matrisinin /, ( 1 < p < oo ) matris normu

i¢in,



[(ﬁj +§(p,§ﬂ . ptek
1 g h
17, H,,—m , P 3.1.17
[(ﬁ] +¢ (p,gj] , P cift
g h
|2 p+§(p—§j+é“(p 5) ” p tek
nl/P g b h s h s
< 3.1.18

T <
N7, 1, 7] o . . 7 |
(g] +§(Pa—zj+§(1?azj , D ¢ift

seklinde alt ve tist sinirlar vardir ( Tekin 1996 ).

Teorem 3.1.4 7, ( 3.1.16)’ daki gibi tanimlanan n- mertebeli ( n =2 ) Cauchy-
Toeplitz matrisi olmak tizere, bu sekilde tanimlanan iki 7, Cauchy-Toeplitz
matrisinin, 7,% 7, ile gosterilen Khatri-Rao ¢arpiminin £, (1< p <o0) matris normu

icin, p tek ise;

)44
e N B e P S RV

1 of 8 o & 1
ThP {4 (p’ h]+§ (’*hﬂ?gﬁp M

p cift ise,

S e )]
| T, 3% T, ||p < |h|2p g +<| ps 7 +< p’h

1 1
e [gz (p’_%j-q-éd (p’%j} +(g)2” 3.1.20




seklinde bir {ist sinir vardir. p tek ise,

P 2
HTH%TH HZ = 1217 _(ﬁj +§(p’_§j " 1 2p + ! 2p + 12p 3.1.21
|7l g h)| (g=h)" (g+h)" (&)

p cift ise,

P 2
”Tn%Tn Hﬁ = 1217 {ﬁj +§(p,_§j " 1 2p + 1 2p + 1217 3.1.22
(AT \e h)l (g=h)" (g+h)" (&)

seklinde bir alt sinir vardir.

Ispat : ( 3.1.16 )’ deki gibi tanimlanan n- mertebeli ( n >2 ) T, Cauchy-Toeplitz

matrisini; 7'V =7, T'?;

n-1
roo|— L 3.1.23
g+i-mh|

seklinde ( n-1 ) — mertebeli dikey reel vektor, 7,°";
1 n-1
I" = [— } 3.1.24

seklinde (n-1)- mertebeli satir reel vektor, 7% ;

T = [lj 3.1.25
g 1x1



seklinde bir matris olmak iizere,

T,,(”) Tn(12)
T, =[T o e 3.1.26

seklinde blok matrislere ayiralim.
Bu sekilde bloklara ayrilmig n- mertebeli ( n > 2 ) iki Cauchy-Toeplitz

matrisinin Khatri-Rao ¢arpimi,

T.,®T , T ®T“2)}

T#*T, = T @) 70 T

seklinde 2((n —1)* +1)- mertebeli karesel reel 7, 3% T, matrisidir.

(n-1) - mertebeli (n 22 ) iki T, , , Cauchy-Toeplitz matrisinin Kronecker

carpimi,

1 1 n—1 n-l
T, 1 ®Tn—1 = / ]
n— H(g +( - ])h) (g + (k- l)h)j|k,ll] »

i,j=1

seklinde tamimlanan, (n —1)* - mertebeli karesel reel matris; ( #-1 ) — mertebeli dikey

iki 7"* vektoriiniin Kronecker ¢arpimi,

| { 177!
T(12) ®T(12) —

i=1

seklinde ( n-I )° — mertebeli dikey reel vektdr; ( n-1 ) — mertebeli satir iki

T ?Y vektoriiniin Kronecker ¢arpimi;



j=

1 1 n-1 n-l
T(Zl) ®T(21) —
n " l:{(g+(n])h) (g'i‘(”_l)h)l—l ] .

seklinde ( n-1 )’ — mertebeli satir reel vektor; 1 — mertebeli reel iki 7 matrisinin

Kronecker carpimi,

T2 @ 72 :[ 1 J
! " 2’ ).,

seklinde 1 — mertebeli reel matristir.

Boylece, matrisler i¢in tanimlanan /¢, (1< p <o) matris normu ve vektorler

icin tanimlanan p - normu tanimlarindan,

2
| T, [ = YITS @1 | 3.127

i,j=1

esitligi yazilir. Yukanda tanimlanan, 7,'" ® 7'V, T** ® T*? karesel matrislerin

¢, normlarnmn ve 7Y ®T™ | 7@ ®T?" vektdrlerinin p — normlarimin p.

kuvvetlerinin ve de ( 3.1.27) esitliginin dikkate alinmasi ile;

otz et B

g+ = j)hl" g+ —n)h o |g +(n—i)h

1

+ 2
(g)”*

2 2
o op—i B i ! 1
{%gihr +,Z|g+ih|P] +|:lz1|g+(in)h|p}



2
n—1 1 1
+z . p + 2p
i=1 |g +(n—1)h| (g)
1 g 1 ?
n— 1 n— 1 1
=T, G+ )| + +
L ,Z=1:|g—ih|p ,Z=1:|g+ih|p (g
2 2
1 |& 1 1 |& 1 1
1T Tl =N T I+ = | D | =5 | 2 | v
a =g . a i=1 §+i (g)
h h
2 2
n—1 n—1
AT =T, 27+ — Ll
P | Fe [ | Se ]| @
T8 T8
h h

3.1.28

esitligi elde edilir. Simdi ( 3.1.28 ) esitligini, p ’nin tek veya ¢ift olma durumlarina

gore inceleyelim.

Boylece; ( 3.1.28 ) esitligi ve Teorem 3.1.3 de verilen ( 3.1.18 )

esitsizliginden, p tek ise;

||Tn%Tn HP SM — ﬁ p+é’ p_g +é’ p
"R g Tk ’
2
1 =]
+|h|2p > +
i=1 g—l
;

2

1

+ 2
(g)”*

3.1.29

esitsizligi elde edilir. Ayrica, Riemann — Zeta ( veya Hurwitz — Zeta ) fonksiyonu

tanimindan ve 0 < g/ /4 <1 kabuliinden hareketle;



0 1 0 1 - 1
e = —<l(pg/h) 3.1.30

i=1 g_i i=1 l_g i=1 ; g
h h h
i 1 o 1
Y= —<{(p.glh) 3.1.31
ies (i+g
h h

esitsizlikleri yazilir. Boylece, ( 3.1.29),( 3.1.30) , ( 3.1.31 ) esitsizlikleri ile birlikte

p ‘nin tek olmas1 durumunda, n — mertebeli iki 7, Cauchy- Toeplitz matrisinin Khatri
— Rao garpimi olan, 2((n—1)*> +1)- mertebeli karesel reel T,3% 7T, matrisinin ¢ )

normu igin,

L =1f[ (Y ( _g] ( gjz
”Tn%Tn Hp < |]’l|2p E +§ p> Z +§ pa;

1 ) g ) g 1
Thp [‘g (”’ ;J*'? (”’hﬂngw

seklinde bir iist sinir elde edilir ki, boylece Teorem 3.1.4 de verilen ( 3.1.19 )

esitsizligi ispat edilmis olunur.
Benzer sekilde, ( 3.1.28 ) esitligi ve Teorem 3.1.3 de verilen ( 3.1.18 )

esitsizliginden, p ¢ift ise;

2 et ot
mar ;< | v e e e

n—1 n—1
: > N 1 - 3.1.32
; (g




esitsizligi elde edilir. Boylece, ( 3.7.30 ) , ( 3.1.31 ) , ( 3.1.32 ) esitsizlikleri ile

birlikte p "nin ¢ift olmas1 durumunda, 7,,3% 7, matrisinin ¢, normu igin,

A o]
A e | F R L
1 ) g ) g 1

Thpe {g (p’ hj“ (p’hﬂ+<g>“

seklinde bir iist sinir elde edilir ki, boylece Teorem 3.1.4 de verilen ( 3.1.20 )

esitsizligi ispat edilmis olunur.
Simdi de, T,% T, matrisinin ¢, normu i¢in bir alt sinir bulalim. Bunun igin,

( 3.1.28 ) esitligini p ’nin tek veya ¢ift olmasi durumlaria gore ayr1 ayri ele alalim.

Boylece ( 3.1.28 ) esitligi ve Teorem 3.1.3 de verilen ( 3.1.19 ) esitsizliginden, p tek

ise;
2 2
1 hY NN S
T3 T |}, 2 | = | +¢|p—| + z +
TRV W) | S [ | S )
i=l1 ‘g—l i=l1 ‘g-i-l
h h
1
(2)”

» 2
||Tn%Tn ||p2 12 - ﬁ +§(pa_§j + ! 2 + ! 2 + 12
PP g h lg=h|" |g+h]” (g)

seklinde T,% T, matrisinin /, normu igin bir alt simr elde edilir ki, boylece Teorem

3.1.4 de verilen ( 3.1.21 ) esitsizligi ispat edilmis olunur.



Benzer sekilde, ( 3.1.28 ) esitligi ve Teorem 3.1.3 de verilen ( 3.1.19 )

esitsizliginden, p cift ise;

2
1 |(hY g IRIESHR SR
s Z>h|”’[@ s ’_Zﬂ || ST || BieL T

p 2
\T,%T, 22— _|[ 2 +4(p,—§j L L S
e W) Te—nPr gtk (@)

seklinde 7,3 T, matrisinin ¢ , hormu icin bir alt sinir elde edilir ki, boylece Teorem

3.1.4 de verilen ( 3.1.22) esitsizligi ispat edilmis olunur.

Teorem 3.1.5 a ve b; a < b olacak sekilde herhangi iki pozitif reel say1 olmak iizere,

T = {;} 3.1.33
a+({—j)b e

seklinde tamimlanan 7, , Cauchy-Toeplitz matrisinin ¢ , matris normu igin,

1

1/p
n T, |, < L S, ¥ 3.1.34
a’  (p-1)b* b

1 1 1
T > —+ + 3.1.35
AR [a" Wbo—ay z(bﬂﬂ




seklinde alt ve {ist sinir vardir ( Catak 2001 ).

Teorem 3.1.6 7, ( 3.1.33 ) ° deki gibi tamimlanan n- mertebeli ( n > 2 ) Cauchy-

Toeplitz matrisi olmak iizere, bu sekilde tanimlanan iki 7, Cauchy-Toeplitz

matrisinin, 7,,% T, ile gosterilen Khatri-Rao ¢arpiminin ¢, matris normu igin,

2

a a

Yip-LI-—|+¥ p-11+—
(p bj [” bﬂ

2
-1)
D ‘P(p—l,l—gj+‘P(p—l,l+£) L3136
(p—1)'b" b b >

seklinde bir {ist sinir ve

[ 1 1
|| T3 T, ||§ < (n—l) [a—p-’-m

2
1 1 1 1 1 1
T.%T, |”=|| — 3.1.37
| Iy {(ap+2(b—a)p+2(b+a)pﬂ +(b—a)z’)jL(bﬁLa)z‘” +a2”

seklinde bir alt sinir vardir.

Ispat : ( 3.1.33 )’ deki gibi tanimlanan n- mertebeli ( n >2) T,, Cauchy-Toeplitz

matrisini; 7" =7, T/?;

n—1
T = _ 3.1.38
" a+({—n)b

i=1

seklinde ( n-1) — mertebeli dikey reel vektor, 7°";



n—1
T = ; 3.1.39
" a+(n-j)b

J=1

seklinde (n-1)- mertebeli satir reel vektor, 7% ;

I = [lj 3.1.40
aJ1x

seklinde bir matris olmak {izere,

T,,(“) Tn(lz)
T, =[T o e 3.1.41

seklinde blok matrislere ayiralim.
Bu sekilde bloklara ayrilmig n- mertebeli ( n > 2 ) iki Cauchy-Toeplitz

matrisinin Khatri-Rao ¢arpimi,

T.,QT_, T™er™

T, T, = TO) @ 7Y ) @ (22

seklinde 2((n —1)* + 1) - mertebeli karesel reel T,3% T, matrisidir.

(n-1) - mertebeli (n 22 ) iki T, , , Cauchy-Toeplitz matrisinin Kronecker

carpimi,

QT | =

1 1 el n—1
H(a+<i—j)b)(a+(k—l>b)l,z1]

i,j=l1

seklinde tamimlanan, (n—1)*> - mertebeli karesel reel matris; ( n-1 ) - mertebeli iki

7" vektoriiniin Kronecker garpimi,



12) a1zy _ ! 1 T
e [{(a +(i=mb)(a+ (k- ”)b)lj

i=l1

seklinde ( n-1 )° — mertebeli dikey reel vektor; ( n-1) - mertebeli iki 7" vektdriiniin

Kronecker ¢arpimi;

. o 1 . P
LT = [(a+(n_j)b) (a+(n—l)b)11]

J=1

seklinde ( n-1 )’ — mertebeli satir reel vektor; 1 — mertebeli reel iki 7 2 matrisinin

Kronecker ¢arpimu,

1

(22) (22) _
L7 ®I™ = (—zj
1x1

a

seklinde 1 — mertebeli reel matristir.

Boylece, matrisler i¢in tamimlanan ¢, matris normu ve vektorler i¢in

tanimlanan p - normu tanimlarindan,

2
I TRT, 2= YT @ T | 3.1.42

i,j=1

esitligi yazilir. Yukarida tanimlanan, 7" @ 7"V, T** ® T*» karesel matrislerin

n

¢, normlarmin ve T T | TPV ®T®" vektdrlerinin p — normlarmin p.

kuvvetlerinin ve de ( 3.1.42) esitliginin dikkate alinmasi ile;

2 2 ?
- 1 -1 1 n—1 1 1
Tn%Tn p_ - - |+ _ | + +
” Hp {;1|a+(z—])b|p:| [,Zl:|a+(l—n)b|p] {;|a+(l’l—1)b|p} a217



2
n—2 ) 1 1 n— 1 ?
T % T, || = +Zn 1—i + + )y —
{ i1 )[|ib—a|p |ib+a|pﬂ L |a+(z n)b| }

2
o 1 1
+ T + 2
7t |a +(n—i)b| a

2 2
n—1 1 1 1
T, 3T, |12l T, |2 + {z ] {z ] 5 3.1.43

11|a—l | |a+lb|

esitligi elde edilir. ( 3.7.43 ) esitligi ve Teorem 3.1.5 de verilen ( 3.1.34 ) esitsizligi

2

a a

Yip-L1-—|+¥ p-1L1+—
(” bj (p bﬂ

. 2 2

n— 1 n—1 1 1

+ — |+ +
[;|a—ib|p] Lzl:|a+ib|p] a’’
2

a a

Yl p-11-=|+¥| p-1L1+=
(p bj (p bH

-1 n—1 1 : 1
Z +> — +a2" 3.1.44

i=1 |a - lb| i=1 |a + 1b|

ile,

1 1

2
| T3 T, ||§ < (n—l) |:a—p+m

I 1
T, % T, ||1 < (n—1) [a—p+m

n-l1
esitsizligi elde edilir. (3.1.44 ) esitsizligindeki z ! -+ ! > ifadesinin
-1 |a - ib| |a + ib|

Polygamma fonksiyonu cinsinden,

e i B e e
= ~¥| p-Ln——|-¥| p-Ln+-—
,le[|a—ib|p+|a+ib|p] ) A Y B A




yazildig1 ve ayrica,

3 e M Gt A e )|
= Yip-1,1-—|+¥| p-L1+— 3.1.45
n—l;roi;[|a_ib|p + |a+ib|pJ (p_l)'bp p b + P + b

oldugu bilindigine gore, boylece ( 3.1.44 ) esitsizligi ve ( 3.1.45 ) esitliginden, 7,3 T,

matrisinin ¢, normu igin,

LT, | < (n_l)Z[i+_
a

g

seklinde bir iist sinir elde edilir ki; Teorem 3.1.6 ile verilen ( 3.7.36 ) esitsizligi ispat
edilmis olunur.

Simdi de, T,% T, matrisinin ¢, normu i¢in bir alt sinir bulalim. Bunun igin,
Teorem 3.1.5 ile verilen ( 3.1.35 ) esitsizligini ve ( 3.1.43 ) esitligini géz Oniine

alirsak,

2 2
n—1 1 n—1 l 1
T,%T, | = 7+ + +
IT 2T, 0l =117, 1 {;MW] [;pﬂbd

y Kaip "2 1 ay 2(b +a) H [2@ —ib|” T {2 la +1ib|p T ' ai”




2
1 1 1 1 1 1
T.3%T, |”>|| —
I Tl l:(ap+2(b—a)p+2(b+a)”1| Yoma ray o

seklinde bir alt sinir elde edilir ki; Teorem 3.1.6 ile verilen ( 3.1.37 ) esitsizligi ispat

edilmis olunur.

3.2. Cauchy — Toeplitz Matrislerinin Tracy — Singh Carpimlarimin 7 Normlari

icin Smirlar

Teorem 3.2.1 T

n?

( 3.1.1 )’ deki gibi tanimlanan n- mertebeli ( » > 2 ) Cauchy-
Toeplitz matrisi olmak {izere, bu sekilde tanimlanan iki 7, Cauchy-Toeplitz
matrisinin, 7, @ T, ile gosterilen Tracy - Singh ¢arpiminin 7, (p > 2) matris normu

igin,
I T,0T, | <[n(27" =2k (p)f 3.2.1
seklinde bir {ist sinir ve

| 7,07, 1;2[(2" ~2)¢ (p-1)] 3.2.2

seklinde bir alt sinir vardir.

Ispat : ( 3.1.1 )’ deki gibi tamimlanan n- mertebeli ( n > 2 ) T, Cauchy-Toeplitz
matrisini, 7'"" =7 _, ve T2, T®" | T® sirasiyla; ( 3.1.5),(3.1.6),(3.1.7)"

deki gibi tanimlamak tizere,



seklinde blok matrislere aywralim. Béylece; T (1<i,j<2) matrisleri ile n-

mertebeli (n >2) T,, Cauchy-Toeplitz matrisinin Tracy — Singh ¢arpimu,

T"@eT, =
" " (@) (21 (@) (22)
TV T TV QT

T ® T @ ® 712
n n n n s "j f— 1’ 2
seklinde tanimlanmak tizere, ( 3.1.7 ) deki gibi bloklara ayrilmis »n — mertebeli iki 7,

Cauchy-Toeplitz matrisinin, 7, @ 7, ile gosterilen Tracy-Singh ¢arpimu;
Tn Tl’l = (]—;1“]) Tn )ZJ

seklinde tanimlanan »*- mertebeli reel karesel bir matristir.
Herhangi iki matrisin Kronecker ¢arpimi goz oniine alinirsa, 7, ® 7, matrisini

olusturan bloklar, karesel matrisler veya vektorlerin yanisira, karesel olmayan

matrislerden de ibarettir. Bu sebeptendir ki; ||.||,, , Tanim 2.3.6 da verilen

g 0

genellestirilmis - ¢ | matris normu olmak tizere, 7, ® 7, matrisinin ¢, (p = 2)

normu i¢in;
Qi k)= T @ T |, (1<, j,k,[<2)

olmak tizere,

2 2
I T,@T, |, = > > Q,k) 323

i, j=lk,I=1

seklinde esitlik yazilir. Herhangi iki matrisin Kronecker ¢carpimi ve bu ¢arpimin

genellestirilmis - ¢, matris normu tanimlar1 g6z 6niine alinirsa,



2

D QLK) =] &1 eSS |l 324

k= el jp el R L Ly I
LA L i T,
2 PR 2 PR
2 1 1 1
QU2,k) =S 1 N 1 N 1 < 1 325
z ( ’ ) Z P P + Z r +z P +27
k=1 =0 B =1 B S 1|1 . =i .
—+i-n —+i—j —+i-n —+n—j
2 2
2 1 1 1
QRLK) = |5 1 N 1 N 1 < 1 3.2.6
2. QQL) =¥ b by L8 i
o L R L | L TR LA
2 2 Y
2 1 1
D QQLK) =2 LS —L 8 1 | 3.2.7
k,I=1 ig=1|1 ’ i=1 v =1 i’
—+i—j —+i—n Tlean—j

esitlikleri elde edilir. Boylece , (3.2.4),(3.2.5),(3.2.6),(3.2.7) esitliklerinden,

T, ® T, matrisinin ¢, (p > 2) normu igin;

2

n—1 1 n—1 1 n—-1
Iner;-|¥ 1L |, S oY

i,j:11+l, I i=1 iy np = 1+ |
L S L ane
2 / 2 /
2
n-1 1 n—1 1
=T, 5, + Zﬁ + TEEG +27
o L S
2 2

2
n-1 1 l 1
=T P+ 22y ———— [ +] 27 +27
{II ill7 [ ;|2,~—2n+1|”] [ ;zj—Z(nH)HpJ }



n—-2 —1 2
=T, || +2*
{II A ; T ) Z,) 2J+1 }

2
2n-3 n=2 2n-1 n—1
[EACYATISITSNTCYII D N SRS ) o B i & 328
i i=1 lp 2p i=1 lp i=1 ip 2]7 i= lp

esitligi elde edilir. Boylece; ( 3.2.8) esitligi ve Teorem 3.1.1 de verilen ( 3.7.2)

esitsizliginden,

I 7,07, < {[(2P+1 —2)n-1)(p)]+ 2{(223% —2% Ziipj + (zzlip _2ip 11 lipﬂ}z 3.2.9

i=1 1

esitsizligi elde edilir. ( 3.2.9 ) esitsizligi ve

esitligi ile ( 3.1.1) ’ deki gibi tanimlanan n» — mertebeli iki 7, Cauchy- Toeplitz
matrisinin Tracy - Singh ¢arpimi olan, n” - mertebeli karesel reel 7, ® T, matrisinin

¢, (p=2) normu igin,

I 7,07, I <[22 - 2)(p)]

seklinde bir iist sinir bulunmus olunur ki; boylece Teorem 3.2.1 ’de verilen ( 3.2.1)
esitsizligi ispat edilmis olunur.

Simdi de 7,®7, matrisinin £, (p >2) normu igin bir alt sinir bulahm.

Bunun i¢in,

n=2 1 n—1 1 2
| T,,T,,||§={||Tn1ﬁ +2”ZW +27 }

i=0



esitliginden ve Teorem 3.1.1 de verilen ( 3.1.2) esitsizliginden yazilan,

2
” T,,Tn|f;;2{( _1); +2p+1 1 }

i1 (21 +1)p

2
n—1 n—1
T,©T, |’ >{(2r -1 2P 3.2.10
| {( k(o) (Z @Qi+1y" 5 21+1)Pj}

esitsizligini  gbéz Online alalim. ( 3.2.70 ) esitsizliginde yer alan

n—1
Z ! — - 1 teriminin Polygamma fonksiyonu cinsinden,
Qi+1)" (2i+1)

T

seklinde yazildig1 ve ayrica,

mnz_l((b +11) (Ziil)PJ :(1_ 2i1 ]g(p_l) _(1_2%j§(p) 21

oldugu bilindigine gore, boylece, ( 3.2.10 ) esitsizligi ve ( 3.2.11 ) esitligi dikkate

alinarak, 7, © T, matrisinin 7, (p = 2) normu igin,

2

I T,©T,1;2[(2" -2)¢ (p-1)]



seklinde bir alt sinir bulunmus olunur ve bdylece ( 3.2.2 ) esitsizligi ispat edilmis

olunur.

Teorem 3.2.2 T, ( 3.1.16 )’ daki gibi tanimlanan n- mertebeli ( # =2 ) Cauchy-
Toeplitz matrisi olmak tizere, bu sekilde tanimlanan iki 7, Cauchy-Toeplitz
matrisinin, 7, @ T, ile gosterilen Tracy - Singh ¢arpiminin ¢, (1 <p < o0 ) matris

normu igin, p tek ise;

17, 8T, 17 < {(Th}’l) {_ (g " g[p,_ %j ' é'(p, %ﬂ
1 g g 1 2
*w[f(p"h)*?[f”’hﬂw} e

p cift ise,

rerp. {(Th}u (& o2t
lde )]l

seklinde bir tist sinir vardir. p tek ise,

P 2
7,07, ;21— —(ﬁJ e B E XY
a g h lg=hl" |g+h|” |g]

p cift ise,

2
1 } 3.2.13




, 2
IT,®T, | > lp (ﬁj +g(p,—§j — —+ ! —+ lp 3.2.15
[h" |\ g h)| lg—nl" [g+h" |g|

seklinde bir alt sinir vardir.

Ispat : ( 3.1.16 )’ daki gibi tanimlanan n- mertebeli ( n > 2 ) Cauchy-Toeplitz
matrisini, 7' =T, _, ve T2, T | T sirastyla; (3.1.23),(3.1.24),(3.1.25)

’deki gibi tanimlamak tizere, ( 3.1.26 ) *daki gibi blok matrislere ayiralim.

Boylece; T (1<, j <2) matrisleri ile ( 3.1.26 ) *daki gibi blok matrislere

ayrilan n- mertebeli (n =22 ) T, Cauchy-Toeplitz matrisinin Tracy — Singh ¢arpimu,

(i) an (i) (12)
n n Tn(U) ® Tn(21) Tn(u) ® Tn(22)

seklinde tanimlanmak {izere, ( 3.1.26 ) deki gibi bloklara ayrilmis » — mertebeli iki
T, Cauchy-Toeplitz matrisinin, 7, @ T, ile gosterilen Tracy-Singh ¢arpimi;

seklinde tanimlanan »” - mertebeli reel karesel bir matristir.

Buradan, 7, ® T, matrisinin ¢, ( 1 <p <o0) normu i¢in;
Qi k) T, ®T |, (124, j.k,1<2)
olmak iizere,

2 2
| T,@T, |2 =Y. > Oij, k) 3.2.16

i,j=lk,I=1



seklinde esitlik yazilir. Herhangi iki matrisin Kronecker ¢carpimi ve bu ¢arpimin

genellestirilmis - ¢ | matris normu tanimlar1 goz dniine alinirsa,

n-1 n—1 1
1|g+(z e H(,,_qgw ])h|} [;Zl:|g+(i—n)h|pJ

< 1 1
. LU 3217
[§g+(n—j>hﬂ] g"}

i Q1 1,kl) = [

k=1

2 n-1 n—1
QU2,ky=|S___1 S S
k; (;Lg—i—(z mh|" H( S+ (- ])h|] (;|g+(i—n)h|pJ

n-1 1 1
N LU 3218
[§g+(n_j)hﬂJ g"}

2 n—1 n-1 n—1
s = |g+(n Dh ,,=1|g+(l D" ,Zl:|g+(i—n)h|p

< 1 1
N LU 3219
[§g+(n_j)hﬂJ g"}

2 n-l n-1
> 022, kl)—_ ( ]{ ;J
k=1 |g| ,,=1|g+(1 ])h| tZ:l: |g+(i—n)h|p

{”‘ }1 3.2.20
Tlg+n=ph" ) gl

esitlikleri elde edilir. Boylece , ( 3.2.17),(3.2.18),(3.2.19),(3.2.20)

esitliklerinden, 7, @ 7, matrisinin / , (1< p<o)normu igin;



”TnTn ”p: n-l1 n—l1 1 J—F{n 1 1 J L
{(, ,:1|g+(1 ])h| ] [; |g+(i—”)h|p ZgJF(” ") g’

2
-1 n—1
I 7,@T, 12 =417, |12 + + S
8 (U Pl B Py e

-1 .
I 7,07, s =d)7_ |17+ L S P 3221

|h| ‘ \h\” ey ]l
h

2

—i

=

esitligi elde edilir. Simdi ( 3.2.27 ) esitligini, p ’nin tek veya ¢ift olma durumlarina
gore inceleyelim.

Boylece; ( 3.2.21 ) esitligi ve Teorem 3.1.3 de verilen ( 3.1.18 )

esitsizliginden, p tek ise;

_ P n—1
| 7,07, 1; < (=) _(ﬁj +g(p,_§j+g(p,§j ML)
g 8 h h| |n" | = ‘g .

esitsizligi elde edilir. Ayrica, Riemann — Zeta ( Hurwitz — Zeta ) fonksiyonu

tanimindan ve 0< g/h <1 kabuliinden hareketle;

00 1 © 1 s 1
Z F=2 » ZZ ~<c(p—g/h) 3.2.23




N
2= ~<¢(p.g/h) 3.2.24

esitsizlikleri yazilir. ( 3.2.22 ), ( 3.2.23 ), ( 3.2.24 ) esitsizlikleri ile birlikte p ’nin

tek olmast durumunda, ( 3./.7/6 ) da tanimlanan n» — mertebeli iki 7, Cauchy-

Toeplitz matrisinin Tracy — Singh ¢arpimi olan, n° - mertebeli karesel reel 7, ® T,

matrisinin £, (1 <p <o) normu igin;

I 7,7, s{(rhp){—[g e (1’"%}+§(1’ %ﬂ
a8 3]

seklinde bir iist sinir elde edilir ki, boylece Teorem 3.2.2 de verilen ( 3.1.12 )

esitsizligi ispat edilmis olunur.
Benzer sekilde, ( 3.2.21 ) esitligi ve Teorem 3.1.3 de verilen ( 3.1.18 )

esitsizliginden, p cift ise;

P e
I T,®T, 1 < (n=1) (ﬁj +§(p,—§J+§(p,§J P bl
n” |\g h AN = ‘g I
h

n—1
PRI s R S - 3.2.25
1




esitsizligi elde edilir. Boylece, ( 3.2.23 ) , ( 3.2.24 ) , ( 3.2.25 ) esitsizlikleri ile

birlikte p ’nin ¢ift olmas1 durumunda, ( 3.7/.16 ) da tanimlanan » — mertebeli iki 7,

Cauchy- Toeplitz matrisinin Tracy — Singh carpimi olan, n”°- mertebeli karesel reel

7,® T, matrisinin ¢, (1 <p <o0)normu igin;

I 7,07, < {(Th}l) [@ . (p" %)*4 (p’ %j]
e

seklinde bir iist siir elde edilir ki, boylece Teorem 3.2.2 de verilen ( 3.1.13 )

esitsizligi ispat edilmis olunur.

Simdi de, 7, © 7, matrisinin ¢ , (1 <p <co)normu igin bir alt sinir bulalim.
Bunun i¢in, ( 3.2.21 ) esitligini p ’nin tek veya ¢ift olmasina gore ayr1 ayri ele
alalim. Boylece ( 3.2.21 ) esitligi ve Teorem 3.1.3 de verilen ( 3.1.19 )

esitsizliginden, p tek ise;

P 2-1 2-1
| T,©T, "> lp _[ﬁj +g(p,_§j + lp > ! p+z ! = |+ lp
| g h A= ‘g . i—l‘g_l. |g|

p
7,7, |2 > lp _(ﬁj +g(p,_§j —t —+ 1 —+ lp
2 g h lg=h" |g+h|” gl

seklinde bir alt smir elde edilir ki, boylece Teorem 3.2.2 de verilen ( 3.1.14 )
esitsizligi ispat edilmis olunur.
Benzer sekilde, ( 3.2.21 ) esitligi ve Teorem 3.1.3 de verilen ( 3.1.19 )

esitsizliginden, p ¢ift ise;



P
IT,©T, | > lp [ﬁj +§(p,—§j . —+ ! —+ lp
|hl |\ g h)| lg=hl" lg+hl” |g]

seklinde bir alt sinir elde edilir ki, bdylece Teorem 3.2.2 de verilen ( 3.1.15)

esitsizligi ispat edilmis olunur.

Teorem 3.2.3 7, ( 3.1.33 ) ° daki gibi tanimlanan n- mertebeli ( n > 2 ) Cauchy-
Toeplitz matrisi olmak iizere, bu sekilde tanimlanan iki 7, Cauchy-Toeplitz

matrisinin, 7, @ 7, ile gosterilen Tracy - Singh ¢arpiminin ¢, matris normu igin,

a a
¥ p-11-2|+9 p-11+2
(p bj (p ij

nn@nw%@A*%+

a®  (p-1)b*

seklinde bir {ist sinir ve

2
1 1 1 1 1 1
TOT ||P><|| —+ + + + +—1¢ 3.2.27
I'T, "p{Kw mhdpz@ﬂwﬂ (b—a)y @+W’a%

seklinde bir alt sinir vardir.

Ispat : (13.1.33 )’ deki gibi tanimlanan n- mertebeli ( n >2 ) T, Cauchy-Toeplitz

matrisini, 7' =T, _, ve T"?, T | T sirastyla; (3.1.38),(3.1.39),(3.1.40)

T n

’daki gibi tanimlamak tizere, ( 3.1.41 ) ’deki gibi blok matrislere ayiralim.



Boylece; T (1<, j<2) matrisleri ile ( 3.1.33 ) *deki gibi tanimlanan ve
(3.1.41) *deki gibi blok matrislere ayrilan n- mertebeli (n >2) T,, Cauchy-Toeplitz
matrisinin Tracy — Singh ¢arpimu,

TW QT T & 702
n n n n , ] — 1’ 2

T"eT, =
" " (@) (2n (@) (22)
Tn ® 7—;1 7—;1 ® TVI

seklinde tanimlanmak {izere, ( 3.1/.41 ) deki gibi bloklara ayrilmis » — mertebeli iki

T, Cauchy-Toeplitz matrisinin, 7, @ T, ile gosterilen Tracy-Singh ¢arpimi;
I,07, =(I,”®T,);

seklinde tanimlanan »*- mertebeli reel karesel bir matristir.

Buradan, 7,, ® 7, matrisinin ¢ , hormu i¢in;
Qi k)= TP T |7, (1<, j,k,1<2)
olmak iizere,
2 2
| T,OT, |5 = > > Qij,kl) 3.2.28

i, j=lk,I=1

seklinde esitlik yazilir. Herhangi iki matrisin Kronecker ¢arpimi1 ve bu ¢arpimin

genellestirilmis - ¢ | matris normu tanimlar1 goz ntine alinirsa,

2 1 n-l1 n-l
QLK) =| S _r
k,zl—:l [ ,:1|a+(z Hol” H{ ,:1|a+(l Hbl’ J [Z‘ |a+(i—n)b|pJ

n-1 l 1
. L 3.2.29
S }



o2,k =St |]§ s
kZl:l {;|a+(z n)b| }{(,,=1|a+(z j)b|\] [;|a+(i—n)b|pJ
R SR A & 3.2.30
(St )]

2 n-l nl -l
QQ21,kl) = 1
k,zl-:l [,_1 |la+(n—j)b" H{ ]:1|a+(z Hb|” J [Z‘ |a+(i—n)b|"]
{”'1}1 3.2.31
= ‘a+(n j)b‘
2 n—1 n—l1 1
Q21,kl) = — -
kZ:: {(, ,:1|a+(l ])b| ] (,Z::‘ |a+(i—n)b|pJ

S 1 3.2.32
Jr(,Z:a+(n j)b‘ }r }

esitlikleri elde edilir. Boylece , ( 3.2.29), (3.2.30),(3.2.31),(3.2.32)

esitliklerinden, 7,, © 7, matrisinin /¢ , hormu igin;

|| TnTn ||§= n_l; H; H; L

2
-1 n—1
I T,OT, 12 =47, |’ L 3.2.33
10 llp + Z1:|a 1b| ,Z;a+jb” a’

esitligi elde edilir. ( 3.2.33 ) esitligi ve Teorem 3.1.5 de verilen ( 3.1.34 ) esitsizligi

ile,



1 1
TOT | < —-1)—+—
| OT {(n )LPJF(P—I)!bP

a a
Yip-LI-——|+¥Y p-L1+—
(” bj (p ij
S 1 50
+ +— ot
,Z::' ‘a—ib‘p = ‘a+jb‘p a’

n—1
(3.2.34 ) esitsizligindeki Z ! + ! ifadesinin Polygamma
i=I |a—ib|p |a+ib|p

fonksiyonu cinsinden,

n-1 1\
1 + 1 = ( 1) {—‘P(p—l,n—gj—‘l’(p—l,iwrgj
T\ |a—ib|" |a+i]" ) (p-10p" b b

yazildig1 ve ayrica,

R 1 1 (-1)" { ( aj ( aﬂ
lim + = Yip-1,1-—|+¥| p-L1+— 3.2.35
’Hw,zl[|aib|p |a+ib|”J (p—-1)1” P b P b

oldugu bilindigine gore, bdoylece ( 3.2.34 ) esitsizligi ve ( 3.2.35 ) esitliginden,

T, ® T, matrisinin ¢ , hormu i¢in;

a a
S S V7 (P B P R
a (p=1)b” (p bj (p ij

Wl gl

I 7,@T,1; S{(n—l){%+



seklinde bir iist sinir elde edilir ki; Teorem 3.2.3 ile verilen ( 3.2.26 ) esitsizligi ispat
edilmis olunur.

Simdi de, 7, @ 7, matrisinin ¢, normu igin bir alt sinir bulalim. Bunun igin,
Teorem 3.1.5 ile verilen ( 3.1.35 ) esitsizligini ve ( 3.2.33 ) esitligini géz Oniine

alirsak,

2
1 1 n—1 1 1
I T,@T, Il =4|T,, |17 + N\ Zjar o ) o
p H 1 Hp ;|a—ib|p jzla+jbp a

B O B | S MU L 1 |
”T"T"p_{[{a" 2o-ay 2(b+a)"ﬂ b-a) " bray }

seklinde bir alt sinir elde edilir ki; Teorem 3.2.3 ile verilen ( 3.2.27 ) esitsizligi ispat

edilmis olunur.



4. CAUCHY - HANKEL MATRISLERI

Tamm 4.1. ( 3.7 ) ile verilen Cauchy matrisinde, @ ve b keyfi sayilar olmak iizere,

(b;tO,%eEZ) x, =a+bk ve y,=—jb almarak elde edilen
H {;} (4.1)
" la+(k+))b .

matrisine Cauchy — Hankel matrisi denir.

4.1. Cauchy — Hankel Matrislerinin Khatri — Rao Carpimlarmin /, Normlari

f¢in Smirlar

Teorem 4.1.1 A, (4.1 ) matrisinde a =1/2 ve b =1 alinmasi ile elde edilen,

o=l (4.1.1)

S I T
—+(i+
> (i+)) '

i,j=1

seklindeki Cauchy-Hankel matrisi olmak iizere, bu sekilde tanimlanan H

matrisinin (| normu igin,

I, H,J{H(z”” —l)é(p—n—[zp-‘ —%jam—lnz} (4.12)

| H, |IPZK2”2 —%j?(ﬁ—l)—(?_” —ijg(p)} (4.13)

seklinde bir alt ve iist sinir vardir ( Bozkurt 1996 ).



Teorem 4.1.2 H , ( 4.1.1 ) ’deki gibi tamimlanan n- mertebeli ( n = 2 ) bir

Cauchy-Hankel matrisi olmak iizere, bu sekilde tanimlanan iki Cauchy-Hankel

matrisinin Khatri-Rao ¢arpiminin ¢ (2 < p < 0) matris normu igin,

|H, % H, ||” < {l—ln2+(2”‘l _1)4“([9—1)—(2”‘1 —%)C(p)}z
-2~ -)c )] +(2)]

seklinde bir {ist sinir ve

) s _l ) ) - _l 2 22p+1
\|H, 3% H, sz[[z 2]4(19 1) (2 J@(p)} tm

seklinde bir alt sinir vardir.

(4.14)

(4.1.5)

Ispat : ( 4.1.1 ) ile verilen n- mertebeli ( n > 2 ) H, Cauchy-Hankel matrisini,

11 12) .
HOY=H,, H:

n-12

n-1

seklinde ( n-1 ) — mertebeli reel siitun vektor, H *V;

(4.1.6)



n—1

HY =| 77— (4.1.7)

H : (4.1.8)
—+2n
2 1x1
seklinde reel matris olmak tizere,
Hill) HEIZ)
H, =0 ) (4.1.9)
Hll Hll

seklinde blok matrislere ayiralim.
Bu sekilde bloklara ayrilmis #- mertebeli ( # > 2 ') iki Cauchy-Hankel

matrisinin Khatri-Rao ¢arpimi,

H ®H, 6B H®®H"™

Hy % H, = HO @ g g @ e

seklinde 2((n —1)* +1) - mertebeli karesel reel H, 3% H, matrisidir.

(n-1)-mertebeli (n>2)iki H Cauchy-Toeplitz matrisinin Kronecker

n-1 >

carpimi,

n—1

H®H:1 !

n-1 n-1 1 1
(+i+jj [+k+lj
2 2 k,I=1

i,j=1



seklinde tamimlanan, (n—1)*> - mertebeli karesel reel matris; ( n-1 ) - mertebeli iki

H'"» vektdriiniin Kronecker garpimi,

1 n—1

n—

HY & g = 1 1

n n 1 ) 1
—+i+n||—+k+n
el

seklinde ( n-1 )’ — mertebeli reel siitun vektér; ( n-1) - mertebeli iki H*" vektoriiniin

i=1

Kronecker ¢arpimi;

-1 n-1

1 1

| 1
—+j4+n|| —+l+n
o))

seklinde ( n-1 )° — mertebeli yatay reel vektor; 1 — mertebeli reel iki H

(21) @n _
H®®@H? =

Jj=1

*» matrisinin

Kronecker ¢arpimi,

H,(IZZ) ®H£22) —

seklinde 1 — mertebeli reel matristir.

Béylece, matrisler i¢in tanimlanan / , (p = 2) matris normu ve vektorler i¢in

tanimlanan p - normu tanimlarindan,

2
| HeHy |l = DN HY @HD ||y (4.1.10)

i,j=1



esitligi yazilir. Yukarida tanimlanan, H'"" ® H"Y, H® ® H*> karesel matrislerin
¢,(p 22) normlarinin ve H, W eH"  H®H?" vektdrlerinin p — normlarinin

p. kuvvetlerinin ve de ( 4.1.10 ) esitliginin dikkate alinmasi ile;

2 2 2

|, H, | j e

(,,ﬂj (zw) ]| !

2
n—1 - n-2 .
=|27 + ol 1
{ [1_1 (2i+1) Z] 2n+21+1) H i P

<IH, S |

n—1

. 2 o) 2p
= H,y [ + 220" *H
o Z} 2n+21+1)‘" 9

\H,%H, |7 <||H, 7 z[

~. :
[N g N
~—~
N
+ |~
_
N
N
N—
[ ]
+
7~ N\
O | o
N—
8]
N1

n-1 1 1 ? 2 2p
1H 2 Hy |l <I H, L 15 +277 3 T +(—j (4.1.11)
a\(2i+1)" (2i+1)° 9

esitligi elde edilir. Boylece, elde edilen ( 4.1.11 ) esitsizligi ve Teorem 4.1.1 de
verilen (4.1.2) esitsizligi ile,



|H,%H, |12 < [1 ~m2+ (27 1K (p -1 - [2 - —jé”(p)}

it n-1 1 1 : . z 2p
2 [;[(21+1) (2i+1)p ]] (9] (4112)

esitsizligi  yazilir. ( 4.1.12 ) esitsizliginin sag tarafinda yer alan

n—1

1
1[ 2i 10" (2i+1Y

J ifadesinin Polygamma fonksiyonu cinsinden degeri,

n—1

1 ]= ,(_l)p ‘{’[p—z,n+%J+(l— 1}4(19—1)

p ( 2i 1) (2i+1) ) 27'(p-2)

+2P(Ep—1)_pl)!‘l’(p—l,n+%j —[1—2%j§(l’)

seklinde yazilir ve

> (o e ey L U LB

oldugu bilindigine gore, bdoylece ( 4.1.13 ) esitligi ve ( 4.1.12 ) esitsizliginden,

H,3% H, matrisinin / , normu igin,

|H, 3 H, |2 < {1 ~m2+ (27 -1k (p -1y —[2'” —%jc(p)}

seklinde bir iist sinir elde edilmis olunur ki, ( 4.1.4) esitsizligi ispat edilmis olur.

Simdi de, H,* H, matrisinin ¢ , normu igin bir alt sinir bulalim. Bunun i¢in,



n—1 1
R, |1 = H 15 o § N (4.1.14)

L =
£ , 1
- (;-H'JrnJ [2+2nj

esitligini tekrar géz Oniine alalim. Boylece, ( 4.1.14 ) esitligi ve Teorem 4.1.1 de

verilen (4.1.3) esitsizligi ile, H,% H, matrisinin ¢ , normu igin;

|H, 3% H, || > [(2 —%j:(p -1 —[zﬂ —%]:(p)} P S S
, 1

|H, % H, |7 > [(2 —%jap -1) —(z” —%]:(p)} Sy

22p+1

7%°

|H, % H, ||} > {(2” —%}C (p—-D- [2”2 —ljéf (p)} +

4

seklinde bir alt sinir elde edilmis olunur ki, boylece ( 4.1.5 ) esitsizligi ispat edilmis

olur.

Teorem 4.1.3 ¢ ve d, ¢ < d olacak sekildeki herhangi iki pozitif reel say1 olmak

uzere,

| ;
Hn{—c_(iﬂ)d} (4.1.15)

i,j=1



seklinde tamimlanan H, Cauchy-Hankel matrisinin ( (3 < p <) normu igin,

c

1 1 | —-d c c
H || £— VYip-12—-——|-Y¥Y| p-2,2——
1,1, d{(p_z)!(p_l)d (p , d] (p , dj

1/p
1 2 1
H > + +
14,1, {(Zd—c)p Gd o) (4d—c)p}

seklinde tist ve alt sinir vardir ( Catak 2001 ).

} (4.1.16)

(4.1.17)

Teorem 4.1.4 H, , ( 4.1.15) ile verilen n - mertebeli ( n > 2 ) bir Cauchy-Hankel

matrisi olmak tizere, bu sekilde tanimlanan iki Cauchy-Hankel matrisinin Khatri-Rao

carpiminin £ , (3 < p <o) matris normu igin,

a* | (p=2)|(p-1)

p

1 1 c—d c
”Hn%Hn ||ZS { '|( _ dw(p_l’z_gj_q](p_

(—l)p c—d ( _
+2{(19—2)!& p-na \PTHT

d-c ’
—‘P[p—2,l+ p, ﬂ} +—(2d

_ C)ZP

seklinde bir {ist sinir ve

1 2 1

|\ H % H, ||} {

seklinde bir alt sinir vardir.

(2d - c)’ ' (3d -c¢)’ ' (4d - c)’ } " (3d

(4.1.18)

(4.1.19)



Ispat : ( 4.1.15) ile verilen n- mertebeli (n > 2) H,

an _ (12).
H,'=H, ,,H,7;

n-1°

n—1
1 _ 1
" c—(@i+n)d ]|

seklinde ( n-1 ) — mertebeli reel siitun vektor, H ,52 b

n—1
! c—(n+j)d]

seklinde (n-1)- mertebeli reel satir vektdr, H *?;

S
! c—2nd ),

seklinde reel matris olmak tizere,

o H,(lll) H’EIZ)
n H,(,ZI) H,(lzz)

seklinde blok matrislere ayiralim.

Cauchy-Hankel matrisini,

(4.1.20)

(4.1.21)

(4.1.22)

(4.1.23)

Bu sekilde bloklara ayrilmis #- mertebeli ( # > 2 ) iki Cauchy-Hankel

matrisinin Khatri-Rao ¢arpimi,

H
HyH,=| "o

®H,, H"e®H"

(21) (21 (22) (22)
HQH? H® ®H!

seklinde 2((n —1)* +1)- mertebeli karesel reel H, 3 H, matrisidir.



( n-1) - mertebeli ( n > 2 ) iki H, , Cauchy-Toeplitz matrisinin Kronecker

carpimi,

1 1 nel n—1
H,  ®H,, _H(C(H-j)d) (C(k+1)d):|k,ll}

i,j=1

seklinde tamimlanan, (n—1)*> - mertebeli karesel reel matris; ( n-1 ) - mertebeli iki

H " vektdriiniin Kronecker garpimi,

(12) 12) _ ! 1 T
e n(c—aw)d)(c—(“")d)}kJ

i=1

seklinde ( n-1 )’ — mertebeli reel siitun vektor; (n-1) - mertebeli iki A" vektoriiniin

Kronecker ¢arpimu;

B N | ! n-17]71
et n(c—(nu)d)(c—(n”)d)l1]

J=1
seklinde ( n-1 )* — mertebeli reel satir vektor; 1 — mertebeli reel iki H 2 matrisinin
Kronecker carpimu,

H® @ g - 1
! ! (c—2nd)” |

seklinde 1 — mertebeli reel matristir.

Boylece, matrisler i¢in tanimlanan /¢, matris normu ve vektorler igin

tanimlanan p - normu tanimlarindan,



2
| Hy%H, ||” = ZHH,E’” QH" | (4.1.24)

P
i,j=1

esitligi yazilir. Yukarida tanimlanan, " ® H'", H'*” ® H* karesel matrislerin
¢, normlarinin ve H PeoH!" | H*®H? vektorlerinin p — normlarmin p.

kuvvetlerinin ve de ( 4.1.24 ) esitliginin dikkate alinmasi ile;

2 2 :
n—1 1 n-l 1 =
¥ Hy ) =Y ——— | | Y ————— | +
i ,Zl:|c—(i+n)d|’” ;|c—(i+n)d|p ,=1|c (]+”)d|

]
+ P
(c —2nd)*”
n-1 2 1
= H, _ |?” +2 +
171l (12_1: ((i+ n)d —c) j (2nd —c)*”
. 2
n— . 1
|H, % H, || < H, |2 +2 : + (4.125)
1 [Z((z +hd-c)’ ) (2nd-c)”

esitsizligi elde edilir. Boylece ( 4.1.25 ) esitsizligi ve Teorem 4.1.3 ile verilen

(4.1.16) esitsizligi ile,

1 1 | c—d c c
H,%H, ||” < ¥ p-1,2-=|-¥| p-2,2-=
| Iy d“[(p—z)!\(p— (p dj (p dj

o[ § 1 1 4.1.26
’ [;((Hl)d—c)p] +(2d—c)2” ( :



n—1

i

esitsizligi elde edilir. ( 4.1.26 ) esitsizliginin sag tarafinda yer alan, ) ————
1 ([ +1d - c)p

ifadesinin Polygamma fonksiyonu cinsinden degeri,

- ; :{(_lzp(c_d){—‘l’(p—l,n+d_

i=1 (l+1)d c)

olup,
hmn_1 ! = C {c—d "I’(p—ll+d_cj
e ((+d-c)  (p=2)d” [ (p—Dd Cd

_\P(p—z,l+ d;ﬂ (4.1.27)

dir. Boylece ( 4.1.27 ) esitligi ve ( 4.1.26 ) esitsizliginden, H,% H, matrisinin /,

normu i¢in,

1 1 | c—d c c
H,3%H, ||” < VYip-1,2——|-¥Y|p-2,2——
| 17 d“[( (1) [p dj (p dj

S (e ra [ Iy

IS -
d (2d —c)*"




seklinde bir iist sinir elde edilir ki, ( 4.1.18 ) esitsizligi ispat edilmis olunur.

Simdi de, H,* H, matrisinin /, normu i¢in bir alt sinir bulalim. Bunun i¢in,

2
al 1 1
\H 3% H, ||” = H,  ||>” +2 + (4.1.28)
g G (enyd-c) ) (2nd-c)”

esitligini tekrar géz Oniine alalim. Buradan, ( 4.1.28 ) esitligi ve Teorem 4.1.3 ile

verilen ( 4.1.17) esitsizligi ile, H,% H, matrisinin / , normu i¢in

2
1 2 1 2
H,%H, ||” > + + +
| Is |:(2d —c)’ (3d-c)’ (4d-c) } (3d —c)zp

seklinde bir alt sinir bulunur ki, ( 4.1.19 ) esitsizligi ispat edilmis olur.

4.2. Cauchy — Hankel Matrislerinin Tracy — Singh Carpimlarinin ¢ Normlari

Icin Simirlar

Teorem 4.2.1 H , ( 4.1.1) ile verilen n- mertebeli ( n > 2 ) Cauchy-Hankel matrisi

nd

olmak tizere, bu sekilde tanimlanan iki H, Cauchy-Hankel matrisinin, H, ® H, ile

gosterilen Tracy - Singh ¢arpiminin ¢, (p = 2) matris normu igin,

| H,© H,|” S{l—ln2+(2” +27! —3)§(p—1)+(2” —or! _%jg(p)

2\ ’
+(§j} (4.2.1)

seklinde bir {ist sinir ve



P p—2_l 1 _ p—2_l 2p+1
|H,© H, ||pz{[2 2):(19 ) (2 4]§(p)+ 7p} (422)

seklinde bir alt sinir vardir.

Ispat : ( 4.1.1 ) ile verilen n- mertebeli ( # > 2 ) Cauchy-Hankel matrisini,
H'" =H  ve H"™, H® | H® girasiyla; (4.1.6 ), (4.1.7), (4.1.8) * deki
gibi tanimlamak tizere, ( 4.1.9 ) *daki gibi blok matrislere ayiralim.

Boylece; H' (1<i, j<2) matrisleri ile ( 4.1.9 ) *daki gibi bloklara ayrilan

n- mertebeli (n > 2) H,, Cauchy-Hankel matrisinin Tracy — Singh ¢arpimu,

@) (n @) (12)
H” ®H, H” ®H,

@) (21) ()] (22) i i’j - 1’ 2
HP?®@H® HY ®H!

H"®H, = [

seklinde tanimlanmak tizere, ( 4.1.9 ) deki gibi bloklara ayrilmis »n — mertebeli iki

H, Cauchy-Hankel matrisinin, H, @ H, ile gosterilen Tracy-Singh ¢arpimi;
Hn Hn = (Hl(ll/) Hn )U

seklinde tanimlanan »” - mertebeli reel karesel bir matristir.

Bu sebeptendir ki; ||.||,, , Tanim 2.3.6 "da verilen genellestirilmis - / | matris

normu olmak tizere, H,® H, matrisinin £, (p 2 2) normu igin;

Q. k)= H @ HM ||7) (1<, j,k,1<2)

olmak tizere,

2 2
| H,®@H, I, = > > Qif,kl) (4.23)

i,j=lk,I=1



seklinde esitlik yazilir. Herhangi iki matrisin Kronecker ¢carpimi ve bu ¢arpimin

genellestirilmis - ¢ | matris normu tanimlar1 goz oniine alinirsa,

2 n—1 n—1 n—l1
> O(11,k) = Z; Z; I S
P ,-,_,-1[1 Lin .)” i,j:l( LI .J" = ( 1 +l_+n]"
3 J 5 J
< 1 1 424
|2 A (Y
! (+n+j] [+2nj
2 el 1 n—1 1 n—1 1
D O(12,kl) = Y +
k=1 i=1 ( )p j,j_l(l . .Jp i=1 ( jp
—+i+n 5+z+] —+i+n
N < 1 N 1 (4.2.5)
- P 1 P
’1(+n+jJ (+2n]
2 2
2 -l 1 n—1 1 n—1 1
D QQ21,kl) = +

k=1 i (1 . ’ =T i ; | g
—+i+n it —+itn
2 2 2




2
YoeLk=_1 __JI§ 1 s
! (1 j
—+2n
2

/A\
+
+
~.
\__/
<
T
7~ N\
N |
+
+
S
N—
<

esitlikleri yazilir.

Boylece, (4.2.4),(425),(42.6),(42.7) esitliklerinden, H, @ H,

matrisinin /, (p = 2) normu i¢in;

—1 n-l1 n—1
I H,@H,I; - z + 1 1
i,j=

P p
i=1 j=1 1 . 1
+z+] +z+n —+n+j —+2n
2 2 2 2

n—1 1 1
=11l H, 142 3 +
i=1

P 1 P
7 +z+n) +2n)
(2 2

n-1

=3 H,_, |7 +2""
1, 1y [Z‘ 2n+21+1)pj ( )P
54‘2}’1

n—1 :
I HnH” " < | H, ”ﬁ 4o Z 1
i=1 2l+1 (



2

n—1
I H,@H, I} < H, ., |2 +2" ! - L PR (4.2.8)
a((2i+1)" (2i+1)” (

esitsizligi elde edilir. Boylece, elde edilen ( 4.2.8 ) esitsizligi ve Teorem 4.1.1 de
verilen (4.1.2) esitsizligi ile,

1H,@H, I|§S{1—1112+(2’”_1 —1)4(1?9—1)—(2*”‘l —%)5(19)

S 1 271 (429
2 ;[(2”1)”‘1 (2z‘+1)"]+(9j} ( :

esitsizligi  yazilir. (  4.2.9 ) esitsizliginin  sag tarafinda yer alan

n—1

1
,1[ (2i+1)"" (2i+1)p

j ifadesinin Polygamma fonksiyonu cinsinden,

:

I A

seklinde yazildig1 ve ayrica

n—

1im”z‘:[(21 +11) (2i+11)”J :(1— 2:_1 jg(p ~1) —(1—2%)5(;9) (42.10)



oldugu bilindigine gore, boylece ( 4.2.10 ) esitligi ve ( 4.2.9 ) esitsizliginden,

H,® H, matrisinin /, (p >2) normu i¢in;

I1H,®@H, |’ < {1—1n2+(2p +277 —3)§(p—1)+(2p —or! —%Jé’(p)+(§jp}

seklinde bir iist sinir bulunur ki, boylece (4.2.1) esitsizligi ispat edilmis olunur.

Simdide, H,® H, matrisinin ¢, (p > 2) normu igin bir alt sinir bulalm.

Bunun i¢in,

2

n-1

! (4.2.11)

+
p= (2n+2z+1) j (1 +2”jp

17, @H, [, = H, | +2p+1(

esitligini tekrar g6z Oniine alalim. Boylece, ( 4.2.11 ) esitligi ve Teorem 4.1.1 de

verilen (4.1.3) esitsizligi ile, H,© H, matrisinin £, (p = 2) normu igin;

2
1 1 n—1
1H,@H,[;2 (2’” ——jé”(p—l)—(?z ——] +277
! 2 4 Z 2l+2n+1)

1 1 2-1 ?
>l 22 -2 e(p-—| 277 —= +2r!
{( 2)“" : ( 4) 2 sy zl+5) }

, p—2_l ~ B p—Z_l 2p+1 2
||HnH,,||p2{(2 2]:(1» ) (2 4]4(p)+ 7p}

seklinde bir alt sinir elde edilir ki, boylece ( 4.2.2) esitsizligi ispat edilmis olur.



Teorem 4.2.2 H ,(4.1.15) ile verilen n- mertebeli ( n > 2 ) Cauchy-Hankel matrisi
olmak tizere, bu sekilde tanimlanan iki H, Cauchy-Hankel matrisinin, H, ® H, ile

gosterilen Tracy - Singh ¢arpiminin 7, (3 < p < o0) matris normu igin,

P L 1 | c—d _17_C|_ _ _—
| 5, ® H, ps{d’[(p—Z)!‘(p—l)d\P(p b2 dj \P(p 52 dj
(-1) c—d ( B d—cj

+2((p—2)!d” (p—l)le p—-L1+ 7

d-c 1 !
_‘{f(p—2,1+ 7 jDJFQd—c)”} (4.2.12)

seklinde bir {ist sinir ve

2
1 4 1
H @®H |P> + + 42.13
I, ol {(Zd — c)p (3d — c)p (4d — c)p} ( )

seklinde bir alt sinir vardir.

Ispat : ( 4.1.15 ) ile verilen n- mertebeli ( n > 2 ) Cauchy-Hankel matrisini,
H'" =H  ve H™, H® | H™ girastyla; (4.1.20),(4.1.21),(4.1.22 )’ deki
gibi tamimlamak tiizere, ( 4.1.23 ) *deki gibi blok matrislere ayiralim.

Boylece; H'" (1<i,j<2) matrisleri ile (4.1.23 ) *de ki gibi bloklara ayrilan
n- mertebeli (n >2) H, Cauchy-Hankel matrisinin Tracy — Singh carpimu,

@) (n i) (12)
H)” ®H, H” ®H,

H @ ®H(21) H W ®H(22) Y 1,2

H"®H, = [



seklinde tanimlanmak tizere, ( 4.1.23 ) ’deki gibi bloklara ayrilmis »n — mertebeli iki

H, Cauchy-Hankel matrisinin, H, @ H, ile gosterilen Tracy-Singh carpimu;
H,@H,=(H"O@H,);

seklinde tanimlanan »*- mertebeli reel karesel bir matristir.

|Ill, » (2.3.6) da tanimlanan genellestirilmis - ¢, matris normu olmak tizere,

H,®© H, matrisinin /, normu i¢in;

QU k)| HP @ HI |7, (1<, j,k,1<2)
olmak tizere,
2 2
| H, @ H, | =3 > Qj.kl) (4.2.14)

i, j=lk,I=1

seklinde esitlik yazilir. Herhangi iki matrisin Kronecker ¢carpimi ve bu ¢arpimin

genellestirilmis - / | matris normu tanimlar1 géz oniine alinirsa,

oiLky=S__ 1t |I§ I
;‘1 [;Jc i+ j)d|’ H{”qc i+ ])d|J [;|c—(i+n)d|"]

+

S ! L] (42.15)
= ‘c—(n+j)d‘]) ‘c—2nd‘p

Q2= L |I|§ 3
kzz:l (1240 L;k (i+n)d| H(ch (1+J)d|J e — (z+n)d|J

n—

4 1 1 } (4.2.16)

1‘0 (}’l+j)d‘ ‘c—2nd‘p

-
Il



Q21K N $
kZl:l ( )= {;k (z+n)d| J{(,Zl|c (l+])d|} i1 |c (z+n)d|J

n—

+ 1 1 (4.2.17)
‘c (n+])d‘ ‘c—2nd‘p

J

2 n-l 1 n-l1 1
Q(22,kl) = )
k; |e- 2nd| { ,=1|c—(i+j)d|”} [;|c—(i+n)d|pJ

n-l 1 1
(4.2.18)
+[_/Z;C—(n+j)dpJ+ c—2ndp}

esitlikleri yazilir. Boylece , (4.2.15),(4.2.16),(4.2.17 ), ( 4.2.18 ) esitliklerinden,

H,® H, matrisinin £, normu igin;

n—l1 n—l1
| H,©H,I = +
1]:1|c (z+ P’ i |c (z+n)d|
2
< 1 1
+
[ I‘C (n+])d‘ j c—2ndp}

2
n—1
IIH,,H,,|;;:{||Hn_1||5+2[Z ! } ! } (4.2.19)

i1 |(i+ n)d —c|p |2nd —c|p

~.
Il

esitligi elde edilir. Boylece ( 4.2.19 ) esitligi ve Teorem 4.1.3 ile verilen ( 4.1.16 )

esitsizligi ile,

1 1 | c—d c
H®H |P<— Yip-1,2——|-¥Y|p-2,2——

(4.2.20)



n—1 l
esitsizligi elde edilir. ( 4.2.20 ) esitsizliginde yer alan, —— ifadesinin
sitsizlig ( ) esitsizliginde y ;((Hl)d_c)

Polygamma fonksiyonu cinsinden degeri,

n—1

P (z+1)d c) {(p—l)!d””

dir. Ayrica

-1 i (_l)p c—d ( ) d_cj
Zl(’“)d—C) (p—2pa’ [ (pna PG

—‘P(p—2,1+ d;‘ﬂ (4221)

oldugu bilindigine gore, boylece ( 4.2.21 ) esitligi ve ( 4.2.20 ) esitsizliginden,

H,® H, matrisinin ¢, normu igin,

|HeH p<l L] ! |- ( —1,2—5}\?[;9—2,2—3]
-2)!|(p- ld d d

d-c 1 ’
_‘P(p—2,l+ p, j}J-F(?_d—C)p}



seklinde bir {ist sinir bulunur ki, boylece ( 4.2.12) esitsizligi ispat edilmis olunur.

Simdide, H,® H, matrisinin £, normu i¢in bir alt simr bulalim. (4.2.19)
esitligi ve Teorem 4.1.1 de verilen ( 4.1.3 ) esitsizligi ile, H,® H, matrisinin /,

normu i¢in;

1 2 1 2-1 1
I #,®4, ”ﬁz{(zd—c)” "Ga-oy @a-oy & m}

2
1 4 1
H ®H |P> + +
I H,©H,1; {(zd_c)p Gd—o) (4d—c)”}

seklinde bir alt sinir bulunur ki, boylece ( 4.2.13 ) esitsizligi ispat edilmis olunur.



5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, Cauchy — Toeplitz ve Cauchy — Hankel matrislerinin Khatri —

Rao ve Tracy — Singh ¢arpimlarinin / normlari i¢in alt ve Gst sinirlar tespit ettik.

Bu matrislerin, Khatri — Rao ve Tracy — Singh carpimlarinin singiiler

degerleri arastirilabilinir.
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