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Bu calisma, (¢ bdlumden olusmustur. Birinci  bolimde, konunun
uygulamalariyla ilgili genel bilgilere deginilmis, ikinci bolimde konu ile ilgili bilgi
ve kavramlar verilmistir. Son bélimde, fuzzy d - pre agik kiime tammlanarak, fuzy
d - pre agik kiimelerin dzellikleri incelenip yorumlanmustir. Ayrica, fuzzy d - pre
acik kumelerden faydalanarak fuzzy d - pre sireklilik kavrami tanimlanmis, bu
sireklilik kavrami ile diger genellestirilmis streklilik cesitleri  karsilastirilip,
yorumlanmustur.
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This study includes three sections. In first section, general knowledge about the
subject is touched; in second section information and notions about the subject are
given. In last section, by defining fuzzy d - pre open set, properties of fuzzy d - pre
open sets are studied and explained. Besides, utilizing fuzzy d - pre open sets fuzzy
d - pre continuity concept is defined; this continuity concept compared by other
generalized continuity types, and explained.
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SIMGELER

Tez metni icinde gegen kiime isimleri ( regller agik, pre agik, vb.) literatlrdeki
isimleri ile aynen kullanil mistur.

Bu calismada kullamlmig, fakat tez metni icinde agiklanmamis simgeler,
aciklamalariyla birlikte asagida verilmistir.
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d - Pcl(m)
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Aciklamalary

X fuzzy uzayindaki fuzzy kimelerin ailesi

Gerektirir

Y eterdir

Iki yonlu gerektirme

Topoloji

Fuzzy topoloji

X, fuzzy noktasimn mfuzzy kuimesi ile gakisigimsi olmasi
b fuzzy kiimesinin mfuzzy kiimesi ile gakisigims: olmasi
b fuzzy kiimesinin mfuzzy kiimesi ile ¢akigigims: olmamasi
mfuzzy kimesinin igi

mfuzzy kimesinin kapanisi

mfuzzy kimesinin timleyeni

mfuzzy kimesinin d-kapanisi

mfuzzy kimesinin d- ici

X, fuzzy noktasimin fuzzy komsuluklar sinifi

X, fuzzy noktasimin g- komsuluklar sinifi

Fuzzy d- agik kiimelerin ailesi

Fuzzy d-pre agik kiimelerin ailesi

m fuzzy kiimesinin d-pre igi

m fuzzy kiimesinin d-pre kapanisi

U’ ya bagli fuzzy alt uzay

mfuzzy kimesinin alt uzaydaki igi

mfuzzy kimesinin alt uzaydaki d-kapanisi

Kisitlanmig fonksiyon
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1. GIRIS

Cantor’un 1879 yilinda vermis oldugu kime tammi, 1965 yilinda Zadeh
tarafindan fuzzy (belirtisiz) kiime olarak genisletilmistir.

1965 yilina kadar matematikte, incelenen konularin daha dnce belirlenmis olan
kurallara, kesin olarak uyup uymadigi arastirilmistir. Bu incelemede her zaman
kesinlik aranmistir. Arag olarak, disunce sistemimizde iki degerli mantigi
kullandigimizda, 6rnegin bir 6nerme icin, daha 6nce belirlenen kurallara uyuyorsa
dogru, uymuyorsa yanlis denilmistir. Buna karsilik yasadigimiz dinyada bircok
olaylar vardir ki, bunlarlailgili Gnermelerin dogru ya da yanlis oldugunu ayirt etmek
bizi gic durumda birakabilir. Ornegin, bir simftaki ogrencilerden yesil gozli
Ogrencilerin kimesinin yapilmasi istense, bu kiime degisik kisiler tarafindan degisik
bicimde olusturulacaktir. Cunki, yesil ile yesil olmama arasinda bir kesin
degerlendirme olmadigindan, yesile benzeyen gozIi bir dgrenci birine gore yesil
g6zl sayilacak, digerine gore yesil gozli sayilmayacaktir. Bu gozlemler ve cesitli
arastirmalar, iki degerli mantiga dayanan buginki matematigin kesinlik gostermeyen
bircok olayi, tam olarak agiklayamayacag: distincesini dogurmustur. Bu durumu ilk
kez, 1965 yilinda Zadeh “ Fuzzy Sets “ adli makalesi ile ortaya koymus ve fuzzy
(belirtisiz) kime kavramim vermistir. Fuzzy kume kavrami, kesin olarak
tanimlanmus Olculerin olmadig: fiziksel olaylara da karsilik geldiginden, fuzzy kiime
kavrami igtatistik, bilgi islem ve dil bilimi konularinda da faydali uygulamalar
vermektedir.

Arastirmacilar bu yeni kime tammina gore, soyut matematikte kimeler
kavrami kullanilarak olusturulan gelismelere paralel olarak, fuzzy topolojik uzaylar,
fuzzy reguler uzaylar, fuzzy gruplar, fuzzy vektor uzaylari, fuzzy topolojik gruplar
ve fuzzy olctimler gibi konularda calismaktadirlar.

Ayrica, fuzzy topoloji, string teori ve e* teori ile baglantili olarak kuantum
parcacik fiziginde de kullamimaktadir [14] ve[15].



2. TEMEL KAVRAMLAR

2. 1. Fuzzy Kime, Fuzzy Nokta Ve Fuzzy Eleman Olma Kavramlari

2.1. 1 Tanim

Xtf ve l :[0,1] kapali aralik olsun. Tim a : X ® | fonksiyonlarin kiimesi | *
olmak Uizere 1 ™" in her elamanina, X' in bir fuzzy kiimesi denir [1].

Fuzzy kimeleri a, B, W, .. gibi latin harflerle gosterecegiz. " xI X igin
C,(x)=I (O£l £1) olmak Uzere C, ile sabit fuzzy kiimesini gosterecegiz. Bir
fuzzy kimesinin xT X noktasindaki degerini B (X) ile gosterecegiz.

Kumeler icin kullanacagimiz kapsama, birlesim ve kesisim sembolleri yerine fuzzy
kumeleri icin sirast ile; £, U, U sembollerini kullanacagiz.

"xI X icin, 11 | degerini alan sabit fuzzy kiimesini “1” ile " xI X igin OT |

degerini alan fuzzy kiimesini de “O” ile gosterecegiz.
2.1. 2. Tamm

X' in o ve B fuzzy kiimeleri igin asagidaki 0zellikler saglanir:
a)a£b U "xI X icina(x) £ b(x)

b)a=b U "xI X icin a(x)=b(x)

onm=alUb 0 "xi X igin mx)=Max{ a(x),b(x) }
d)d=a Ub U " xi X igin d(x) =Min{ a(x),b(x) }

a =1-b 0 "xI X icin a(x)=1- b(x) [1].

2.1. 3. Tanim

X'in fuzzy kimelerinin bir ales {a } ;, olsun. O halde asagidaki ozellikler

]

saglanir:



am= U a, 0 "xI Xignmx) = sup{a. (¥}
iTJ T

bpb= U a,0 "xI X iginb(x)= inf {a .(x} [4].
iTJ jra !

2.1. 4. Tanim
xI X vel 1 (0]] olsun. X igindeki x, fuzzy noktas,

[, y=x ise

i
% (y)_%o, yl x ise

olarak tammlanan X igindeki fuzzy kumesidir. x, fuzzy noktasimn sifirdan farkli

deger aldigi, xI X noktasina x, 'in dayanagi ve | 1 (0] sayisinada x, 'nin degeri

denir [3].

2.1.5 Tanim

m bir fuzzy kiime ve x, bir fuzzy noktaolmak lizere, | £ n(x) ise x, I m dir [3].
2.1. 6. Teorem

m,bT I*ve x bir fuzzy noktaolmak tizere, asagidaki 6zellikler saglanr:
a)x,1 mUbUxTmvexTb

b) x, T mUb U x 1T mveya x, T b [5].

2.1.7.Onerme

Xinbir i fuzzy kimesi, kendi fuzzy noktalarimn birlesimine esittir [3].
2.1.8. Tamm

X'inbir x, fuzzy noktasi ve b fuzzy kiimesi igin | +b(x) >1 ise x, fuzzy
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noktasi ile b fuzzy kiimes gakisigimsidir (quasi coincident) denir ve x gb ile

gogerilir [3].

2.1.9. Onerme

{m % _, X'infuzzy kimelerinin bir ailesi ve x, bir fuzzy nokta olsun.
! I

&
q&

&

$j,1 Jicin, xam, U xq U m, d|r [3].
° |

ra
2. 1. 10. Tanim

X icindeki a ve b fuzzy kimeleri icin a(x)+b(x)>1 olacak sekilde bir xI X

noktasi var ise, a ile b cakisigimsidir denir ve a gb ile gosterilir [3].
2.1.11. Onerme

m,bT I* olsun. m £ b olmasi icin, gerek ve yeter sart m ve b © fuzzy kiimelerinin
cakisigimst olmamasichr. Y ani rr}z{(l- b) olmalidir. Ozellikle, x, T m olmasi igin,

gerek ve yeter sart X, }zf @- ) olmasidir [3].
2. 2. Fuzzy Topolojik Uzaylar
2.2.1 Tanim

X'in fuzzy kiimelerinin bir ailesi t |, olsun. Eger asagidaki sartlar saglanmyorsa; T e,
X Uizerinde bir fuzzy topoloji ve(X { ) ikilisine de, bir fuzzy topolojik uzay denir.
a) 0111

b)a,bit, ise buhade a UbTt,

¢ " jl Jicina,Tt, isebuhade Ua it

i1
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t . ’in her elemamina fuzzy agik kiime denir. Bir fuzzy agik kiimenin timleyeni fuzzy

kapal1 kiime olarak tammlanr [4].

2.2.2. Tanim

( X,t,) fuzzy topolojik uzay ve b £ olsun. " mi t igin, m= U{ alal B}

olacak sekilde B £ b alt ailesi varsa, b ailesinet  igin bir tabandir denir [4].
2.2.3. Tanim

(Xt ) fuzzy topolojik uzay ve d £1 , olsun. b = U{A | Aly y £dvey sonlu}

allesit, icinbir bazise, d ailesinet ,’ in bir alt tabam denir [4].
2.2.4. Tamm

(Xt ,) fuzzy topolojik uzay ve mi 1* olsun.
Budurumda; intm =U{b;b Embit }

seklinde tammlanan int p fuzzy kimesine, i fuzzy kimesinin ici denir [4].
2.2.5 Teorem

( X,t ) fuzzy topolojik uzay ve mi 1* olsun. nm fuzzy kiimesinin agik olmasi igin

gerek ve yeter sart i =int m olmasidir [4].
2. 2. 6. Sonug

(Xt ,) fuzzy topolojik uzay ve a ,b T | * icin asagidaki 6zellikler saglanr:
a) intl=1ve int0=0
b) inta £a

c) int(inta) =inta



d) int@ Ub) =inta Uintb

e U inta ; Eint( U a )
jiTJ jiTJ

flafb b inta £intb [2].
2.2.7. Tanim

(Xt ) fuzzy topolojik uzay ve b T 1* olsun,
Bu durumda; clb =Um|b £m (- mi t }

seklinde tammlanan clb fuzzy kimesine, b ’nin kapanis: denir [4].
2. 2. 8. Sonug

(Xt ) fuzzy topolojik uzay ve b 1 1* olsun. b fuzzy kiimesinin kapal1 olmasi igin,

gerek ve yeter sart b =clb olmasidir [4].
2.2.9. Sonug

(Xt ) fuzzy topolojik uzay ve a ,b 1 | * icin asagidaki 6zellikler saglanr:
a) cl1=1vecl0=0

b) a £cla

¢) cl(cla)=cla

d) cl@a Ub)=cla Uclb

€) clg U a,

§it g

flatb b clafEclb [2].

£ U c
jiT

Q- |-|- -0

2.2.10. Teorem

(Xt ) fuzzy topolojik uzay ve mi | *olsun. Bu takdirde asagidakiler vardr:



a) 1- intm=cl(1- m)

b) 1- clr =int(1- m) [2].
2.2.11. Tanim

( X,t,) fuzzy topolojik uzay, mi 1* ve x, bir fuzzy noktaolsun. Eger x, 1 b ve
b £ i olacak sekilde bir b fuzzy agik kimesi varsa, i fuzzy kiimesine x, "nin bir
fuzzy komsulugu denir. x 'mn tim fuzzy komsuluklarimn ailesi, N(x ) ile

gogterilir [3].
2.2.12. Tanim

(Xt ,) fuzzy topolojik uzay, mi 1* ve x, bir fuzzy noktaolsun. x, go ve b £
(x, gb £m) olacak sekilde bir b1t  varsa, m fuzzy kimesine x 'mn ¢
komsulugu denir [3]. x fuzzy noktasimn tim g-komsuluklarinin ailesi N (x, ) ile

goserilir.
2.2.13. Teorem

(XL ) fuzzy topolojik uzayindaki bir x, fuzzy noktasinin g-komsuluklarinin ailesi,
N, (% ) olsun. Bu takdirde asagidaki ozellikler saglamr:

a) mi N, (x ) ise x gm dhr.

bymbT N, (x) ise mUbT N,(x )dr.

c)mi N,(x)vemEb isebT N,(x )dir.

d mi Ny(x) ise bEm ve " xgb icin, mi N.(x ) olacak sekilde bir

b1 N,(x )vardir [3].



2.2.14. Teorem

(X1 ) fuzzy topolojik uzay ve mi |* olsun. m fuzzy kiimesinin agik olmasi igin,
gerek ve yeter sart i ile gakisigimst olan her  x, fuzzy noktasi igin mi N, (X )

olmasidir [3].

2. 2. 15. Onerme

(Xt ,) fuzzy topolojik uzay, mi 1* ve x, bir fuzzy noktaolsun. Bu takdirde,

mi Ny (x ) ise intml N, (x ) olur [3].

2.2.16. Teorem

(X,t,) fuzzy topolojik uzay, mi 1* ve x, bir fuzzy noktaolsun. x 1 clm olmasi
icin, gerek ve yeter sart X fuzzy noktasinin her bir g-komsulugunun n ile

cakisigimsi olmasidir [3].
2.2.17. Onerme

(X,t,) fuzzy topolojik uzay, mi 1* ve mt 0 olsun. clim=1 olmasi igin gerek ve

yeter sart T | fuzzy topolojisinin her elemammin i ile gakisigims olmasichr [3].

2. 3. Fuzzy Reguler Acik (Kapah), Fuzzy d- Acik (Kapah), Fuzzy Pre Acgik
(Kapal) Kimeler

2.3.1. Tanim

(Xt ) fuzzy topolojik uzay ve mi I * olsun. m=int(cl(m)) ise, m fuzzy kiimesine
reguler (dizenli) agik kiime denir.

Benzer sekilde, m=cl(int(m)) ise m fuzzy kiimesine regiiler kapal: kiime denir [2].



2.3.2. Tanim

a) Bir fuzzy agik kiimenin kapanisi, fuzzy reguler kapali kiimedir.
b) Bir fuzzy kapal1 kiimenin igi, fuzzy reguler agik kiimedir [2].

2.3.3. Uyar

Her fuzzy reguler agik (kapali) kime, fuzzy agik (kapali) dir. Tersi her zaman gegerli
degildir. iki fuzzy reguler acik (kapali) kiimenin birlesimi (kesisimi), fuzzy regler
acik ( kapali) olmak zorunda degildir [2].

2.3.4. Teorem

(X,t,) fuzzy topolojik uzay, m ve b fuzzy regiiler agik (kapal1) kiimeler olsun.
Butakdirde, mUb (mUb ) kiimesi fuzzy regiller agiktir (kapalidir) [2].

2.3.5. Tanim

(Xt ) fuzzy topolojik uzay ve x, fuzzy noktaolsun.

a) x, "'nin her bir i fuzzy regiler acik g-komsulugu, b fuzzy kimesi ile gakisigimsi
ise; X, fuzzy noktasina, b fuzzy kiimesinin bir fuzzy d -kapams noktas: denir.

b fuzzy kimesinin tim fuzzy d-degme noktalarimin birlesimine, b ’'mn fuzzy
d -kapanis kimesi denir ve d - cl(b) ile gosterilir [5].

b) Eger b =d- cl(b) ise, b fuzzy kimesine fuzzy d -kapali kiime denir. Bir fuzzy
d -kapal1 kiimenin tiimleyenine, fuzzy d -agik kiime denir [5].

2.3.6. Uyar

Her fuzzy regiler acik kime, fuzzy d -agik kimedir. Fakat ters genelde dogru
degildir [5]. ( Tersdrnek icin, [5]" e bakimz.)
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2.3.7. Tanim

(Xt ) fuzzy topolojik uzay ve x, bir fuzzy noktaolsun. b £ i olacak sekilde,
X, ‘min bir b fuzzy reguler g-komsulugu varsa; bu takdirde nr fuzzy kimesine X,

fuzzy noktasimin fuzzy d -komsulugu denir [5].
2. 3.8. Uyarn

(Xt ,) fuzzy topolojik uzayindaki herhangi bir v fuzzy kiimesi icin, clm £d - ¢l (i)
bagintisi vardir. Genel olarak; clir® d - cl () gegerlidir [5].

2.3.9. Teorem

(Xt ) bir fuzzy topolojik uzay olsun. Eger ml t _ ise; bu takdirde, clm =d - cl()
gecerlidir [5].

2. 3. 10. Uyari

Her fuzzy reguler kapal1 kiime, fuzzy d - kapali kime olmak zorunda degildir [13].
( Tersornek icin, [13]’ e bakimz.)

2.3.11. Tanim

(Xt ,) fuzzy topolojik uzay ve x, bir fuzzy noktaolsun.

x, qb ve b £int(clb) £ m olacak sekilde x, 'min bir b fuzzy acik g-komsulugu
varsa; bu takdirde, x, fuzzy noktasina, m fuzzy kiimesinin fuzzy d -i¢ noktast denir.
nm fuzzy kiimesinin tim fuzzy d -i¢ noktalarinin birlesimine, ' nin fuzzy d -igi
denir ve d - int() ile gosterilir.

Bu tammdan 1- (d - int(m))=d - cl(1- m) oldugu gorilir [6].
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2.3.12. Tanim

(Xt ,) fuzzy topolojik uzay ve a1 1* olsun.
a) a £int(cl(a)) oluyorsa, a fuzzy kiimesine fuzzy pre agik kiime;

b) a £cl(int(a)) oluyorsa, a fuzzy kiimesine fuzzy pre kapal: kiime denir [7].

2.3.13. Onerme

(X,t,) fuzzy topolojik uzay olmak izere;

a) Fuzzy pre agik kimelerin herhangi sayida birlesimi, yine bir fuzzy pre agik
kimedir.

b) Fuzzy pre kapali kimelerin sonlu sayida kesisimi, yine bir fuzzy pre kapali
kumedir [8].

2. 3. 14. Uyari

Y ukarida tammlanan fuzzy kime gesitleri ve 6zelliklerinden faydalanarak literatiirde,
genellestirilmis streklilik cesitleri asagidaki gibi tammlanmustir.

2.3.15. Tanim

X,t,) ve (Y,l,) fuzzy topolojik uzaylar olmak uzere; f:(Xt,)® (Yl))
fonksiyonu verilsin. Eger " b1t icin, f*(b) (X,I,) uzayinda fuzzy agik ( fuzzy
pre acik ) kiime oluyorsa; bu takdirde f fonksiyonuna fuzzy sirekli ( fuzzy pre
siirekli) denir [12].
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3. FUZZY d-PRE ACIK KUMELER VE FUZZY d-PRE SUREKLI
FONKSIYONLAR

Bu bodlimde, fuzzy pre agik kimelerden daha genel olan ve fuzzy d - pre acik
kime olarak adlandirdigimiz yeni bir kime ¢esidi tammladik ve sagladigi gesitli
ozellikleri inceledik.

3. 1. Fuzzy d -Pre agik Kimeler

3.1 1 Tanim

( X,t,) fuzzy topolojik uzay ve al 1* olsun. Eger a £int(d- cl(@)) ise, bu

takdirde a fuzzy kiimesine fuzzy d - pre agik kiime denir.
3.1 2. Uyan

(X,t,) fuzzy topolojik uzayindaki bitiin fuzzy d - pre agik kimelerin ailesini
d - PO(X) ilegosterecegiz.

3.1 3. Tanim

( X,t,) fuzzy topolojik uzay ve al 1* olsun. a fuzzy d - pre agik kiimesinin

tumleyenine, fuzzy d - pre kapali kime denir.
3.1 4 Tanim

( X)) fuzzy topolojik uzay ve al 1* olsun. a fuzzy kiimesinin kapsadig: tim
fuzzy d - pre agik kimelerin birlesimine, a fuzzy kiimesinin fuzzy d - preici denir

ve d- Pint(a)=Uafa, £a ve a,1d- PO(X) } seklinde gosterilir.
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3. 1. 5. Uyarn
Bir a fuzzy kimesinin d - preigiicin, d - Pint(a) ile gbsterimini kullanacagiz.
3.1.6. Tamim

( X,t ) fuzzy topolojik uzay ve al 1” olsun. a fuzzy kiimesini kapsayan bitiin
fuzzy d- pre kapali kimelerin kesisimine, a fuzzy kimesinin fuzzy d - pre
kapanis1 denir ve d - cl(@) = U{ai|a £a,; a, d- pre kapal kime } seklinde

goserilir.

3.1. 7. Uyari

a fuzzy kimesinin d - pre kapanisticin d - Pcl(a) gosterimini kullanacagiz.
3.1.8. Onerme

(XU ) fuzzy topolojik uzay ve a 1 | * olsun. Eger a fuzzy kiimesi, fuzzy pre agik
kime ise, bu takdirde a , fuzzy d - pre agik kiimedir.

Ispat:

( X,t ) fuzzy topolojik uzay ve a1 |I* olsun. Her zaman cla £d - cla bagintisi

saglandigi igin, dnermenin dogrulugu agiktr.

3.1. 9. Uyan
3. 1. 8. Onerme ve fuzzy kiimelerin tamimlar: geresi asagidaki cizelge elde edilir.

Fuzzy acik kime  ® Fuzzy pre agik kime
Fuzzy d - preagik kiime

3. 1. Cizelge
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3. 1. 10. Uyari
3. 1. Cizelge' deki gerektirmelerin tersleri genellikle dogru degildir.
3.1 11. Ornek

X={a,b,c} ve X lizerindeki fuzzy topoloji T ={0,1, A} olsun. Fuzzy kiimeleri
A(@=0,5; A(b)=0,7 ; A(c)=0,6

B(@=0,5 ; B(b)=0,2 ; B(c)=0,4 biciminde tammlayalim. Bu takdirde B fuzzy
kumesi fuzzy pre agiktir, fakat fuzzy agik degildir.

3. 1. 12. Ornek

X ={a,b,c} kiimesi ile tizerindet ={0,1, A, AUC} fuzzy topolojisi verilsin.

Fuzzy kimeleri;

A(@)=0,6; A(b)=04; Alc)=0,7

B(a) =0,3; B(b)=0,5; B(c)=01

C(a)=0,5; C(b)=0,3; C(c) =08 olarak tanimlansin. Bu takdirde, B fuzzy kimesi
X Uzerindeki T fuzzy topolojisine gore fuzzy d - pre agik kiimedir, ama fuzzy pre

acik kiime degildir.
3.1.13. Onerme

(X1 ) fuzzy topolojik uzay ve a1 1* olsun. Eger cl(d - inta) £a ise; bu takdirde
a fuzzy kiimesi fuzzy d - pre kapal1 kiimedir.

Ispat:

a fuzzy kimes, fuzzy d- pre kapal: kiime olsun. Bu takdirde, (1-a) fuzzy
d - pre agiktir. Buradan,

(1-a)l d- PO(X)U (1-a)£int{d- cl(d-a)) U int@- (d - inta))=1- cl(d - inta) £a
olur ki, bu durumda (1- a) £1- cl(d - inta) ve cl(d - inta)£a elde edilir. Bu ise;

a fuzzy kimesinin fuzzy d - pre kapali bir kiime oldugunu gosterir.
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3. 1. 14. Uyari

a) Fuzzy d - pre agik kiimelerin herhangi sayida birlesimi yine, bir fuzzy d - pre
acik kiimedir.

b) Fuzzy d - pre kapal1 kiimelerin herhangi sayida kesisimi yine, bir fuzzy d - pre
kapal1 kiimedir.

3. 1. 15. Ozdlik

Bir ( X,U,) fuzzy topolojik uzayindaki fuzzy d - pre kapali kiime icin, asagidaki
Ozellikler saglanir:

a) a =d - Pcl(a) ise, a fuzzy d - pre kapali kiimedir.

bya £b ise,d- Pcl(@)£d- Pclb (d - pre kapali kiime tammindan agiktir.)
c)d- Pcl(d- Pcl(a))=d- Pcla

d) x bir fuzzy nokta olmak tzere;" 1 d- PO(X)"' | }2((1- m ise, aUnt0

oldugu anlasilir ki x, T d - Pcl(@)dur. (x , a 'mn bir d - pre kapams noktasidir.)
3. 1. 16. Onerme

(Xt ,) fuzzy topolojik uzay ve a1 1* olsun.
a)" b1 d- O(X)fuzzy kimesi icin; (d - cla)Ub £d - cl@ Ub)
b)" b1 d- cl(X)fuzzy kiimesi icin; d - int@a Ub) £(d - inta) Ub

3.1.17. Teorem

.t ) fuzzy topolojik uzay ve al I* olsun. Bu takdirde, d- Pcia =a Ucl(d- inta)
esitligi gegerlidir.

Ispat:

cld - infa Ucl(d - int)]=cl[(d - inta) U(d - infcl(d - inta )))] £cl(d- ink) £a Ucl(d- int)

a Ucl(d- inta) kiimesi, a fuzzy kiimesini kapsayan fuzzy d - pre kapal: kiimedir.
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O halde, a £a Udl(d - inta) olup, buradan d - Pcla £a Ucl(d - inta) bulunur.
Diger yandan, d - Pcl(a) kumesi d- pre kapali oldugundan, a £d - cla ve
(d-inta) £cl(d - int(Pcla))£d - Pcl(a) olur.

Buradan, a Ucl(d - int)£a U(d - Pcl(@))=d- Pcla bulunur. Sonug olarak,
d- Pcla =a Ucl(d- inta) esitligi elde edilir.

3.1 18. Teorem

al 1* olmak lizere, X fuzzy uzayindaki her i fuzzy regiiler (d - agik) kiimesi igin,
a Unl d- PO(X) olmasi icin gerek ve yeter sart a fuzzy kiimesinin fuzzy d - pre
acik kiime olmasidir.

Ispat:

U:a fuzzy kimesi, fuzzy d - pre acik kime oldugundan nrUa £ Uintd - cla)
olur. Buradan, mUa £ int mUint(d - cla ) =in{mJ(d - cla)) bulunur. 3. 1. 16. Onerme
geregince,int((d - cl(@))Um) £int(d - cl(mUa)) olur.

Buradan mUa £int(d - cl(mUa)) olup, mUa 1 d- PO(X) bulunur.

b: m fuzzy kimes, d - agik kiime oldugundan m£ (d - int m) yazabiliriz. Her
zaman, a £d-cla olacazindan mUa £(d - intmU(d - cla)  bulunur.
Hipotezden, mUa £ (d - intm)U((d - cla) £int(d - cl(mUa)) olur. Dolayisiyla
mUa £int] (d- intm)U({d - cla) [£int{d - cl(mUa))  ifadesi kullanilarak
mUa £ (d - intm)Uint(d - cla) elde edilir. Buradan, a £intd - cla bulunur ki, bu

da a fuzzy kiimesinin d - pre agik bir kiime oldugunu gosterir.
3.1 19. Teorem

X fuzzy uzayindabir a fuzzy d - agcik kiimesi i¢in, d - Pcla =cla esitligi saglanir.
Ispat:
3. 1. 17. Teorem geregince, d- Pcla =a Udl(d - inta) yazabiliriz. a fuzzy

kimesi, fuzzy d-acikk kime oldugundan a =d-inta olup, buradan
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aUc (d-inta)=a Ucla  elde edilir. Sonug olarak, a U(cla)=cla olup,

d - Pcla =cla bulunur.

3. 1. 20. Tanim

(X,t,) fuzzy topolojik uzay, b1 1* ve x bir fuzzy nokta olsun. x fuzzy
noktasmin  x, T U £b olacak sekilde, x, ile gakisigims: olan bir U fuzzy d - pre

acik kimevarsa, b fuzzy kiimesine x, fuzzy noktasinin d - pre komsulugu denir.

3. 2. Fuzzy d - Pre Sirekli Fonksiyonlar

Tammladigimiz fuzzy d - pre agik kime kavramindan yararlanarak asagidaki

sireklilik gesidini tammlayabiliriz.
3.2. 1 Tanim

f:(Xt,)® (Yt ,) fonksiyonu verilsin. Y fuzzy uzayindeki f(x ) fuzzy
noktasinin her b fuzzy g-komsulugu iin, d - ol (f (b)) kimesi X fuzzy uzayinda
X, fuzzy noktasimn bir g-komsulugu oluyorsa, f fonksiyonuna fuzzy d - pre

sureklidir denir.
3.2.2. Teorem

f:(Xt,)® (Yt ;) fonksiyonu icin asagidakiler denktirler:

a) f fonksiyonu fuzzy d - pre streklidir.

b)"bit, igin fi(b)£int(d- cl f (b)) dr.

C) Her a fuzzy d - agik kiimesi icin, f(cla)£clf (a) dr.

Ispat:

(@b (b) f fonksiyonu, fuzzy d - pre siirekli ve x, , bir fuzzy noktaolsun. Fuzzy

d - presireklilik tamm geregince, x, 1 f *(a) fuzzy noktasi icin d - cl(f '1(a)),
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X, * nin fuzzy g-komsulugudur. Bu takdirde x, T int(d - cif **(a)) olup,
f'a)£int(d - df *(a)) bulunur.

(b)p (a) x fuzzy noktasi igin, Y fuzzy uzayinda al 1* fuzzy kimesi f(x,)
fuzzy noktasimin agik bir g-komsulugu olsun. Buradan ters fonksiyonun tanimindan
x, T f @) bulunur. (b) geregince x 1 f ') £int(d - cIf'l(a))Ed - cf *@)
olup, d - clf *(@) x fuzzy noktasinin bir g-komsulugudur. O halde, f fonksiyonu

fuzzy d - pre sireklidir.

(@)b (c) x fuzzy noktasi ve a fuzzy d - agik kiimesi verilsin. x 1 cla fakat,
f(x )l cdf@) olsun. f(x )i clif(@)ise, kapams noktas tammndan
"bl Nq(f (xI )) icin, b/q f (@) dir. O halde, f'l(b)}zfa olur. a fuzzy kiimesi fuzzy
d - agik kime oldugundan, (d - cif *(b))gfa olur ki, x, T cla dir. Bu ise bir geliski
olup, f(x )1 clf @) bulunur.

()b (a) f fonksiyonunun, fuzzy d - pre sirekli olmadigim varsayalim. Bu
takdirde, " b1 N,(f(x)) icin, (d-clf*(b))i Ny(x) elde edilir. Buradan
x T c(X-(d-cfb))ve f(x)T fld(x-(d- cf*b))) bulunur.

(c) geresince, flcl(X-(d-cfim))ec(f(x-(d-af (b)) £c(y-b)
((X- (d- clf'l(b))) fuzzy d- agk kime oldugundan ) bulunur. Bu ise

bT N, (f(x))ilecelisirki, f fonksiyonu fuzzy d - pre siireklidir.

3.2.3. Teorem

f:(Xt,)® (Yt ,) fonksiyonu icin, asagidaki Ozellikler denktir:

a) f fonksiyonu fuzzy d - pre streklidir.

b)"bit, icin f*(b), Xuzayindad - preagik kiimedir.

c) f(x )’ ninher b fuzzy agik g-komsulugu icin, f(U) £ b olacak sekilde x, 'mn

bir d - preacik g-komsulugu vardir.
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d)" b £Yfuzzy kapali kimes icin f *(b), X uzayinda fuzzy d- pre kapal
kimedir.

e "b1 N,(f(x)) icin f*(b) fuzzy kiimesi X uzayinda, x fuzzy noktasinin bir
fuzzy d - pre komsulugudur.

fy"al 1*igin f(d- Pcla)£clf(a)

g) " bl 1¥igind- Pclf(b)£ f(clb)

hy" b1 17 icin fi(intb)£d- Pint f *(b)

1) Y fuzzy uzayinin her b fuzzy temel agik kiimeleri igin, f *(b) X uzayinda fuzzy
d - pre agik kimedir.

Ispat:

aU b 3.2 2. Teorem'inin (aU b) kismunin ispat1 ile ayndhr.

bU dafl ¥ igin f*(Y-a)=X- f @) ozeliginden agiktir.

cb b,bU e, bb 1, kismlarinin dogrulugu agiktur.

bb c (b) geregince f(x ) 'nn her b fuzzy agik g-komsulugunun ters goruntst,
X fuzzy uzayinda d - pre agiktir. f *(b)=U dersek, f(U)=f(f *(b))£b olur ki
buradan, f(U)£ b elde edilir.

db f (d) geregince "al 1*igin, fY(clf(@)), X fuzzy uzayinda fuzzy d - pre
kapahdir ve a fuzzy kiimesini kapsar. d - Pcla £ f "(clf (a)) oldugundan dolays,
f(d- Pcla)£ f(f'l(clf(a)))E clf(@) ve f(d- Pcla)£clf(a) eldeedilir.

f P d Y fuzzy uzayinda herhangi bir a kapali fuzzy kiimesini ele alalim.

f geregince, f(d- d(f*@))ed(f(f*@))eda=a ve buradan da
d- Pd(f*@))e fi@) elde edilir. Diger yandan, d- pre kapams tamm
geregince, f*(a)£d - Pd(f *(a)) bulunur. Dolayisiyla, f*(a)=d- Pdl(f *(a))
olup, f *(a) fuzzy kimesi fuzzy d - pre kapal: kiimedir.

f b gn I” fuzzy kiimesi verilsin. (f) geregince, f(d- Pclf*(m)£dif (f*(m)£cim
olup buradan, f(d - Pcl f'l(m))£ clm bulunur. Her iki tarafin ters gorintist alimirsa

d- Pdl f*(m)£ f*(cim) elde edilir.
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gb f al I*kimesi verilsin. f(a) = olsun. (g) geregince,

d- Pcla £d- Pdl f}(m £ f *(cim = f*(cIf@)) olup, buradan, d- Pcia £ f *(clf(a))
olur. Her iki tarafin f altindaki gorunttisi alinirsa, f(d - Pcla) £ clf (a) bulunur.
bb h bl 1Y fuzzy kimesi verilsin. (b) geregince, f *(intb), X fuzzy uzayinda
fuzzy d - pre acik kimedir. f “tint(b) £d - Pint f “*(intb) £d - Pint f *(b)

f(b)d - preacik oldugundan, f *(intb)£d - Pint f *(b) bulunur.

hp balt, fuzzykimesi verilsin. f*(a)=f *(inta)dr. (h) geregince,
f*(a)=f*(inta) £d - Pint f *(@) bulunur. Bu durumda, f *(@)£d - Pint f *(a)
olur. Diger taraftan, her zaman d- Pintf*(@@)£ f *(@a) oldugundan,
d- Pint f *(@)=f *(@) bulunur. Yani; f (@) fuzzy d - pre agik kiimedir.

1b b: bit, fuzzy agk kimesi verilsin. b,, Y fuzzy uzayinin tabamna ait
kimeler oldugundanb = yba yazilabilir. Hipotez geregince f *(b,), "a igin X
fuzzy uzayinda fuzzy d - pre acik kiume oldugundan
f2(b)=f*(Ub,)=Uf*(b,) olur. Dolayisyla, fuzzy d - pre agik kimelerin
herhangi sayida birlesimi de fuzzy d - pre agik oldugundan, f *(b), X uzayinda
fuzzy d - pre agik kiimedir.

3.2. 4. Uyan

2. bolumde ve 3. bolimde yorumlamaya galistigimiz siireklilik kavramlar: arasindaki
bagintilar asagidaki cizelgede verilmistir.

Fuzzy sureklilik ® Fuzzy pre sureklilik

Fuzzy d - pre streklik

3. 2. Cizelge
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3.2.5. Uyan

Cizelge 3. 2."de verilen gerektirmelerin tersleri genellikle dogru degildir.

3.2. 6. Ornek

X ={a, b, ¢} ve X uzerindeki fuzzy topolojiler t ={0,1, A AUC} ve J ={0,1, B}
olsun. f:(X,t)® (X,J) birim fonksiyonu tammlansin. A B,C fuzzy kimeleri,
3. 1. 12. Ornek’ teki fuzzy kiimeler olsun. Bu takdirde, f fonksiyonu fuzzy d - pre

sireklidir, fakat fuzzy pre sirekli degildir.
( Fuzzy pre sirekli olup, fuzzy sirekli olmayan fonksiyon ornekleri igin [7]" ye
bakiniz.)

3.2. 7. Tanim

(X,t,) fuzzy topolojik uzay ve U, X fuzzy uzaymun bir alt kiimesi olsun. Eger
t,={aUb|bit, ve al 1"} ales U kumesi iizerinde bir fuzzy topoloji
olusturuyorsa bu fuzzy topolojiye t |, topolojisinden indirgenen fuzzy topoloji denir

ve (U, 1 ) ikilisinede, X fuzzy uzayimn bir alt uzay: denir [16].

3.2.8. Onerme

(X,t,) fuzzy topolojik uzay ve U, X fuzzy uzayinin d - agik alt kiimesi olsun. Eger
b1 d- PO(X) ise; bu takdirde U Ub fuzzy kimesi, (Ut ) fuzzy alt uzayinda
d - preagik kimedir.

Ispat:

al d- PO(X) oldugundan, a £int(d - cla)dir. 3. 1. 16. Onerme dikkate alinirsa
U Ua £U Uint(d - da) £int, (U U - da))£int,(d - (U Ua)) elde edilir.
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Buradan; U Ua £int (d - cl(U Ua) Uu)=int (d - o, (U Ua)) bulunur ki, bu da
U Ua) fuzzy kiimesinin , (U t ) fuzzy alt uzayinda, bir fuzzy d - pre agik kiime

oldugunu gosterir.
3.2.9. Teorem

f:(Xt)® (vt,) fuzzy d-pre sirekli fonksiyon ve UT d- O(X)olsun.
fl, :U ® Y fonksiyonu da, fuzzy d - pre stireklidir.

Ispat:

alt , olsun. f fonksiyonu fuzzy d - pre slirekli oldugundan,

f (@)1 d- PO(X)’ dir. 3. 2. 8. Onerme geregince, f () WU =(f| ) (@)1 d- PQU)
bulunur. Dolayisiyla f|U U ® Y kisitlanmis fonksiyonu, fuzzy d - pre surekli bir

fonksiyondur.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, fuzzy d - pre agik kiimeler tanimlamp, Ozellikleri verilmis ve
ispatlanmustir. Bunun yaninda, fuzzy d - pre agik kimeler yardimu ile fuzzy d - pre
sireklilik tanimi yapilip, sagladigi 6zellikler incelenmistir.

Bundan sonraki calismalarda; elde ettigimiz fuzzy d- pre agik kime
yardimiyla, fuzzy topolojik uzaylarda ayirma aksiyomlari tammlanp, bu aksiyomlar
arasindaki gecisler ile soz konusu aksiyomlarin hangi fonksiyonlar altinda korundugu

incelenehilir.
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