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GİRİŞ 

Matematiğin temelini oluşturan sayıların tarihi insanlığın tarihi kadar eskidir. İlk 

çağlarda insanlar sayıların yerine mağara duvarlarına çizgi çizmek, ağaç dallarına çentik 

atmak gibi bazı yöntemler kullanmıştır. Zamanla doğadaki olaylar gözlenerek yeni sayı 

sistemleri tanımlanmış, bu tanımlar üzerinde çalışılarak daha da geliştirilmiş, 

matematiğin ve diğer bilimlerin konuları ile tanımlanan sayı dizileri ilişkilendirilerek 

sayı sistemlerinin daha başka özelliklerinin ortaya çıkması sağlanmıştır.  

Bu çalışmada daha önce bilinen ve son yıllarda üzerinde çokça çalışılan ve 

çalışıldıkça her defasında yeni özellikleri ortaya çıkarılan bazı özel sayı dizileri 

incelenmiştir. Bu bağlamda; Pell, Perrin, Jacobsthal, Lucas sayı dizileri için 

permanentleri bu sayı dizilerini verecek şekilde matrisler tanımlanmıştır. Bunun 

yanında Padovan sayı dizisi üzerinde çalışılmış ve matrisler yardımıyla bazı yeni 

özellikler elde edilmiştir. Ayrıca elemanları Pell ve Pell-Lucas sayıları olan sirkülant 

matrislerin determinant ve tersleri için formüller elde edilmiştir. 

1.1. Amaç ve Kapsam 

Matris kavramı nümerik analiz, sayılar teorisi, görüntü işleme, graf teori, 

kombinatorik, olasılık teorisi ve istatistik, sınır değer problemleri, yüksek mertebeli 

spektral filtreleme teorisi gibi birçok bilimsel alanda kullanılmaktadır. Kullanıldığı 

alana göre matrislerin uygulamaları da çeşitlilik göstermektedir. Bazı özel tipteki 

matrislerin özellikleri ve matrislere ait bir takım özellikler ile sayı dizileri arasında 

ilişkiler kurulmuş ve böylece de sayı dizilerinin geliştirilmesinde matris özellikleri sıkça 

kullanılmıştır. 

Diziler ise tanım cümlesi doğal sayılar olan fonksiyonlardır. Dizi kavramı ise 

özellikle Matematik ve Bilgisayar alanlarında önemli bir yere sahiptir. Sayı dizisi 

kavramı da genel bir ifadeyle doğadaki olayların gözlenerek matematiksel bir model 

olarak ifade edilmesiyle ortaya çıkmıştır. Örneğin, bilim dünyasının ilgisini çeken, sanat 

ve mimari gibi birçok alanda karşımıza çıkan Fibonacci sayıları, 13. Yüzyılda yaşamış 

olan İtalyan matematikçi Leonardo Fibonacci tarafından, tavşanların üremesi ile ilgili 

bir problem üzerine tanımlanmıştır. Benzer şekilde Padovan sayıları da mimaride 

taşların dizilişi üzerine tanımlanmış bir sayı dizisidir.  

Bu çalışmada özellikle üzerinde uzun yıllardır çalışılan ve çalıştıkça yeni yeni 

özellikleri ortaya çıkan Lucas, Pell, Pell-Lucas, Perrin, Padovan, Jacobsthal sayı dizileri 

üzerinde çalışılmıştır. Bu sayı dizileri, matris teori ve lineer cebir alanlarıyla 

ilişkilendirilerek bazı özellikleri incelenmiştir.  
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1.2. Sayı Dizileri ile İlgili Bazı Tanım ve Özellikler 

Bu kısımda, öncelikle dizi tanımından bahsedilmiştir. Daha sonra da bazı özel 

sayı dizilerinin tanımları, sık kullanılan bazı özelikleri ve birbirleri ile aralarındaki bazı 

ilişkiler verilmiştir. Tanımlanan özel sayı dizilerinden hareketle genelleştirilmiş bazı 

sayı dizilerinin tanımları da verilmiştir. 

Tanım 1.2.1. [Yüksel, 2002] X bir küme olsun. :f X  fonksiyonu, her n  

sayısı için ( ) nf n x  şeklinde tanımlansın. f  fonksiyonuna, X  kümesi için bir dizi 

denir. Yani tanım kümesi doğal sayılar olan fonksiyon dizi olarak adlandırılabilir.  

Tanım 1.2.2. [Koshy, 2001] 1 2 1F F   olmak üzere, 1n   için  

2 1n n nF F F    

rekürans bağıntısı ile tanımlanan { }n nF   dizisi Fibonacci Dizisi, bu dizinin terimleri ise 

Fibonacci Sayıları olarak bilinmektedir. 

Fibonacci sayıları bilim dünyasında en çok ilgi gören sayı dizilerinden birisidir. 

Ardışık iki Fibonacci sayısının oranı Altın Oran diye bilinen, sanat ve mimaride güzel 

sonuçlar veren 1,61803… sayısına yakınsamasıdır. Bu oran, bir AB doğru parçasında 

küçük parçanın büyük parçaya oranı, büyük parçanın bütüne oranını verecek şekilde 

ifade edilebilir. Öyle ki, büyük parça a birim ve küçük parça da 1 birim ise  

1
1

a
a a



 

oranı bize altın oranı verir. Bu ifade düzenlenirse  
2 1 0a a    

denklemi elde edilir. Bu denklemin kökleri 1 5
2
   olup, pozitif kök altın oranı ifade 

etmektedir. Yani, ardışık iki Fibonacci sayısının oranı olan 

1 1 5 1,618
2

n

n

F
F

  
    

değeri Altın Oran olarak bilinmektedir. Bu dizinin terimleri matematikte ve fizikteki 

uygulamalarının yanı sıra mimariden sanata, şifrelemeden mühendislik uygulamalarına 

kadar birçok alanda binlerce bilimsel makaleye konu olmuştur [Koshy, 2001].  

1718’de Fransız matematikçi Abraham De Moivre (1667–1754) sabit kat sayılı 

lineer rekürans bağıntıları hesaplamak amacıyla üreteç fonksiyonu kavramını ortaya 

atmıştır.  
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Tanım 1.2.3. [Koshy, 2001] 0 1 2, , ,a a a   reel sayıların bir dizisi olsun. 

2
0 1 2( ) n

ng x a a x a x a x        

fonksiyonuna { }na  dizisinin üreteç fonksiyonu denir. Üreteç fonksiyonları genellikle 

2 21 1
1

n nax a x a x
ax

     


   

şeklinde kullanılmaktadır. 

Teorem 1.2.1. [Koshy, 2001] 1 2 1F F   olmak üzere 1n   için 2 1n n nF F F    

rekürans bağıntısı ile tanımlanan Fibonacci dizisi verilsin. (1 5) / 2    ve 

(1 5) / 2    olmak üzere, 

5

n n

nF  
  

dir. 

Yukarıdaki teoremde üreteç fonksiyonları yardımı ile 1718’de Abraham De 

Moivre tarafından ispatlanan formül, 1843’te Fransız matematikçi Jacques-Phillipe-

Marie Binet (1786–1856) tarafından farklı bir yoldan ispatlanmıştır. Binet,   ve   

sayıları sırasıyla 2 1 0x x    karakteristik denkleminin pozitif ve negatif kökleri 

olmak üzere, 1n   için .n  Fibonacci sayısını 
n n

nF  
 





 

şeklinde kesin olarak tanımlanmıştır. Bu formül Fibonacci sayıları için Binet Formülü 

olarak bilinir. 

Tanım 1.2.4. [Koshy, 2001] 1 1L   ve 2 3L   olmak üzere, 1n   için 

2 1n n nL L L    

rekürans bağıntısı ile tanımlanan { }n nL   dizisine Lucas Dizisi, bu dizinin terimlerine 

ise Lucas sayıları denir. Lucas sayıları için üreteç fonksiyonu 

2
0

2
1

n
n

n

xL x
x x








   

şeklindedir. Bu üreteç fonksiyonu yardımı ile (1 5) / 2    ve (1 5) / 2    olmak 

üzere Lucas sayılarına ait Binet formülü,  
n n

nL     

şeklinde hesaplanmıştır.  
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Tanım 1.2.5. [Horadam, 1994] 2n   için 

1 2 0 1

1 2 0 1

2 , 0, 1
2 , 0, 2

n n n

n n n

P P P P P
Q Q Q Q Q

 

 

   
   

 

dizilerine sırasıyla Pell ve Pell-Lucas dizisi denir. Bu dizilerin terimlerine ise sırasıyla 

Pell ve Pell-Lucas sayıları denir.  

1 2    ve 1 2   , 2 2 1 0x x    denkleminin kökleri olmak üzere .n  Pell, 

Pell-Lucas sayılarının Binet formülleri sırasıyla, 
n n

nP  
 





 ve n n
nQ     

şeklindedir. Ardışık iki Pell sayısının oranı olan 

1 1 2 2, 414n

n

P
P
     

değeri literatürde Gümüş Oran olarak bilinir.  

Tanım 1.2.6. [Cerin, 2007] 0 0J   ve 1 1J   olmak üzere 1n   için 

2 1 2n n nJ J J    

rekürans bağıntısı ile tanımlanan { }n nJ   dizisine Jacobsthal dizisi, bu dizinin 

terimlerine ise Jacobsthal sayıları denir. Jacobsthal dizisinin genel terimi, 

 2 1
3

nn

nJ
 

  

şeklinde de ifade edilebilir.  

Tanım 1.2.7. [Cerin, 2007] 0 2j   ve 1 1j   olmak üzere 1n   için, 

2 1 2n n nj j j    

rekürans bağıntısı ile tanımlanan { }n nj   dizisine Jacobsthal-Lucas dizisi, bu dizinin 

terimlerine ise Jacobsthal-Lucas sayıları denir. Jacobsthal-Lucas dizisinin genel terimi, 

 2 1 nn
nj     

şeklindedir. 

Tanım 1.2.8. [Shannon, 2006] Perrin sayı dizisi de 2n   için, 0 1 23,  0,  2R R R    

başlangıç koşullarıyla, 

2 3n n nR R R    

rekürans bağıntısı ile tanımlanmıştır. 
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Tanım 1.2.9. [Shannon, 2006] Padovan sayı dizisi Richard Padovan adına I. Steward 

tarafından 2n   olmak üzere ve 0 1 2 1  P P P  başlangıç koşullarıyla, 

2 3n n n  P P P  

olarak tanımlanmıştır. 

Fibonacci, Lucas, Pell, Jacobsthal, Pell-Lucas, Perrin ve Padovan sayılarının ilk 

on terimi Tablo 1’de verilmiştir. 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Fibonacci 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 

Lucas 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 

Pell 0 1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378 

Jacobsthal 0 1 1 3 5 11 21 43 85 171 341 

Pell-Lucas 2 2 6 14 34 82 198 478 1154 2786 6726 

Perrin 3 0 2 3 2 5 5 7 10 12 17 

Padovan 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 

Tablo 1 

Bu diziler üzerinde çalışılarak daha da genel ifadeler elde edilmiştir. Bu 

tanımları da aşağıdaki gibi verebiliriz. 

Tanım 1.2.10. [Kalman, 1982] Kalman ic ’ler sabit ve ia ’ler dizinin elemanları olmak 

üzere 

0 1 1 1 1n k n n k n ka c a c a c a         

dizisini tanımlamıştır. 

Tanım 1.2.11. [Er, 1984]’de yazar, 1 0k n    için 

1 1 ,
0 diğer,

i
n

i n
g

 
 


 

sınır koşulları ile 0n   ve 1 i k   için 

1

k
i i
n j n j

j

g c g 


  

şeklinde genelleştirilmiş .k mertebeden Fibonacci dizisini tanımlamıştır. 

Tanım 1.2.12. [Akbulak ve ark., 2009]’da yazarlar, mmertebeli k  Fibonacci 

sayılarının daha genel bir halini 0, , 1 1n k t ve i m     olmak üzere, 

,

1, 1
1 0

0,
i

k n

n i için
F m n

diğer
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başlangıç koşullarıyla, 

, , , , ,
i i i i i

k n k n k n k n k nF kF tF F F      

şeklinde tanımlamışlar ve matris metotlar kullanarak dizi için Binet formülü ve diğer 

bazı özellikleri elde etmişlerdir. 

Tanım 1.2.13. [Lee ve ark., 2003]’da Lee ve Kim 2k   için { ( ) }ng k  ile gösterdikleri 

k  Fibonacci dizisini  2n k   için, 

       1 2 1
0, 1k k kg k g k g k g k

 
      

ve 

       1 2n n n n kg k g k g k g k
  

     

şeklinde tanımlamışlardır. k  Fibonacci sayılarının birkaç terimi Tablo 2 ile verilmiştir. 

k İsim Başlangıç Koşulları Sayılar 
2 Fibonacci  0,1 1,1,2,3,5,8,13,21 
3 Tribonacci 0,0,1 1,1,2,4,7,13,24,44 
4 Tetranacci 0,0,0,1 1,1,2,4,8,15,29,56 
5 Pentanacci 0,0,0,0,1 1,1,2,4,8,16,31,61 
                                                 Tablo 2 

Aşağıda Fibonacci, Pell ve Lucas sayıları ile ilgili iyi bilinen ve çok kullanılan bazı 

özelikler verilmiştir. [Koshy, Vajda] 

 2
1 1 ( 1)n

n n nF F F      (Cassini Formülü) 

 
2

1 2
1

4 çift ise,
1 tek ise,

n
n

i i
i n

L n
L L

L n


 
 


  

 
2 2

2 2 1 2 2 2 2 2
2

1

3 2 6 2 5
5

n
n n n n

i
i

F F F F nF   



   
  

 
2 2

2 2 2 1 2 2 2
2 1

1

3 2 4 2 2
5

n
n n n n

i
i

F F F F nF  




   
  

 
3 3

3 2 1

1

3 3( 1) 2
4

nn
n n n

i
i

F F FF  



   
  

 2 2 1 2 2
1

1
n

i i n n
i

F F F F  


   

 2 2 1
1

1
[1 ( 1) ] / 2

n
n

i n n n
i

iF nF F F 




      

 2 1 2
1

n

i n
i

F F


       2 2 1
1

1
n

i n
i

F F 
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 2
1

1
n

i n
i

F F 


       1 2
0

k

i j i i k
j

F F F   


   

 2
1

1

n

i n n
i

F F F 


      2 2
1 2 1n n nF F F    

 2 2
1 1 2n n nF F F        1 1n m n m m n mF F F F F      

 
2 2

2 2 2 1
2 2

1

2
5

n
n n

i i
i

F F nF F  




  
   

2
2

1 2 1
1

1
n

i i n
i

F F F 


   

 
3

3 2 2
2 1

1

3
4

n
n n

i
i

F FF 



     

2
3 2 1 2 1

2
1

3 2
4

n
n n

i
i

F FF  



 
  

 2
1

3
n

i n
i

L L 


       2 1 2
1

2
n

i n
i

L L


   

 2 2 1
1

1
n

i n
i

L L 


       2 1
1 1 5( 1)n

n n nL L L 
      

 2
1

1
2

n

i n n
i

L L L 


       1 2 1 ( 1)n
n n nL L L     
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1.3. Matris Teori ile İlgili Bazı Tanım ve Özellikler 

Bu kısımda, hazırlanan tezde kullanılacak olan ve daha çok Matris Teori 

alanında faydalanılan bazı tanımlara yer verilmiştir. 

Tanım 1.3.1. [Horn, 1985] ,[ ]i jA a  n kare matris olmak üzere ,1 ise 0i ji j a    

11 12 1

21 22 23

32

1, 1 1,

, 10

n

n n n n

n n nn

a a a
a a a

aA
a a
a a
  



 
 
 
 
 
 
 
 

 


  


 

formundaki matrise üst Hessenberg matris denir. Üst Hessenberg matrisin transpozesi 

durumunda olan matrise alt Hessenberg matris denir. 

Tanım 1.3.2. [Horn, 1985] ,[ ]i jA a  n kare matris olmak üzere, hem alt hem de üst 

Hessenberg matris tridiagonal matris olarak adlandırılır. Yani, ,1 ise 0i ji j a   , 

diğer bir ifadeyle 

11 12

21 22 23

32

1, 1 1,

, 1

0

0
n n n n

n n nn

a a
a a a

aA
a a
a a
  



 
 
 
 
 
 
 
 

 


 

dır. 

Tanım 1.3.3. [Taşçı, 2005] ( )nA M F  matrisinin permanenti, nS  simetrik grubu ve   

da permütasyonu göstermek üzere 

( )
1

( )
n

n

i i
S i

per A a 
 

   

şeklinde tanımlanır. Permanent artı determinant olarak da bilinmektedir ve genelde 

( )per A  sembolü ile gösterilir.  
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Şimdi de R. A. Brualdi ve P. M. Gibson (1977) tarafından tanımlanan ve bu 

çalışmada permanent hesaplamada kullanacağımız contraction (büzüşme) tanımı 

verelim. 

Tanım 1.3.4. [Brualdi, 1977] ,[ ]i jA a , satır vektörleri 1 2, , , mr r r  olacak şekilde m n  

mertebeli bir matris olsun. Eğer A matrisinin k. sütununda tam iki elemanı sıfırdan farklı 

diğer elemanlarının hepsi sıfır ise A matrisine k. sütuna göre contraction uygulanabilir 

denir. Farz edelim ki, A matrisinde , ,0i k j ka a   ve i j  olmak üzere .k  sütuna göre 

contraction uygulayalım. O halde :ij kA  olarak adlandıracağımız ( -1) ( -1)m n   

mertebeli matris A  matrisinde i. satıra jk i ik ja r a r  vektörü yazılıp j. satır ve k. sütunun 

silinmesiyle elde edilir. Bu işlem A  matrisinin .k  sütununa göre contraction olarak 

adlandırılır. Eğer A matrisi , ,0k i k ja a   ve i j  olmak üzere .k  satıra göre 

contraction yapılabilirse : :( )T T
k ij ij kA A  ifadesi doğrudur. Eğer A matrisi tam sayılardan 

oluşan bir matris ve B matrisi de A matrisinden contraction ile elde ediliyorsa, 

perA perB   

dir. 

Tanım 1.3.5. [Horn, 1985] [ ]ijA a  ve [ ]ijB b  aynı mertebeli iki matris olmak üzere, 

A’nın ( , )i j  inci elemanı ile B’nin ( , )i j  inci elemanının çarpımına A ve B 

matrislerinin Hadamard çarpımı denir ve A B  ile gösterilir. Yani  

[ ]ij ijA B a b  

dır. 

Tanım 1.3.6. [Kılıç,  2010 (a)] A n kare matrisi det( )perA A H   olacak şekilde 

( 1,1)  elemanlarından oluşan  

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

H
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şeklindeki bir H matrisi ile Hadamard çarpılırsa, H matrisine A matrisinin 

dönüştürücüsü (converter) denir. A matrisine de dönüştürülebilen matris denir. 

 Tanım 1.3.7. [Aldrovandi, 2001] 0 1 1, ,..., nc c c   sayılarına bağlı n kare 

0 1 1( , ,..., )n nC circ c c c   sirkülant matrisi 

0 1 2 1

1 0 3 2

2 3 0 1

1 2 1 0

n n

n n n

n

n

c c c c
c c c c

C
c c c c
c c c c

 

  



 
 
 
 
 
 
 
 




    



 

ile ifade edilir.  

nC  matrisinin özdeğerleri 2exp( )iw
n


  ve 1i    olmak üzere 

1

0
0,1,..., 1

n
jk

j k
k

c w j n




    

dir. Dolayısıyla  

1 1

00

det( )
n n

jk
n k

kj

C c w
 



   

dir. 

Tanım 1.3.8. [Horn, 1985] 0kc   olmak üzere 1
1 1( ) k k

k kC x x c x c x c
      monik 

polinomu verilsin. Polinomun katsayılarına bağlı olarak ifade edilen 

1 2 1

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0

k kc c c c 
 
 
 
 
 
  





    


 veya 

0

1

2

1

0 0 0
1 0 0
0 1 0

0 0 1 n

c
c
c

c 

 
  
 
 
 
  





    


 

şeklindeki matrise companion matris denir. 
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1.4. Kaynak Araştırması  

Çalışmamıza kaynak teşkil eden, bilinen bazı sayı dizileri üzerine son yıllarda 

yapılan çalışmalar bu bölümde özetlenmiştir. Buna göre, 

[Lee ve ark., 1995]’de yazarlar,  

( , )

1 1 1 0 0
1 1 1 1 1

1 1 1 1
1 0 1 1 1

0 1 1 1 0
0 1 0 1 1

ve1 1 1
1

1
0 1

1 1 1
0 0 1 1

0 0 1 1

n k U

 
  
  
  
       
  
  
  
   

 


 



 

    
  

  


 
 

 

tipinde iki matris tanımlamışlar ve permananetlerinin genelleştirilmiş Fibonacci ve 

Fibonacci sayılarına eşit olduğunu contraction metodu ile göstermişlerdir. 

[Gwan, 2000]’de yazar, k  Fibonacci ve k  Lucas dizisi ile iki parçalı bir 

grafın 1-çarpanları arasındaki ilişkiyi incelemiştir. 

[Kılıç ve ark., 2007 (a)]’de yazarlar,  

1 1 0 1 2 0
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
ve

1 1
1 1 1 1

0 1 1 0 1 1

n nA B

    
        
     

       
    
   

    

   
 

 

tipinde matrisler tanımlamışlar ve permanentlerinin sırasıyla Fibonacci ve negatif indisli 

Lucas sayılarına eşit olduğunu göstermişlerdir. Bunun yanında, permanenti 

genelleştirilmiş k mertebeli Lucas sayılarını verecek şekilde bir matris 

tanımlamışlardır. 

[Kılıç ve ark., 2010 (a)]’de yazarlar,  

11 1 0 1 0
2

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1ve

1 1
1 1 1 1

0 1 1 0 1 1

n nA B
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matrislerini tanımlamışlar ve permanentlerinin sırasıyla negatif indisli Fibonacci ve 

Lucas sayılarına eşit olduğunu göstermiştir. Aynı zamanda bu sayı dizileri için 

kompleks çarpanlama formülleri vermişlerdir. 

[Milan, 2010]’de yazar, üst Hessenberg matrislerin özel bazı durumunu 

incelemiştir. Bir tipteki Hessenberg matrislerin determinantlarını genelleştirilmiş 

Fibonacci sayıları ve polinomlar ile ilişkilendirmiştir. 

[Kılıç ve ark., 2007 (b)]’de yazarlar, tridiagonal matrislerin permanentleri ve 

determinantları ile negatif indisli ikinci merteben reküranslar arasındaki ilişkiyi 

incelemişlerdir. Bu bağlamda, 

2 2

1 20 0
( )

1 11 1

11
( , ) , ( , )

11

11 00

n nH G

   
   

  
    

  
   

  


  

  

        
   

   
   
   
   

    
   
   
   
   
   
   

  



  

 

matrislerini tanımlamışlar ve bu matrislerin determinantlarını incelemişlerdir. Daha 

sonra da 2 4 0A B  , 2ve da 0 'ın kökleri olmak üzeret At B      

2

1 0 2 0

1 11 1

( , ) , ( , )1 1

1 1
1 10 0

n n

A A
B B B

A A
B B B B

C A B D A BA A
B B B B

A A
B B B B

       
   
   
   
       
   
   
   
   
      

 

   

 

matrislerinin permanent ve determinantlarını incelemişlerdir. Daha sonra da bu diziler 

için çarpanlama (faktorizasyon) formülleri elde etmişlerdir. 

[Kılıç ve ark., 2008 (c)]’de yazarlar, Hessenberg matrislerin determinant ve 

permanentleriyle ikinci mertebeden lineer reküranslar arasındaki ilişkiyi incelemişlerdir. 

Yani, ve  , 2 0t At B   ’ın kökleri olmak üzere, 



 

 

13

0
1

1

0 1

nA

  
  

 


 

  
   
  
  
  


 

 

matrisini tanımlamışlar ve tanımlanan bu matris yardımıyla başka matrisler de 

tanımlayarak permanent hesaplamışlardır.  

[Kılıç ve ark., 2010 (c)]’de yazarlar, bazı Hessenberg matrislerin permanent ve 

determinantları ile genelleştirilmiş Lucas dizisinin arasındaki bağıntıyı incelemiştir. Bu 

bağlamda,  
2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

3 1 0 0 3 1 0 0
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

,
1 1 0 1 1 0

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

n n

A A
A A

A A
Q D

A A
A A

     
        
     

    
   
        

       

   
 
 

     
   
 

 

matrislerin sırasıyla determinant ve permanentini hesaplamışlardır. Bu tipte daha başka 

matrisler de tanımlayarak determinant ve permanentlerini hesaplayarak Lucas dizileri 

arasındaki bağıntıyı incelemişlerdir.  

[Kılıç ve ark., 2009 (c)]’de yazarlar, tridiagonal matrisler permanent ve 

determinantları ile ikinci mertebeden lineer reküranslar arasındaki ilişkiyi 

incelemişlerdir. Daha açık bir ifadeyle yazarlar, 

0 2 0

,

0 0

n nT H

     
       

     
 

     

    
       
     
   
   
       

 
   

 

matrislerini tanımlamışlar ve determinantlarını hesaplamışlardır. 

[Kılıç ve ark., 2010 (b)]’de yazarlar, genelleştirilmiş Fibonacci ve Pell dizileri 

ile Hessenberg matrislerin permanentleri üzerine çalışmışlardır. Bu amaçla, 
2 2

2 2

2 2

2 2

2

1 1 0 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1,

1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

n n

A A
A A

A AH T

A A
A

    
       
    

    
   
       

      

   
 
 

     
   
 

 

matrislerinin determinantlarını hesaplamışlardır. Daha sonra da,  
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2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 1

1 1 1 1
,

0 0
1 1 1 1

1 1

n n

A A
A A A A
A A A A A A

W V
A A A A

A A A A
A A A A A A A A A A

     
         
      

    
   
         

       

   
 
 

     
   
 

 

matrislerinin de determinantını hesaplamışlar ve elde edilen sonuçlar ile Fibonacci ve 

Pell sayıları arasındaki ilişkileri incelemişlerdir. 

[Kılıç ve ark., 2011]’de yazarlar, her hangi başlangıç şartlarına sahip, 

k mertebeli lineer reküransların k-dizileri üzerinde çalışmışlardır. Bu bağlamda, 

0 1n ve i k    için, 

1

2

, 1
, 2

,1 0
,

0,

i
n

k

r n i
r n i

t k n
r n k i

diğer

 
     
  


   

başlangıç koşullarıyla, 

1 1 2 2
i i i i
n n n k n kt c t c t c t       

dizisini tanımlamışlardır. Genelleştirilmiş Binet formülü ve üreteç fonksiyonu 

vermişlerdir. Bunun yanında Hessenberg matrislerin determinantları ve bu dizinin 

elemanları arasındaki ilişkileri de incelemişlerdir. 

[Kılıç ve ark., 2009 (b)]’de yazarlar, dördüncü mertebeden reküranslar üzerine 

çalışmışlar ve matris metotlarla kombinatorial sunuşlar ve kesin (explicit) formüller 

elde etmişlerdir. Dahası tanımlanan matrislerle de toplamlar arasındaki ilişkileri de 

incelemişlerdir. 

[Kılıç ve ark., 2008 (b)]’de yazarlar, k mertebeli Fibonacci ve Lucas sayıları 

ile iki parçalı bir grafın 1-çarpanları arasındaki ilişkileri incelemişlerdir. 

[Kılıç ve ark., 2009 (a)]’da yazarlar, bir tipteki iki parçalı grafın 1-çarpanları 

(factors) ile genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas–p sayıları arasındaki ilişkiyi 

incelemişlerdir. Ayrıca yazarlar, permanentleri genelleştirilmiş Fibonacci-p sayılarını ve 

toplamlarını verecek şekilde 
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1 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 0 0 1
0 1 1 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1

( , ) , ( , )
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1

M n p T n p

   
   
   
   
   
       
   
   
   
      
   

   
     

   

               
   

 
 matrislerini tanımlamışlardır.  

[Lee ve ark., 2003]’da Lee ve Kim 2k   için { ( ) }ng k  ile gösterdikleri 

k  Fibonacci dizisine bağlı olarak 2k   sayıları için 2( )n n kg g k    ve 

  1 1 0,
0 1 0,

i j
ij

g i j
f k

i j
    

    
 

olmak üzere, elemanları bu dizinin elemanlarına bağlı olan n n  mertebeli 

k  Fibonacci matrisini  

   n ij
F k f k     

ve 0j   için ( ) 0ijq k   iken 

   
 

 
,1

1,1

, 1

,

k

i j ll

ij ji k

i i ll

q k i j
q k q k

q k g i j





    
 




 

olmak üzere n n  mertebeli k  simetrik Fibonacci matrisini 

   n ij n
L k q k     

tanımlamışlar ve bu matrislerin özeliklerini araştırmışlardır. 

[Shannon ve ark., 2006]’de yazarlar, Cordonnier, Perrin ve Padovan sayı dizileri 

ve bu dizilerle alakalı polinomlar üzerine çalışmışlar ve bazı sonuçlar elde etmişlerdir. 

[Öcal ve ark., 2005]’de yazarlar, k  genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları 

için determinant ve permanent ifadeleri elde etmişlerdir. Bu bağlamda yazarlar, 
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, ,1 2 3 4 1 2 3 4
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1 1
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matrislerinin sırasıyla determinant ve permanentlerini hesaplamışlar ve bu ifadenin 

genelleştirilmiş Fibonacci sayılarına eşit olduğunu göstermişlerdir. Bazı özel 

durumlarının da Lucas sayılarına eşit olduğunu göstermişlerdir. Bunun yanında verilen 

diziler için Binet formülü elde etmişlerdir. 

[Kaygısız ve ark., 2012]’de yazarlar, genelleştirilmiş Perrin dizisini ic ’ler sabit 

olmak üzere, 

2 2 3 3 1 1 0n k n k n n k n kR c R c R c R c R            

şeklinde tanımlamışlar ve bu dizinin terimlerinin matris metotla elde edilişi üzerine 

çalışmışlardır.  

[Kılıç, 2008 (a)]’de yazar Tribonacci sayı dizisi ve toplamları için yeni rekürans 

bağıntıları ve üreteç matrisleri elde etmiştir. Bu bağlamda,  

1 1

1 1 2 1

2 1 2 3 2

1 0 0 01 0 0 0
1 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0

n n n n n
n

n n n n n

n n n n n

S T T T T
A ve B

S T T T T
S T T T T

 

   

    

  
      
   
      

 

matrisleri yardımıyla, matris özelliklerini de kullanarak tribonacci sayıları için farklı 

özellikler elde etmiştir. Bunun yanında, bu dizinin permanent olarak ifadesi üzerine de 

çalışmıştır. 

[Cahill ve ark., 2003]’da Cahill ve arkadaşları üç bant matrislerin determinantları 

ve özdeğerleri yardımıyla Chebyshev polinomlarını kullanarak 1i    olmak üzere 

Fibonacci ve Lucas sayıları için  

  1

1
1

sin 1 cos
2

sin cos
2

n
n

in
F i

i






       
      

 

ve 
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12 cos cos
2

n
n

iL i n        
 

formüllerini elde etmişlerdir. 

[Cahill ve ark., 2002]’de yazarlar, genel bir alt Hessenberg matrisinin 

determinantını hesaplamışlar ve bu matrisin özel durumları için determinantı Fibonacci 

ve Lucas sayılarını verecek şekilde matrisler tanımlamışlardır. 

 [Seibert ve ark., 2006(b)]’de yazarlar, 
2

2

2

2

2

2
2

2
( )

2

2

p q q
q p q q

q p q q
B n

q p q
q

q p q

  
 

   
   

  
  

 
    


 

 

matrisinin determinantını hesaplamışlar Chebyshev polinomlarının da özelliklerinden 

faydalanarak Fibonacci benzeri sayılar ve bu sayıların toplamları için bazı çarpanlama 

formülleri vermişlerdir. 

[Halıcı ve ark., 2009]’da yazarlar, Fibonacci Q matrisi olarak bilinen,  

1 1
1 0

Q  
  
 

 

matrisinden hareketle,  

1 1 1, ,
1 0 1 0 1 0m m m

m m mQ Q Q 

     
       
     

 

matrislerini incelemişler ve Fibonacci sayıları için bazı yeni özellikler elde etmişlerdir. 

[Yılmaz ve ark, 2010]’da yazarlar, determinantı Fibonacci sayıları olan,  

1 1 0
1 1 1

1 1 1

1 1 1
1 1 1

0 1 1

A

 
  
 
 

  
 
 

 
 
 

    

matrisinin pozitif tam sayı kuvvetlerini incelemişler ve bu matrisin pozitif tam sayı 

kuvvetlerini verecek şekilde bir formül elde etmişlerdir. 
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[Bozkurt ve ark, 2010]’da yazarlar, Fibonacci sayıları için 1nF   ( 1)n  inci 

Fibonacci sayısı olmak üzere, 

2 1
1

1

23 2cos
1

n
k

n
k

kF i
n





     
  

şeklinde bir kompleks çarpanlama (factorization) formülü elde etmişlerdir. Bunun 

yanında çift mertebeli, 

1 1 0
1 1 1

1 1 1
1

1 1
1 1 1

0 1 1

A

 
  
 
 

  
 
 

 
  

 


 

matrisi için tam sayı kuvvetlerini veren bir formül elde etmişlerdir. 

[Fonseca, 2007]’de yazar, bazı k  tridiagonal Toeplitz matrislerin karakteristik 

polinomları için kesin ifadeler elde etmiştir. Bu bağlamda, 

1

1n

a
b a

T

b a

 
 
 
 
 
 


 

 

matrisinin öz değerlerini,  

2 cos
1l

la b
n


      
 

olarak elde etmiştir. Bu tipte diğer bazı özel Toeplitz matrislerin öz değerleri için de 

formüller elde etmiştir. 

[Cerin, 2007]’da yazar, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayılarının toplamsal ve 

çarpımsal özelikleri incelemiş ve yeni formüller türetmiştir. 

[Feng, 2011]’de yazar, Laplace açılımı ile tridiagonal matrislerin determinantının 

hesaplanması yolu ile Fibonacci sayılarının özelliklerini incelemiştir.  

[Köken ve ark, 2010]’de yazarlar, Fibonacci Q matrisine benzer olarak Lucas 

LQ  matrisini tanımlamışlardır. Matris özelliklerini kullanarak Lucas sayıları için yeni 

eşitlikler elde etmişlerdir. 

[Shen ve ark., 2011]’de yazarlar, elemanları Fibonacci ve Lucas sayıları olacak 

şekilde, 
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sirkülant matrisler tanımlamışlar ve tanımlanan bu matrislerin determinant ve terslerini 

genel bir ifade ile elde etmişlerdir.  

[Bozkurt ve Tam, 2012]’de elemanları Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayıları 

olacak şekildeki sirkülant matrislerin determinant ve tersleri için formüller elde 

etmişlerdir. 

[Yılmaz ve ark., 2011 (d)]’de yazarlar (0,1) elemanlı, alt ve üst köşegen 

elemanları matrisin mertebesine göre değişen, simetrik n kare,  

0 0 1 0 0

0 0
1 1
0 0

0 0 1 0 0 n n

A



 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 
  




  
 

 

matrisini tanımlamışlar ve bu matrisin tam sayı kuvvetlerini genel olarak ifade etmişler 

ve Fibonacci sayıları cinsinden ifade edilebildiklerini göstermişlerdir. 

[Horadam, 1996]’da yazar, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayı dizilerinin 

toplamları, Binet formülleri ile bu iki sayı dizisi arasında bir takım ilişkiler elde etmiştir. 

Bunun yanında pozitif tam sayıların Jacobsthal sunuşlarını vermiştir. 

[Esmaeili, 2006]’de yazar, beş yeni Fibonacci-Hessenberg matrisi tanımlamıştır. 

Bunun yanında, iki boyutlu Fibonacci dizisi kavramını tanımlamış ve Fibonacci-

Hessenberg matrisleri ve genel hallerinin bu kavramı sağladığını göstermiştir. 

[Nallı ve ark., 2009]’de yazarlar, determinantları Fibonacci ve Lucas sayıları 

olacak şekilde simetrik tridiagonal matris ailesi tanımlamışlardır. 

[Gogin ve ark., 2006]’de yazarlar, MacWilliams dönüşüm matrisleri ile bilinen 

Fibonacci, Lucas ve Padovan sayıları arasında ilişki kurmuşlardır. 

[Lee ve ark., 2001]’de yazarlar, k  genelleştirilmiş Fibonacci dizisi üzerine 

çalışmışlar ve bu dizi için bir genelleştirilmiş Binet formülü elde etmişlerdir. Bunun 
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yanında k  genelleştirilmiş Fibonacci sayıları için bazı kombinatorial gösterimler elde 

etmişlerdir. 

[Kılıç, 2009 (d)]’de yazar 

2 0 0 1 0 0
1 2 0 0 1
0 1 2 0 0
0 0 1 2 0 0 1

( , )
0 0 0 1 2 0 0

0 0 0 1 2 0
0 0 0 0 0 1 2

M n p

 
 
 
 
 
   
 
 
 
  
 

 
  

 

       
 



 

şeklinde bir matris tanımlamış ve permanentlerini Pell (p,i) sayıları olarak ifade etmiştir. 

[Taşçı ve ark., 2004]’de yazarlar, Lucas sayıları için genel bir tanım vermişler ve 

matrisler yardımıyla bazı özellikler elde etmişlerdir. Ayrıca, genelleştirilmiş 

k mertebeli Lucas dizileri ile Fibonacci dizileri arasında ilişki elde etmişlerdir. 

[Seibert ve ark., 2006]’de yazarlar, genelleştirilmiş Fibonacci sayılarının farklı 

çarpımları (factorization) üzerine bazı sonuçlar elde etmişlerdir. Yani Fibonacci-tipi ve 

Lucas-tipi sayıların çarpımlarını 
1

1

1

2 cos , 2

(2 1)2 cos , 1
2

n

n
k

n

n
k

kU p q n
n
kV p q n

n











    
 

    
 




 

şeklinde ifade etmişlerdir. Bunun ispatında 

1 0 2
0 2

( ) ve ( )

p q
p q q p q
q pU n V n q p

q q
q p q p

  
  
  
      
  
  

      

 
   

 

matrislerini kullanmışlardır. 

[Lee ve ark., 2010]’de yazarlar, k  Lucas sayılarını  
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1 2 3 1

1 2 2

1 3

1

1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 1 ( 1) ( 1) ( 1)
1 1 1 ( 1) ( 1)

1 1 1 1 ( 1)
1 1 1 1 1

n

n

n

nH







    
 

   
  

  
 
 
  
 





     



 

matrisinin bazı özel matrislerle Hadamard çarpımıyla elde ettiği matrislerin 

determinantı olarak ifade etmiştir. 

[Aşçı ve ark., 2007]’de yazarlar, Fibonacci polinomlarının ortogonalliği üzerine 

çalışmışlar, Fibonacci, Lucas ve bazı özel ortogonal polinomlar için üreteç matrisleri 

tanımlamışlardır.  

            [Yazlık ve ark., 2013]’de yazarlar, elemanları Horadam sayıları olan sirkülant 

matrislerin determinant ve terslerini hesaplamışlardır.  
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2. BİLİNEN BAZI SAYI DİZİLERİ ve MATRİSLER 

Bu bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. İlk kısımda, Hessenberg matrisler üzerine 

çalışılmış ve tanımlanan matrislerin permanent ve determinantları ile bilinen bazı sayı 

dizileri arasında ilişki kurulmuştur. İkinci kısımda, Padovan sayı dizileri üzerinde 

durulmuş ve Padovan sayı dizisinin bazı özellikleri matrisler yardımıyla elde edilmiştir. 

Son kısımda da elemanları Pell ve Pell-Lucas sayıları olan sirkülant matrisler için 

determinant ve tersleri için formüller elde edilmiştir. 

Lemma 2.1.1. [Cahill ve ark., 2003] nM  bir n kare tridiagonal matris olmak üzere, 

11 12

21 22 23

32 33

1,

, 1 ,

n

n n

n n n n

a a
a a a

a aA
a

a a




 
 
 
 
 
 
 
 


 

 

bu matrisin determinantı ise, 

, 1 1, , 1 2det n n n n n n n n nA a A a a A      

dir. 

Lemma 2.1.2. [Cahill ve ark., 2002] nM  bir n kare alt Hessenberg matris olmak 

üzere, 

11 12

21 22 23

31 32 33

1,

1 2 , 1 ,

0

n

n n

n n n n n n

m m
m m m
m m mM

m
m m m m





 
 
 
 
 
 
 
 

 


 
  



 

ise, 
11

1 , , 1 1
1

det det ( 1) det , 2
nn

n r
n nn n n r j j r

r j r
M m M m m M n




  
 

 
      

 
   

dir. 

 

 

 

 

 



 

 

23

2.1. İkinci ve Üçüncü Mertebeden Lineer Rekürans Bağıntısıyla Tanımlı Bazı 

Sayı Dizilerinin Permanent Olarak İfadesi 

Bu kısımda bazı özel Hessenberg matrisler tanımlanmış ve bu matrislerin 

permanentleri Tanım 1.3.4 ile verilen contraction metodu ile hesaplanmıştır.   

Teorem 2.1.1. [Yılmaz ve ark., 2011 (a)] nH  (0,1, 1)  elemanlarından oluşan 

tek mertebeli  

 

1 1 1 0
1 1 1 1

1 1 1 1

(2.1.1)
1 1 1 1

1 1 1 1
0 1 1 1

1 1

nH

 
 
 
 
 
   
 

 
 
  
 

   
 

bir n kare ( 2 1, 1, 2,...n k k   ) üst Hessenberg matris olsun. O halde Pn, .n  Pell 

sayısı olmak üzere, 
( 2)n

n n kperH perH P   

dir. 

İspat: nH  matrisinin tanımından, bu matrise contraction metodu uygulanabilir. Metot 

ilk sütuna göre uygulanırsa, 

(1)
1

2 0 1 0
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 ( 1)
1 1 1 ( 1)

0 1 1 1
1 1

n n

n

H 

 
  
 
 
   
 

 
 
  
 

   
 

elde edilir ki, bu matrise de ilk sütuna göre tekrar contraction uygulanırsa, 
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(2)

2 3 2 0
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 ( 1)

0 1 1 1
1 1

n

n

H

 
 
 
 
 
   
 

 
 
  
 

   
 

elde edilir. Bu metotla devam edilirse, 

(3)

5 0 2 0
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 ( 1)

0 1 1 1
1 1

n

n

H

 
 
 
 
 
   
 

 
 
  
 

   
 

ifadesi elde edilir. Genel bir ifade ile 2 4r n    için, 

1

( )

0 0
1 1 1 1

1 1 1 1

2 1; 1, 2,...
1 1 1 1

1 1 1 1
0 1 1 1

1 1

k k

r
n

P P

H r k k

 
  
 
 
     
 

 
 
  
 

   
 

ve 

1 1 1

( )

0
1 1 1 1

1 1 1 1

2 ; 1, 2,...
1 1 1 1

1 1 1 1
0 1 1 1

1 1

k k k k

r
n

P P P P

H r k k

    
 
 
 
 
    
 

 
 
  
 

   
 

şeklinde yazılabilir. Buradan da, 



 

 

25

1 2 1 1
( 3) 1 1 1

0 1 1

k k k k
n

n

P P P P
H

   


  
   
 
 

 

olup, bu matrise de birinci sütuna göre contraction uygulanırsa, 

( 2) 0
1 1

kn
n

P
H   

  
 

 

elde edilir ki, böylece ( 2)n
n n kperH perH P   olup, ispat tamamlanmış olur. ■ 

 

Teorem 2.1.2. [Yılmaz ve ark., 2011 (a)] n kare üst Hessenberg nK  matrisi, 

1 2 3 0
1 0 0 0

1 0 1 1

(2.1.2)
1 0 1 1

1 0 1 1
0 1 0 1

1 0

nK

 
 
 
 
 
   
 
 
 
  
 

   
 

ile tanımlansın. O halde Rn, .n  Perrin sayısı olmak üzere, 
( 2)n

n n nperK perK R   

dir. 

İspat: Kn matrisinin tanımından, bu matrise contraction metodu uygulanabilir. İlk 

sütuna göre uygulanırsa, 

(1)

2 3 0 0
1 0 1 1

1 0 1 1

1 0 1 1
1 0 1 1

0 1 0 1
1 0

nK

 
 
 
 
 
   
 
 
 
  
 

   
  

olarak elde edilir. (1)
nK  matrisine de, matrisin tanımından dolayı birinci sütuna göre 

contraction uygulanırsa, 
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(2)

3 2 2 0
1 0 1 1

1 0 1 1

1 0 1 1
1 0 1 1

0 1 0 1
1 0

nK

 
 
 
 
 
   
 
 
 
  
 

   
 

elde edilir. Bu metotla devam edilirse 1 4r n    için,  

1 2

( )

0
1 0 1 1

1 0 1 1

1 0 1 1
1 0 1 1

0 1 0 1
1 0

r r r

r
n

R R R

K

  
 
 
 
 
   
 
 
 
  
 

   
 

ifadesi ile genel bir şekilde ifade edilebilir. Buradan da,  

2 1 3
( 3) 1 0 1

0 1 0

n n n
n

n

R R R
K

  


 
   
 
 

 

olup, bu matrise de birinci sütuna göre contraction uygulanırsa, 

1( 2)

1 0
n nn

n

R R
K   

  
 

 

elde edilir ki, böylece  
( 2)n

n n nperK perK R   

olup ispat tamamlanmış olur.        ■ 

Teorem 2.1.3. [Yılmaz ve ark., 2011 (c)] n mertebeli nW  matrisi, 

3 2 0
0 3 2
1 0 3 2

(2.1.3)
1 0 3 2

1 0 3 2
0 1 0 1

nW
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şeklinde tanımlanan bir matris olsun. O halde, nJ  .n  Jacobsthal sayısı olmak üzere, 

( 2)
1

n
n n nperW perW J

   

dir. 

İspat: nW  matrisinin tanımı gereği, bu matrise son sütuna göre contraction kuralı 

uygulanabilir. O halde, 

(1)

3 2 0
0 3 2
1 0 3 2

1 0 3 2
1 0 3 2

0 1 2 3

nW

 
 
 
 
 

  
 
 

 
   

     

elde edilir. (1)
nW  matrisinin de son sütuna contraction kuralı uygulanırsa, 

(2)

3 2 0
0 3 2
1 0 3 2

1 0 3 2
1 0 3 2

0 3 2 5

nW

 
 
 
 
 

  
 
 

 
   

     

olur. (2)
nW  matrisine de contraction kuralını son sütuna göre uygulanırsa, 

(3)

3 2 0
0 3 2
1 0 3 2

1 0 3 2
1 0 3 2

0 5 6 11

nW

 
 
 
 
 

  
 
 

 
   

     

elde edilir. Bu metoda devam edilirse, r  inci contraction uygulanmış matris, 
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( )

1 2

3 2 0
0 3 2
1 0 3 2

1 0 3 2
1 0 3 2

0 2

r
n

r r r

W

J J J 

 
 
 
 
 

  
 
 

 
   

     

olarak elde edilir. ( 3).n  adımda contraction uygulanmış matris ise, 

( 3)

2 3 1

3 2 0
0 3 2

2

n
n

n n n

W
J J J



  

 
   
   

 

olup bu matrise de son sütununa göre contraction metodu uygulanarak, 

 

 

elde edilir ki, buradan  
( 2)

1 2 13 4n
n n n n nperW perW J J J

       

olup istenendir.         ■ 

Teorem 2.1.4. [Yılmaz ve ark., 2012 (c)] nS  matrisi n kare 

( 2 1,  2,3, ) n k k    bir üst Hessenberg matris olsun. Daha açık bir ifade ile, 

3 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0

(2.1.4)
1 1 1 1 0

1 1 1 1
1 1 1

1 1

nS

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     
      

şeklinde tanımlansın. O halde, nP  .n  Pell sayısı olmak üzere, 

2
( 2)

2

k
n

n n i
i k

perS perS P




 

    

dir. 

( 2)

2

3 2
2

n
n

n n

W
J J
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İspat: (2.1.4) ile tanımlanan matrisin bazı permanentlerini, matrislerin mertebelerine 

göre irdeleyelim: 

4

5 4 3 2 1 0
0

2 için 5; 20i
i

k n perS P P P P P P


          

5

7 5 4 3 2 1
1

3 için 7; 49i
i

k n perS P P P P P P


          

6

9 6 5 4 3 2
2

4 için 9; 118i
i

k n perS P P P P P P


          

7

11 7 6 5 4 3
2

5 için 11; 285i
i

k n perS P P P P P P


          

olup daha genel bir ifadeyle; 

2

2 1
2

; 2 1
k

n k i
i k

perS perS P n k



 

     

olur. Görüldüğü gibi tek mertebeli üst Hessenberg matrislerin permanentleri ardışık beş 

Pell sayısının toplamını vermektedir.  

Tanımlanan matrisin ilk sütununa göre contraction kuralını uygularsak: 

(1)

4 2 4 4 3
1 1 1 1 0

1 1 1 1 0

1 1 1 1 0
1 1 1 1

1 1 1
1 1

nS

 
  
 
 
   
 

 
 
  
 

    
 

elde edilir. (1)
nS matrisine de birinci sütuna göre contraction uygulanırsa;  
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(2)

6 8 0 3
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

1 1

nS

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

     

olur. (2)
nS  matrisinde de birinci sütuna göre contraction uygulanırsa;  

(3)

14 6 9 0 0
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

1 1

nS

 
  
 
 

  
 
 
 
 
 

     

olur. Daha genel bir ifadeyle 2 3 için;r n    

 

3 3

1 1

( )

6 6

1 1 1 1 0
1 1 1 1 0

, 2 1, 1, 2, ;
1 1 1 1 0

1 1 1 1
1 1 1

1 1

t t

i i
i t i t

r
n

P P

S r t t

 

   

 
 

 
  
 
 
     
 
 
 
 
 
 
 

 

      

 2 için s 2,3,r s   ; 
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2 3 2 2

2 1 2 2

( )

6 6

1 1 1 1 0
1 1 1 1 0

,
1 1 1 1 0

1 1 1 1
1 1 1

1 1

s s s s

i i i i
i s i s i s i s

r
n

P P P P

S

   

       

    
       
    

 
 

 
 
 
 
  
 
 
 

   

      

dir. 2k   olmak üzere; 

1 2 1 1

3 2 3 3
( 3)

6 6

1 1 1
0 1 1

k k k k

i i i i
i k i k i k i k

n
n

P P P P

S

   

       



           
    

 
 
 
 
 

   
 

dir. ( 3)n
nS   matrisinde de birinci sütuna göre contraction uygulanırsa;  

2

( 2)
2

6 6

1 1

k

in
i kn

P
S




 

 
    

 

  

elde edilir ki, buradan, 
2

( 2)

2

k
n

n n i
i k

perS perS P




 

    

olup istenendir.         ■ 

Teorem 2.1.5. [Yılmaz ve ark., 2013] ,[ ]n i j n nM m   n kare alt Hessenberg matrisi, 

1

2 3
0 2 1
1 0 2 1

1 0 2 ( 1)
1 0 1

n

n

M



 
 
 
 

  
 
 
  
 

   
 

şeklinde olsun. O halde, nL  .n  Lucas sayısı olmak üzere  
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2n nperM L   

dır. 

İspat: Son sütuna göre contraction metodu uygulayarak teoremi ispatlayalım. Buna 

göre, ardışık contraction uygulanmış matris, 1 4r n    için n çiftse;  

( )

1

2
1 2 1 2

2 3
0 2 1
1 0 2 1

1 0 2 1

1 0 2 ( 1)
( 1) ( )

n
r

r

r
r r r r

M

F F F F




   

 
 
 
 
 

  
 
 

 
   

   
 

ve n tekse; 

( )

1
1 2 1 2

2 3
0 2 1
1 0 2 1

1 0 2 1

1 0 2 ( 1)
( 1) ( )

n
r

r

r
r r r r

M

F F F F
   

 
 
 
 
 

  
 
 

 
   

   
 

olarak elde edilir. Bu metotla devam edilirse, 

( 3)

3 3 1 1

2 3 0
0 2 1n

n

n n n n

M
F F F F



   

 
   
  

 

elde edilir ki, bu matriste de son sütuna göre contraction uygulanırsa, 

( 2)

2

2 3n
n

n n

M
F F





 
  
 

 

olup, ( 2)
2 22 3n

n n n n nperM perM F F L
      şeklinde istenen elde edilir.  ■ 

Teorem 2.1.6. [Yılmaz ve ark., 2013] ,[ ]n i j n nN n   n kare alt Hessenberg matrisi, 

1

3 2
0 2 1
1 0 2 1

1 0 2 ( 1)
1 0 2

n

n

N
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şeklinde olsun. O halde, 

( 2)
2

0
1

n
n

n n i n
i

perN perN L L




     

dır. 

İspat: Son sütuna göre contraction metodu uygulayarak teoremi ispatlayalım. Buna 

göre, ardışık contration uygulanmış matris, 1 4r n    için, n çiftse;  

( )

1

1 2

0 0 0

3 2
0 2 1
1 0 2 1

1 0 2 1

1 0 2 ( 1)

( 1)

n
r

r

r r r
r

i i i
i i i

N

F F F



 

  

 
 
 
 
 
   
 

 
 
  
 

  

   
 

ve n tekse 

( )

1 2
1

0 0 0

3 2
0 2 1
1 0 2 1

1 0 2 1

1 0 2 ( 1)

( 1)

n
r

r

r r r
r

i i i
i i i

N

F F F
 



  

 
 
 
 
 
   
 

 
 
  
 

  

   
 

olarak elde edilir. Bu metotla devam edilirse,  

( 3)

2 3 1

0 0 0

3 2 0
0 2 1n

n
n n n

i i i
i i i

N

F F F



  

  

 
  

  
 
  
 
  

 

elde edilir ki, bu matriste de son sütuna göre contraction uygulanırsa, 

( 2) 2

0 0

2 3
n n n

n
i i

i i

N
F F

 

 

 
    
 
 

 

olup, ( 2)
2

0
1

n
n

n n i n
i

perN perN L L




     şeklinde istenen elde edilir.   ■ 
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Tanım 1.3.6 de tanımlanan H dönüştürücü matrisi ile yukarıda tanımlanan nH , 

nK , nW , nM  matrislerinin Hadamard çarpımları sırasıyla nH , nK , nW  ve nM  olsun. 

O halde, aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

Sonuç 2.1.1: nH , nK , nW  ve nM  matrisleri yukarıdaki gibi tanımlanan matrisler olsun. 

O halde  

              det , 2 1 ( 1, 2,...)kP n k k   nH , 

det nRnK , 

1det nJ nW , 

2det nL nM  

dir.                                                                                                                                ■ 
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2.2. Padovan Sayı Dizisi ve Matrisler Yardımıyla Bazı Özellikleri 

Bu kısımda Padovan sayı dizisi üzerine çalışılmış ve matrisler yardımıyla 

Padovan dizisi için bazı özellikler elde edilmiştir. Bu kısım “F. Yılmaz, D. Bozkurt, 

Some Properties of Padovan Sequence by Matrix Methods, ARS Combinatoria, Volume 

104, Nisan 2012” isimli makalede yayınlanmıştır.  

Öncelikle 2n   için, dizinin elemanlarının toplamını 
2

0
1

n

n k
k

S




 P  

ile gösterelim. Buradan da, 

1 2 1 3

2 3 2 4

3 4 3 5

1 0 0 01 0 0 0
1 0 1 1

ve
0 1 0 0
0 0 1 0

n n n n
n

n n n n

n n n n

S
A B

S
S

   

   

   

  
  
   
  
  

   

P P P
P P P
P P P

  

matrislerini tanımlayalım. Padovan sayı dizisinin tanımından 2n   olmak üzere,  

1n nB AB   

eşitliği sağlanır. 

Lemma 2.2.1. 2n   için n
nA B ’dir. 

İspat: 1n nB AB   eşitliği kullanılarak, tümevarım yoluyla, 1
1

n
nB A B  eşitliği 

yazılabilir. Padovan sayı dizisinin tanımından, 1A B  olduğu görülebilir. Buradan da 

n
nA B  sonucu elde edilir ki, istenendir.      ■ 

Sonuç 2.2.1. 2n   için, 

2 3 1n n nS S S     

dir. 

İspat: İfadenin n  üzerinden tümevarımla ispatı kolayca yapılabilir.  ■ 

Sonuç 2.2.1’in bir sonucu olarak, aynı zamanda  
5

0
2

n

k n
k





 P P  

eşitliği de yazılabilir. 

Sonuç 2.2.2. , 2m n   için 

1 1 2 1 1 2 3 3n m n n m n m n mS S S S S           P P P  

dir. 

İspat: nB  matrisinin tanımından, , 2m n   için  



 

 

36

n m n m m nB B B B B    

dir. Matris çarpım özelliği kullanılarak, sonuç kolayca görülür.   ■ 

 Padovan sayı dizisinin karakteristik denklemi 
3 1 0x x    

olup denklemin kökleri, 1/3(108 12 69)w    olmak üzere, 

1

2

3

2
6

1 3 2
12 2 6

1 3 2
12 2 6

wr
w

w i wr
w w

w i wr
w w

 

      
 

      
 

 

dir. Görüldüğü üzere karakteristik denklem 1r  tek reel kök olmak üzere birbirinden 

farklı köklere sahiptir. Bu reel köke aynı zamanda Plastik sayı da denmektedir. Ardışık 

iki Padovan sayısının oranının limiti 1 1.324718r   değerine yakınsamaktadır. 

Dizinin üreteç fonksiyonu 2 3
0 1 2 3( ) n

ng x x x x x       P P P P P  olup, 

2 3 4 1
0 1 2 3( ) n

nxg x x x x x x        P P P P P  

2 2 3 4 5 2
0 1 2 3 1( ) n

nx g x x x x x x 
       P P P P P  

3 3 4 5 6 3
0 1 2 3 2( ) n

nx g x x x x x x 
       P P P P P  

ifadeleri yazılabilir (Koshy, T. , 2001, Sayfa 227). Buradan da, 
2 3 2

0 1 2 0 2 3

2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )[1 ] 1

n
n n ng x x g x x g x x x x

g x x x x
          

   

P P P P P P P
 

olup, 

2 3
1 2 3

1 2 3
0 0 0

1 2 3

1( )
1 1 1 1

n n n n n n

n n n

x a b cg x
x x r x r x r x

a r x b r x c r x

ar br cr

  


   

    

  

  

    

olarak yazılabilir. Polinom eşitliği kullanılarak, 
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1 1

1 2 1 3

2 2

2 1 2 3

3 3

2 3 1 3

( 1)
( )( )

( 1)
( )( )

( 1)
( )( )

r ra
r r r r

r rb
r r r r

r rc
r r r r




 




 



 

 

ifadesi elde edilir ki, buradan Padovan sayı dizisi, 

1 1 131 2
1 1 2 3

1 2 1 3 2 1 2 3 2 3 1 3

( 1)( 1) ( 1)
( )( ) ( )( ) ( )( )

n n n
n

rr rr r r
r r r r r r r r r r r r

  


 
  

     
P  

ifadesi ile de elde edilir. 

 

A  matrisinin öz değerleri 1 21, ,r r  ve 3r  olsun. D  köşegen matrisi ve V  matrisi  

1 1 2 3
2 2 2

2 1 2 3

3 1 2 3

1 0 0 0 1/ 2 0 0 0
0 0 0 1/ 2 1 1 1

ve
0 0 0 1/ 2
0 0 0 1/ 2

r r r r
D V

r r r r
r r r r

   
         
   
   
   

 

şeklinde tanımlansın. Matris çarpımı ile AV VD  olduğu kolayca görülebilir. 1 2,r r  ve 

3r  kökleri birbirinden farklı olduğu için det 0V   dır. 

Teorem 2.2.1. 2n   için, 

1 2 1 3 1n n n nS       P P P  

dir. 

İspat: AV VD  ve det 0V   olduğundan, 1V AV D   ifadesi yazılabilir. Yani, A  

matrisi ile D  matrisi benzer matrislerdir. O halde n nA V VD  dir. Lemma 2.2.1’den,   
n

nB V VD       (2.1.1) 

yazılabilir. (2.2.1) eşitliğindeki matris çarpımındaki matrislerin (2,1) inci  

elemanlarının eşitliğinden, istenen sonuç elde edilir.    ■ 

4 2 1

1 5 3 2

2 6 4 3

3 7 5 4

11 1 0 1
11 0 0 0

ve
10 1 0 0
10 0 1 0

n n n n

n n n n
n

n n n n

n n n n

S S S S
S S S S

R K
S S S S
S S S S

  

   

   

   

     
        
     
  

     

 

matrislerini tanımlayalım. 

Teorem 2.2.2. 2n   için n
nR K ’dir. 
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İspat: 2 3 1n n nS S S     ve 1 1 3n n n nS S S S      eşitlikleri kullanılarak, 1n nK RK   

ifadesi yazılabilir. Tümevarım metodu ile 1
1

n
nK R K  olarak da yazılabilir. R  ve nK  

matrislerinin tanımından, 1R K  yazılabilir. Böylece de istenen elde edilmiş ve ispat 

tamamlanmış olur.         ■ 

R matrisinin karakteristik denklemi 4 3 2 1 0x x x     olup kökleri de 1 21, ,r r  ve 3r dir. 

Sonuç 2.2.3. 2n   için  nS  dizisi  

1 2 4n n n nS S S S      

ifadesini sağlar. 
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2.2.1.  4n  Alt İndisli Padovan Sayı Dizisi Üzerine 

Bu kısımda, 4n alt indisli Padovan sayıları incelendi. Bunun için öncelikle, 

üçüncü mertebeden yeni bir rekürans bağıntısı tanımlandı. Daha sonra da bu sayı dizisi 

için yeni bir üreteç matrisi verildi.  

Lemma 2.2.1.1 1n   için, 

4( 1) 4 4( 1) 4( 2) 0 4 82 3 , 1, 2 7n n n n ve P       P P P P P P  

dir. 

İspat: Tümevarım metodu ile ispat kolayca yapılır.     ■ 

Burada da 4n  alt indisli Padovan sayılarının toplamını 
1

4
0

n

n k
k

s




P  

şeklinde tanımlayalım ve aşağıdaki matrisleri verelim: 

4 4( 1) 4( 2) 4( 1)

1 4( 1) 4( 2) 4( 3) 4( 2)

2 4( 2) 4( 3) 4( 4) 4( 3)

1 0 0 01 0 0 0
31 2 3 1

ve
30 1 0 0
30 0 1 0

n k k k k
n

n k k k k

n k k k k

s
W H

s
s

  

    

    

  
          
       

P P P P
P P P P
P P P P

 

matris çarpım özelliği ile 1n nH WH  olup aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.2.1.1 1n   için  
n

nH W  

dir. 

W  matrisinin tanımından da görüleceği üzere, matrisin öz değerleri 4 4 4
1 2 3, ,r r r  ve 1’dir. 

Buna göre, 

8 8 8 4
1 2 3 1
4 4 4 4

1 2 3 2
4

1 2 3 3

5 /16 0 0 0 1 0 0 0
1/16 0 0 0

ve
1/16 0 0 0
1/16 0 0 0

r r r r
E

r r r r
r r r r

   
   
     
   
   
   

  

matrislerini tanımlayalım. 

Teorem 2.2.1.1 1n   için,  

4 4( 1) 4( 2)4 1
5

n n n
ns    

P P P

 

dir. 
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İspat: 1 2,r r  ve 3r  birbirinden farklı olduğundan dolayı det 0E   olacaktır. Aynı 

zamanda WE E   eşitliği de sağlanmaktadır. Diğer bir ifade ile n nW E E  ’dir. 

Sonuç 2.2.5’ten de n
nH E E   elde edilmektedir. Matris çarpımı ile (2,1) 

elemanlarının eşitliği kullanılarak teorem ispatlanmış olur.    ■ 

1 1 2 1

1 2 3 1 2 1

1 2 3 4 2 3 2

2 3 4 5 3 4 3

( 2 ) (2 )3 1 2 1
( 2 ) (2 )1 0 0 0

ve
( 2 ) (2 )0 1 0 0
( 2 ) (2 )0 0 1 0

n n n n n n n

n n n n n n n
n

n n n n n n n

n n n n n n n

s s s s s s s
s s s s s s s

K U
s s s s s s s
s s s s s s s

   

     

      

      

        
          
       
  

       

 

matrislerini tanımlayalım. Buradan da aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 2.2.1.2 4n   için 
n

nK U  

dir. 

İspat: Tümevarım metodu ile yapılır.      ■ 
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2.3.  Pell ve Pell-Lucas Elemanlı Sirkülant Matrislerin Determinantları ve 

Tersleri 

Bu bölümde sirkülant matrisler üzerinde çalışılmış ve bu bağlamda elemanları Pell 

ve Pell-Lucas sayıları olacak şekilde sirkülant matrislerin determinantları ve tersleri için 

formüller elde edilmiştir. Bu kısım “F. Yılmaz, D. Bozkurt, Determinants and inverses 

of circulant matrices with Pell and Pell-Lucas numbers, SIAM Conference on Applied 

Linear Algebra, Valencia/Spain, 117, 2012” isimli bildiride sunulmuştur. 

Tanım 2.3.1: 1 2 , , n= circ(P ,P P )P  ve 1 2 , , n= circ(Q ,Q Q )Q  sırasıyla Pell ve Pell-

Lucas elemalarından oluşan sirkülant matrisler olsun. Diğer bir ifadeyle, 

1 2 1

1 2 1

1 3 2

2 3 1

n n

n n n

n n n n

n

P P P P
P P P P

= P P P P

P P P P



 

  

 
 
 
 
 
 
 
 





   


P     (2.3.1) 

1 2 1

1 2 1

1 3 2

2 3 1

n n

n n n

n n n n

n

Q Q Q Q
Q Q Q Q

= Q Q Q Q

Q Q Q Q



 

  

 
 
 
 
 
 
 
 





   


Q     (2.3.2) 

şeklinde sirkülant matrisler olsunlar.  

2.3.1. Pell ve Pell-Lucas Elemanlı Sirkülant Matrislerin Determinantları  

Bu kısımda yukarıda tanımlanan Pell ve Pell-Lucas elemanlı sirkülant matrislerin 

determinantları için formüller elde edilmiştir. 

Teorem 2.3.1.1: P , (2.3.1) deki gibi tanımlanan bir sirkülant matris olmak üzere n 2  

için  
1

2 2
1 1 1 1 1 1

2
det( ) ( ) ( 2 ) [ ( ) ]

n
n n k k

n n k n n
k

P P P P P P P P


  
  



    P  

dir. 

İspat: 2n   ve 3n   için det( ) 1 P  ve det( ) 104P  olarak elde edilir. 3n   için 

aşağıdaki matrisleri tanımlayalım: 
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1 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 2

(2.3.3)0 0 0 0 2 1

0 0 1 2 0 0
0 1 2 1 0 0

=

 
  
  
 

  
 
 

 
   






     



M  

ve 

2

1 1

3

1 1

4

1 1

1 1

1 0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

.
0 0 0 0

0 1 0 0

0 1 0 0 0

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

P
P P

P
P P

= P
P P

P
P P















 
 

  
    

      
 
  
    
 
 
  
    
 
 









    





N  

Matris çarpımı kullanılarak aşağıda verilen S  matrisi elde edilir: 

1 2 3 2

2 3 4 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

.

0

n n n n

n n n n

n

n n

n n

n n

g P P P P
g P P P P

P P
P P P

P P P

P P P

  

  









 
 
 
 
 

    
  
 
 
   




 

S MPN  

Burada  

1

2 11

n kn
n

n n k
k n

Pg P P
P




 

 
     

  

1

1 1
2 1

2
1

n kn
n

n n k
k n

Pg P P P
P





 

 
     

  

dır. Bilindiği üzere 
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det( ) det( )det( )det( )S M P N  

dir. Ayrıca 3n   için 

1, 1 2 mod 4
det( ) det( )

1, 0 3 mod 4
n veya n
n veya n
 

    
M N  

dir. Yani  

det( )det( ) 1M N  

olup, Laplace açılımından 
2

1 1det( ) det( ) ( )n
n nP P g
  P S  

olarak elde edilir.         ■ 

Teorem 2.3.1.2: Q , (2.3.2) deki gibi tanımlanan bir sirkülant matris olmak üzere 3n   

için  
1

2 2
1 1 1

2
det( ) 2(2 ) (2 3 ) 2 [( 3 )( 2) (2 ) ]

n
n n k k

n n k k n n
k

Q Q Q Q Q Q


  
  



      Q  

dir. 

İspat: 3n   için Teorem 2.3.1.2 ifadesi kullanılarak det( ) 2464Q  olarak elde edilir. 

3n   için Teorem 2.3.1.1 ispatındaki yol izlenirse bu bağlamda; 

1 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 2

(2.3.4)0 0 0 0 2 1

0 0 1 2 0 0
0 1 2 1 0 0

=

 
  
  
 

  
 
 

 
   






     



K  

ve 
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2

1 1

3

1 1

4

1 1

1 1

1 0 0 0 0

20 0 0 1

20 0 1 0

20 0 0 0

2
0 1 0 0

0 1 0 0 0

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

Q
Q Q

Q
Q Q

= Q
Q Q

Q
Q Q















 
 

   
    

       
 
   
    
 
 
   
    
 
 









    





L  

matrislerini tanımlayalım. Bu matrislerin çarpımından 

1 1 2 3 2

1 1 2 2 3 3 2

1 1

1 1

1 1

1 1

3 3 3 3

2
2

0 2

n n n n

n n n n n n n

n

n n

n n

n n

Q u Q Q Q Q
u Q Q Q Q Q Q Q Q

Q Q
Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

  

    










 

     
 
 

   
  
 
 
   




 

U KQL

 

matrisi elde edilir. Burada  

1

1 1
2 1 1

23 ( 3 )
n kn

n
n n k k

k n

Qu Q Q Q Q
Q Q





 

 
      

  

2 1 1

2
n kn

n
n k

k n

Qu Q
Q Q



 

     
  

dır. Bilindiği üzere 

det( ) det( )det( )det( )QU K L  

dir. Ayrıca 3n   için 

1, 1 2 mod 4
det( ) det( )

1, 0 3 mod 4
n veya n
n veya n
 

    
K L  

dir. Yani,  

det( )det( ) 1K L  

olup, Laplace açılımından 
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2
1 1 1det( ) det( ) ( )n

n nQ Q Q u
  Q U  

olarak elde edilir.        ■ 
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2.3.2.  Pell ve Pell-Lucas Elemanlı Sirkülant Matrislerin Tersleri 

Bu kısımda ise (2.3.1) ve (2.3.2) de tanımlanan elemanları Pell ve Pell-Lucas 

sayıları olan sirkülant matrislerin tersleri için formüller elde edildi.  

Teorem 2.3.2.1. P , (2.3.1) deki gibi bir sirkülant matris olsun. 3n   için P  

tersinirdir.  

İspat: 3n   ve 4n   için Teorem 2.3.1.1 den, sırasıyla det( ) 104 0 P  ve 

det( ) 18560 0  P  olarak elde edilir. 5n   durumunu inceleyelim. 

2, 1       ve 2 2    için 
2 2

n n

nP  
  dir. Buradan, 

1 1 1

1 1

2

1
2

1( ) ( )
2 2 2 2

1 (1 ) (1 ) , (1 ,1 0)
1 12 2

1 ( ) ( ) ( )
12 2

1 , 1, 2, , 1.
1 2

r rn n n
k kr k kr k r r kr k

r
r r r

n n
k k

k k

n n k n n

k k k

k
n n

k k

u w P w w w

w w
w w

w
w w w

P P w k n
w w

   

     
 

      
  

  

  

 




   

  
       

     
     

 
  

 

  



 

elde edilir. Eğer ( ) 0ku w   olacak şekilde bir ( 1,2, , 1)kw k n   varsa, 

21 2 0k kw w    için 11 0k
n nP P w   dir. Buradan 11 kn

n

P w
P


  dir. Ayrıca bilindiği 

gibi 1i    olmak üzere, 

2 2 2exp( ) cos sin (2.3.5)k k i k kw i
n n n
          

   
 

dir. 11k n

n

Pw
P


  bir reel sayı olduğu için, 20 2k

n
    için 1kw  

2sin( ) 0k
n


  dir. 

Bununla birlikte, 1x    ifadesi 11 0, 5,n nP P x n     denkleminin bir kökü olmadığı 

için bu bir çelişkidir. Diğer bir ifadeyle, herhangi kw  için 1, 2, , 1k n   ve 5n   

olmak üzere ( ) 0ku w  dır. Böylece ispat tamamlanmıştır.    ■ 

Lemma 2.3.2.1. ,( )i jC c  matrisi ( 2) ( 2)n n   mertebeli  

1 1

,

,
, 1

0, diğer

n

i j n

P P i j
c P i j

 
   



 

tipinde bir kare matris olsun. Bu matrisin tersi de  
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1
, 1 1

,
( )
0, diğer

i j
n

i j
i j n

P i j
c P P



 



  




 

formundadır. 

İspat: 1
,( )i jA a CC   olmak üzere 2

, 1

n
i j ik kjk

a c c


 dir. Bu durumda i j  için 

, 1 1
1 1

1( ) 1i j n
n

a P P
P P



  


 

olacaktır. i j  olması durumunda ise, 

2
, , 1 1, , ,1

1

1 1 1
1 1 1 1

( )
( ) ( )

0

n
i j ik kj i i i j i i i jk

i j i j
n n

n ni j i j
n n

a c c c c c c

P PP P P
P P P P


 

  

  
 

    

   
 




 

olarak elde edilecektir. Benzer durum i j  için de gösterilebilir. Dolayısıyla  
1

2nCC I
  

dir.           ■ 

Teorem 2.3.2.2. P , (2.3.1) deki gibi bir sirkülant matris olsun. Bu taktirde   

1
1 12

1 1

2
n k

n n
n n kk

n

Pg P P P
P P







 
     

  

olmak üzere,  
1

1 2 , , n= circ(p , p p ) P  

olup, 
3 13

1 2
11 1 1 1

21 1
( ) ( )

n kn
n n k n

n k
kn n n

P P Pp
g P P P P

 



 

 
     

  

12
1

2
1 1 1

1 2
( )

kn
n k n

k
kn n

P Pp
g P P


 

 

 
    

  

3

2
1 1

, 3, 4, ,
( )

i
n

i i
n n

Pp i n
g P P






  


  

dir. 

İspat: 1

2
1 1

n k
n n

n n kk
n

Pg P P
P P







 
     

  olmak üzere, 
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2 1 3 2 1 2

2 3 1

1

0 1

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 1

n n n
n n n n n

n n n

n n

n n n

g g gg P P P P P P
g g g

P P P
g g g

U

   

 

       
 
 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 








     



 

matrisini tanımlayalım. Ayrıca (1, )nH diag g  olmak üzere 

U H C MPN  

eşitliği sağlanır. T UN  denirse, 
1 1 1( )T H C M   P  

elde edilir. P  sirkülant bir matris olduğundan tersi de sirkülant bir matristir. Yani  
1

1 2 , , n= circ(p , p p ) P  

olsun. T  matrisinin son satırı 

2 3 4 2 10,1, , , , , ,n n n

n n n n n

P P P P P
g g g g g
   

     
 

  

olduğu için 1P  matrisinin son satırının bileşenleri de  
12

1
2

1 1 1

1 2
( )

kn
n k n

k
kn n

P Pp
g P P


 

 

 
    

  

3
1 1

1
( )n n

p
g P P 

 


 

4 2
1 1( )

n

n n

Pp
g P P 

 


 

1 13 2
4 3 1

5
1 11 1 1 1 1 1

1 2
( ) ( ) ( )

k k
k n k n

k k
k kn n n n

P P P P Pp
g P P P P P P

 
 

   

 
       

   

        
1 1 12 3 4

1 2 3

1 1 11 1 1 1 1 1

1 2
( ) ( ) ( )

k k kn n n
n k n n k n n k n

n k k k
k k kn n n n

P P P P P Pp
g P P P P P P

    
     

    

 
       

    

3 13

1 2
11 1 1 1

21 1
( ) ( )

n kn
n n k n

n k
kn n n

P P Pp
g P P P P
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şeklinde elde edilir. Buradan 
1

( ) 1

1 1 1

, 1,2, , 2
( )

kr
r r k n

n k
k n

P PS r n
P P


 

 

  
   olmak üzere  

(2) (1)
2

1 1

2
( )

n
n n

n

PS S
P P 

 


 

ve 
1

( 2) ( 1) ( )
2

1 1

2 , 1, 2, , 4
( )

r
r r r n

n n n r
n

PS S S r n
P P


 




    


  

elde edilir. Dolayısıyla 

1 ( 2) ( 3) ( 2) (1) (2) (3) (2) (1)

( 2) ( 3) ( 4)

3 1 13 2
1

2
1 11 1 1 1 1 1

1

1 (1 2 , 2 , , , 2 ,

, 2 )

21 1 , 2 ,
( ) ( ) ( )

1
(

n n n
n n n n n n n n

n
n n n

n n n

n k kn n
n n k n n k n

n k k
k kn n n n

circ S S S S S S S S
g

S S S

P P P P Pcirc
g P P P P P P

P P

   

  

   
  


   

        

 


       




 



P

2 3

2 3 2
1 1 1 1 1 1 1

, , , ,
) ( ) ( ) ( )

n
n n n

n
n n n n

P P P
P P P P P P




   


      



 

elde edilir ki, istenendir.        ■ 

Teorem 2.3.2.3. Q  (2.3.2) deki gibi bir sirkülant matris olsun. 3n   için Q  

tersinirdir.  

İspat: Teorem 2.3.2.1 deki benzer yol kullanılarak ispat elde edilir.  ■ 

Lemma 2.3.2.2. 2
, 1( )n

ij i jA a 
  matrisi 

1 1

,

,
2 , 1
0, diğer

n

i j n

Q Q i j
a Q i j

 
   



 

tipinde bir kare matris ise tersi 

1
, 1 1

( 2) ,
( )
0, diğer

i j
n

i j
i j n

Q i j
a Q Q



 


 
  




 

formundadır. 

İspat: Lemma 2.3.2.1 in ispatına benzer şekilde elde edilir.   ■ 

Teorem 2.3.2.4. Q , (2.3.2) deki gibi bir sirkülant matris olsun. O halde  

1 2
1 12

1 1

3 ( 3 )
n k

n n
n n k kk

n

Qu Q Q Q Q
Q Q


 




 
      

  

olmak üzere,  
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1
1 2 , , n= circ(q ,q q ) Q  

olup, 
3 13

2 1
1 2

11 1 1 1

8( 2) ( 3 )( 2)1 1
( ) ( )

n kn
n n k n k n

n k
kn n n

Q Q Q Qq
u Q Q Q Q

 
   


 

   
     

  

12

2 1
1 1 1

( 2)1 3 ( 3 )
( )

kn
n

n k n k k
kn n

Qq Q Q
u Q Q



  
 

  
        

  

3

2
1 1

4( 2)
, 3, 4, ,

( )

m
n

m m
n n

Qq i n
u Q Q







 


  

dir. 

İspat: 
2

1 1

2
n k

n n
n kk

n

Qu Q
Q Q






     
  olmak üzere, 

1 1 1 2 2 3 2 2

1 1 2 3 2

( 3 ) ( 3 ) ( 3 )11
2 2 2 2 2 2 2

3 3 3
0 1

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 1

n n n n n n n n n
n

n n n

n n n n

n n n

u Q Q Q u Q Q Q u Q Q Qu
u u u
Q Q Q Q Q Q

u u u
S

    

  

         
 
   

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 








     



 

matrisini tanımlayalım. Ayrıca (2, )nG diag u  olmak üzere 

S G A KQL  

ifadesi sağlanır. W SL  denirse, 
1 1 1( )W G A K   Q  

elde edilir. Q  sirkülant bir matris olduğundan tersi de sirkülant bir matristir. Yani  
1

1 2 , , n= circ(q ,q q ) Q  

olsun. W  matrisinin son satırı  

1 1 2 2 3 4 3 3 23 3 3 3 30,1, , , , , ,n n n n n n

n n n n n

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
u u u u u

         
     

 
  

olduğu için 1Q  matrisinin son satırının bileşenleri de  

12

2 1
1 1 1

( 2)1 3 ( 3 )
( )

kn
n

n k n k k
kn n

Qq Q Q
u Q Q
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3 2
3

1 1

3
( )n n

Q Qq
u Q Q 


 


 

12
3 2 5 4

4
11 1 1 1

2( 3 ) ( 3 )( 2)1
( ) ( )

k
k k n

k
kn n n n

Q Q Q Q Qq
u Q Q u Q Q


 

 

  
  

   

1 13 2
3 2 6 5 5 4

5
1 11 1 1 1 1 1

3 ( 3 )( 2) ( 3 )( 2)1 2
( ) ( )

k k
k k n k k n

k k
k kn n n n

Q Q Q Q Q Q Q Qq
u Q Q Q Q Q Q

 
   

   

     
       

   

       
1 12 3

1 1

1 11 1 1 1

14
1 2

1 1 1

( 3 )( 2) ( 3 )( 2)1 ( 2
( ) ( )

( 3 )( 2) )
( )

k kn n
n k n k n n k n k n

n k k
k kn n n

kn
n k n k n

k
k n

Q Q Q Q Q Qq
u Q Q Q Q

Q Q Q
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3 13
2 1

1 2
11 1 1 1

8( 2) (( 3 )( 2) )1 1
( ) ( )

n kn
n n k n k n

n k
kn n n

Q Q Q Qq
u Q Q Q Q

 
   


 

   
     

  

şeklinde elde edilir.  

4i   için iq ’leri düzenlersek, 

3 2 4 3 3 2
4 2

1 1 1 1

0 0

2 3 4 1 2
2

1 1 1 1

2
1 1

2 6 3 ( 3 )( 2)1
( )

2 3 4( 2)1
( )

4( 2)
( )

n

n n n

n

n n n

n

n n

Q Q Q Q Q Q Qq
u Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q
u Q Q Q Q

Q
u Q Q

 

 



     
    

 
      

    
 






 

 

 

5 5 4 3 4 3 2
1 1 0 0

2
2

4 3 2 1 22 3
1 1 1 100
2

3
1 1

1 1( (( 2 ) 3( 2 ))

4( 2)(( 2 ) 3 ))
( ) ( )

4( 2)
( )

n n

n n

n n

n

n n

q Q Q Q Q Q Q
u Q Q

Q QQ Q Q Q Q
Q Q Q Q

Q
u Q Q





 



      



      

 






 

  

olur. Dolayısıyla genel olarak 
3

2
1 1

4( 2)
( )

i
n

i i
n n

Qq
u Q Q
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3 13
1 2 1
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2 3
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elde edilir ki, istenendir.        ■ 
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2.4. Maple Uygulamaları 

Bu bölümde Kısım 2.1’de tanımlanan matrislerin permanentlerinin hesaplanması 

için Maple 14 prosedürleri verilmiştir. Bu prosedürler yardımıyla matrisin mertebesi 

klavyeden girilerek matrisin kendisi yazdırılabilmekte ve permanent değerleri 

hesaplanabilmektedir. Bu prosedürler aşağıdaki gibidir: 

 
Perrin Sayı Dizisi 
 
> restart: 
with(LinearAlgebra): 
>permanent:=proc(n) 
local i,j,k,c,C; 
c:=(i,j)->piecewise(i=1 and j=1,1,i=1 and j=2,2,i=1 and 
j=3,3,i=2 and j=3,0,i=2 and 
j=4,0,i=j+1,1,j=i+1,1,i=j,0,j=i+2,1); 
C:=Matrix(n,n,c): 
for k from 0 to n-3 do 
print(k,C): 
for j from 2 to n-k do 
C[1,j]:=C[2,1]*C[1,j]+C[1,1]*C[2,j]: 
od: 
C:=DeleteRow(DeleteColumn(Matrix(n-k,n-k,C),1),2): 
od: 
print(k,eval(C)): 
end proc: 
> with(LinearAlgebra): 
permanent(); 
 
 
Pell Sayı Dizisi  
 
> restart: 
with(LinearAlgebra): 
>permanent:=proc(n) 
local i,j,k,c,C; 
c:=(i,j)->piecewise(i=j+1,1,j=i+1,1,i=j,1,j=i+2,((-1)^i)); 
C:=Matrix(n,n,c): 
for k from 0 to n-3 do 
print(k,C): 
for j from 2 to n-k do 
C[1,j]:=C[2,1]*C[1,j]+C[1,1]*C[2,j]: 
od: 
C:=DeleteRow(DeleteColumn(Matrix(n-k,n-k,C),1),2): 
od: 
print(k,eval(C)): 
end proc: 
> with(LinearAlgebra): 
permanent( ); 
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Ardışık Beş Pell Sayısının Toplamı 
 
> restart: 
with(LinearAlgebra): 
> permanent:=proc(n) 
local i,j,k,c,C; 
c:=(i,j)->piecewise(i=j+1,1,j=i+1,1,j=i+2,(-1)^i,j=4 and 
i=1,1,j=5 and i=1,1,j=6 and i=2,1,j=5 and i=2,1,j=1 and 
i=1,3,i=j,1); 
C:=Matrix(n,n,c): 
for k from 0 to n-3 do 
print(k,C): 
for j from 2 to n-k do 
C[1,j]:=C[2,1]*C[1,j]+C[1,1]*C[2,j]: 
od: 
C:=DeleteRow(DeleteColumn(Matrix(n-k,n-k,C),1),2): 
od: 
print(k,eval(C)): 
end proc: 
> with(LinearAlgebra): 
permanent ( ); 
 
 
Jacobsthal Dizisi 
 
restart: 
with(LinearAlgebra): 
permanent:=proc(n) 
local i,j,k,c,m,C; 
k:= 2:  
c:=(i,j)->piecewise(i=j+1,0,i=j+k,-1,j=i+1,2,j=n and 
i=n,1,i=j,3); 
C:=Matrix(n,n,c): 
for m from 1 to n-1 do 
print(k,C): 
for j from 1 to n+1-m do 
C[n-m,j]:=C[n+1-m,n+1-m]*C[n-m,j]+C[n-m,n+1-m]*C[n+1-m,j]: 
od: 
C:=DeleteRow(DeleteColumn(Matrix(n+1-m,n+1-m,C),n+1-
m),n+1-m): 
od: 
print(m,eval(C)): 
end proc: 
with(LinearAlgebra): 
permanent( ); 
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Elemanları Pell Sayıları Olan Sirkülant Matrislerin Determinantı 
 
> restart: 
with(LinearAlgebra):with(linalg): 
> P:= proc(n) 
description `returns the nth Pell number`: 
if n = 0 then 
return 0: 
elif n = 1 then 
return 1: 
elif n = 2 then 
return 2: 
else 
return 2*P(n-1)+P(n-2): 
end if; 
end proc; 
> n:=-: 
> ((P(1)-P(n+1))^(n-2))*((P(1)-2*P(n)))+add(P(k-
1)*(P(n)^(n-k))*(P(1)-P(n+1))^(k-2),k=2..n-1); 
 
 
 
Elemanları Pell-Lucas Sayıları Olan Sirkülant Matrislerin Determinantı 
 
> restart: 
with(LinearAlgebra):with(linalg): 
> Q:= proc(n) 
description `returns the nth Pell-Lucas number`: 
if n = 0 then 
return 2: 
elif n = 1 then 
return 2: 
elif n = 2 then 
return 6: 
else 
return 2*Q(n-1)+Q(n-2): 
end if; 
end proc; 
> n:=-: 
> 2*((2-Q(n+1))^(n-2))*(2-3*Q(n))+2*add((Q(k+1)-
3*Q(k))*((Q(n)-2)^(n-k))*((2-Q(n+1))^(k-2)),k=2..n-1); 
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Lucas Sayıları  
 
restart: 
with(LinearAlgebra): 
permanent:=proc(n) 
local i,j,k,c,m,C; 
k:= 2:  
c:=(i,j)->piecewise(i=1 and j=1, 2, i=1 and j=2, -
3,i=j+1,0,i=j+k,1,j=i+1,(-1)^i,j=n and i=n,1,i=j,2); 
C:=Matrix(n,n,c): 
for m from 1 to n-1 do 
print(k,C): 
for j from 1 to n+1-m do 
C[n-m,j]:=C[n+1-m,n+1-m]*C[n-m,j]+C[n-m,n+1-m]*C[n+1-m,j]: 
od: 
C:=DeleteRow(DeleteColumn(Matrix(n+1-m,n+1-m,C),n+1-
m),n+1-m): 
od: 
print(m,eval(C)): 
end proc: 
with(LinearAlgebra): 
permanent( ); 
 
 
Lucas Sayılarının Toplamı 
 
restart: 
with(LinearAlgebra): 
permanent:=proc(n) 
local i,j,k,c,m,C; 
k:= 2:  
c:=(i,j)->piecewise(i=1 and j=1, 3, i=1 and j=2, -2,i=n 
and j=n,2,i=j+1,0,i=j+k,1,j=i+1,(-1)^i,j=n and 
i=n,1,i=j,2); 
C:=Matrix(n,n,c): 
for m from 1 to n-1 do 
print(k,C): 
for j from 1 to n+1-m do 
C[n-m,j]:=C[n+1-m,n+1-m]*C[n-m,j]+C[n-m,n+1-m]*C[n+1-m,j]: 
od: 
C:=DeleteRow(DeleteColumn(Matrix(n+1-m,n+1-m,C),n+1-
m),n+1-m): 
od: 
print(m,eval(C)): 
end proc: 
with(LinearAlgebra): 
permanent( ); 
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3.  ARAŞTIRMA SONUÇLARI ve TARTIŞMA 

Bu çalışmada bazı bilinen sayı dizileri üzerine çalışılmıştır. Bazı çalışmalar sonucunda 

sayı dizileri için özellikler elde edilmiş, bazılarında ise sonuca tam ulaşılamamıştır. 

Örneğin, 

0 2 3
1 0 1 1

1 0 1 1
1 0

1 1
1 0 1

1 0

A

 
  
 
 

  
 
 

 
 
 

 
 

 

şeklinde tanımlanan matrisin determinantları Perrin sayılarını vermektedir. Bu tipteki 

matrisin karakteristik denklemi 2
0 1 2( ) 3, ( ) , ( ) 2p x p x x p x x     başlangıç koşulları 

olmak üzere, 

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )n n n nP x xP x P x P x      

şeklindedir. Bu denklem çözülerek, Perrin sayı dizisi için bir çarpanlama formülü elde 

edilebilir. 

Bunun yanında, 

0 1 1
1 0 1 1

1 0 1 1
1 0

1 1
1 0 1

1 0

A

 
  
 
 

  
 
 

 
 
 

 
 

 

matrisinin de determinantı Padovan sayılarını vermektedir. Bu tipteki matrislerin 

karakteristik denklemleri de genel olarak 2
0 1 2( ) 1, ( ) , ( ) 1p x p x x p x x     başlangıç 

koşullarıyla, 

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )n n n nP x xP x P x P x      

ile ifade edilebilmektedir. Yine bu denklemin çözümü ile Padovan sayıları için 

çarpanlama formülü elde edilebilir. 

Son olarak da determinantları Fibonacci sayıları olan  
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1 0 1
1 0 2 1

1 0 2 1
0 2 1

1 2 1
0
2 ( 1)n

A

 
 
 
 
 

  
 
 
 
  



 

 

matrisini verelim. Bu tipteki matrislerin karakteristik denklemleri genel olarak 
2

2 3
3 23( ) 2, ( ) 3p x x x p x xx x       başlangıç koşullarıyla, 

1 3( ) ( 2) ( ) ( )n n nP x x P x P x     

ifadesi ile elde edilmektedir. Bu denklemin çözümü ile de Fibonacci sayıları için bir 

çarpanlama formülü elde edilebilir. 
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4.  SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

Çalışma hakkındaki sonuçlar ve önerilerimiz aşağıda verilmiştir. 

4.1. Sonuçlar 

Daha önce de bahsedildiği gibi bu çalışmada, bilinen bazı sayı dizileri incelenmiş, 

determinantları ve permanentleri bu sayı dizilerini verecek şekilde yeni matrisler 

tanımlanmıştır. Bunun yanında Padovan sayı dizisi için matrisler yardımıyla bazı yeni 

özellikler elde edilmiştir. Ayrıca elemanları Pell ve Pell-Lucas sayıları olan sirkülant 

matrislerin determinant ve tersleri için formüller elde edilmiştir. En son olarak da ise 

elde edilen sonuçlar örneklendirilmiş ve Maple 14 prosedürü ile sonuçlar 

desteklenmiştir.  

 
 
4.2. Öneriler 

Son yıllarda graf teori alanında yapılan çalışmalar bilim dünyasında büyük ilgi 

görmektedir. Bununla birlikte uzun yıllardır çalışılmasına rağmen her seferinde ilginç 

sonuçlar veren sayı dizileri ile graf teori alanı arasında yeterince ilişki kurulmamıştır. 

Bu iki alan arasındaki ilişkiler incelenerek her iki alanında gelişmesine katkıda 

bulunulabilir. 
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