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Bu ¢alismada, k-mertebeli lineer rekiirans bagmtisiyla tanimlanan bazi 6zel sayr dizileri igin
matrisler yardimiyla bir takim yeni Ozellikler elde edilmistir. Bu baglamda, c¢alisma {i¢ kisimdan
olusmaktadir. ilk kistmda bilinen bazi say dizileri icin permanentleri bu say1 dizilerini verecek sekilde
Hessenberg matrisler tanimlanmustir. Tkinci kisimda Padovan say1 dizisi i¢in bir takim yeni dzellikler elde
edilmistir. Son kisimda da elemanlar1 Pell ve Pell-Lucas sayilar1 olan sirkiilant matrislerin determinant ve
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GIRIS

Matematigin temelini olusturan sayilarm tarihi insanligim tarihi kadar eskidir. Ik
caglarda insanlar sayilarin yerine magara duvarlarina ¢izgi ¢izmek, agac dallarina ¢entik
atmak gibi baz1 yontemler kullanmistir. Zamanla dogadaki olaylar gozlenerek yeni say1
sistemleri tanimlanmis, bu tanimlar {izerinde ¢alisilarak daha da gelistirilmis,
matematigin ve diger bilimlerin konular1 ile tanimlanan say1 dizileri iligskilendirilerek
say1 sistemlerinin daha baska 6zelliklerinin ortaya ¢ikmasi saglanmistir.

Bu ¢alismada daha Once bilinen ve son yillarda iizerinde ¢okgca calisilan ve
calisildikca her defasinda yeni 6zellikleri ortaya c¢ikarilan bazi 6zel sayr dizileri
incelenmistir. Bu baglamda; Pell, Perrin, Jacobsthal, Lucas say1 dizileri i¢in
permanentleri bu sayr dizilerini verecek sekilde matrisler tanimlanmistir. Bunun
yaninda Padovan say1 dizisi lizerinde calisilmis ve matrisler yardimiyla bazi yeni
ozellikler elde edilmistir. Ayrica elemanlar1 Pell ve Pell-Lucas sayilar1 olan sirkiilant
matrislerin determinant ve tersleri i¢in formiiller elde edilmistir.

1.1. Amac ve Kapsam

Matris kavrami niimerik analiz, sayilar teorisi, goriintii isleme, graf teori,
kombinatorik, olasilik teorisi ve istatistik, smnir deger problemleri, yiiksek mertebeli
spektral filtreleme teorisi gibi bir¢ok bilimsel alanda kullanilmaktadir. Kullanildigi
alana gore matrislerin uygulamalar1 da g¢esitlilik gostermektedir. Bazi1 6zel tipteki
matrislerin ozellikleri ve matrislere ait bir takim ozellikler ile say1 dizileri arasinda
iligkiler kurulmus ve boylece de say1 dizilerinin gelistirilmesinde matris 6zellikleri sikca
kullanilmastir.

Diziler ise tanim climlesi dogal sayilar olan fonksiyonlardir. Dizi kavrami ise
ozellikle Matematik ve Bilgisayar alanlarinda 6nemli bir yere sahiptir. Say1 dizisi
kavrami da genel bir ifadeyle dogadaki olaylarin gézlenerek matematiksel bir model
olarak ifade edilmesiyle ortaya ¢cikmustir. Ornegin, bilim diinyasinin ilgisini ceken, sanat
ve mimari gibi bir¢cok alanda karsimiza ¢ikan Fibonacci sayilari, 13. Yiizyilda yasamis
olan Italyan matematik¢i Leonardo Fibonacci tarafindan, tavsanlarm iiremesi ile ilgili
bir problem iizerine tanimlanmistir. Benzer sekilde Padovan sayilari da mimaride
taslarin dizilisi lizerine tanimlanmis bir say1 dizisidir.

Bu c¢alismada 6zellikle iizerinde uzun yillardir ¢alisilan ve calistikca yeni yeni
ozellikleri ortaya ¢ikan Lucas, Pell, Pell-Lucas, Perrin, Padovan, Jacobsthal say1 dizileri
iizerinde c¢alisilmistir. Bu sayr dizileri, matris teori ve lineer cebir alanlariyla

iligkilendirilerek bazi 6zellikleri incelenmistir.



1.2. Say1 Dizileri ile Tlgili Baz1 Tanim ve Ozellikler
Bu kisimda, oncelikle dizi tanimindan bahsedilmistir. Daha sonra da bazi 6zel
say1 dizilerinin tanimlari, sik kullanilan bazi 6zelikleri ve birbirleri ile aralarindaki bazi
iligkiler verilmistir. Tanimlanan 6zel say1 dizilerinden hareketle genellestirilmis bazi

say1 dizilerinin tanimlar1 da verilmistir.

Tanim 1.2.1. [Yiiksel, 2002] X bir kiime olsun. f:N— X fonksiyonu, her ne N
sayist i¢cin f(n) =x, seklinde tanimlansm. f fonksiyonuna, X kiimesi i¢in bir dizi

denir. Yani tanim kiimesi dogal sayilar olan fonksiyon dizi olarak adlandirilabilir.

Tamm 1.2.2. [Koshy, 2001] F, = F, =1 olmak lizere, n>1 i¢in

F

n+2

=F

n+l

+F
n
rekiirans bagmntisi ile tanimlanan {F} _ dizisi Fibonacci Dizisi, bu dizinin terimleri ise

Fibonacci Sayilari olarak bilinmektedir.

Fibonacci sayilar1 bilim diinyasinda en cok ilgi gdren say:1 dizilerinden birisidir.
Ardisik iki Fibonacci sayisiin oran1 A/tin Oran diye bilinen, sanat ve mimaride giizel
sonuglar veren 1,61803... sayisina yakinsamasidir. Bu oran, bir AB dogru parcasinda
kii¢iik parcanin biiylik parcaya orani, biiylik par¢anin biitiine oranin1 verecek sekilde
ifade edilebilir. Oyle ki, biiyiik parca a birim ve kiiciik parga da 1 birim ise
1__a
a a+l
orani bize altin oran1 verir. Bu ifade diizenlenirse

a—a-1=0

denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri !

olup, pozitif kok altin orani ifade

etmektedir. Yani, ardigik iki Fibonacci sayisinin orani olan

_i_1+\/§
F 2

n

~1,618

degeri Altin Oran olarak bilinmektedir. Bu dizinin terimleri matematikte ve fizikteki
uygulamalarmin yani sira mimariden sanata, sifrelemeden miihendislik uygulamalarmna
kadar bir¢ok alanda binlerce bilimsel makaleye konu olmustur [Koshy, 2001].

1718’de Fransiz matematik¢i Abraham De Moivre (1667-1754) sabit kat sayili
lineer rekiirans bagintilar1 hesaplamak amaciyla iirete¢ fonksiyonu kavramini ortaya

atmustir.



Tamm 1.2.3. [Koshy, 2001] a,,aq,,a,,... reel sayilarm bir dizisi olsun.
g(x)=a,+ax+a,x’ +--+ax" +--
fonksiyonuna {a,} dizisinin iirete¢ fonksiyonu denir. Ureteg fonksiyonlar genellikle

1

1—ax

=l+ax+a’x’ +-+a"x" +--
seklinde kullanilmaktadir.

Teorem 1.2.1. [Koshy, 2001] F,=F,=1 olmak iizere n>1 i¢in F, ,=F

n+l

+F,
reklirans bagntis1 ile tamimlanan Fibonacci dizisi verilsin. a:(1+x/§)/2 ve

B=(1-+/5)/2 olmak iizere,

dir.
Yukaridaki teoremde iirete¢ fonksiyonlar1 yardimi ile 1718’de Abraham De
Moivre tarafindan ispatlanan formiil, 1843’te Fransiz matematik¢i Jacques-Phillipe-

Marie Binet (1786—-1856) tarafindan farkli bir yoldan ispatlanmistir. Binet, o ve f

sayilar1 srrastyla x*—x—1=0 Kkarakteristik denkleminin pozitif ve negatif kokleri

olmak iizere, n>1 i¢in n. Fibonacci sayisini

Fn _ an _ﬁn
a-p
seklinde kesin olarak tanimlanmistir. Bu formiil Fibonacci sayilari i¢in Binet Formiilii

olarak bilinir.

Tamm 1.2.4. [Koshy, 2001] L, =1 ve L, =3 olmak lizere, n>1 i¢in

L.,=L, +L,

n+1

rekiirans bagintisi ile tanimlanan {L } _ dizisine Lucas Dizisi, bu dizinin terimlerine

ise Lucas sayilar: denir. Lucas sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu

iLnx" _—2—x

s Cl-x—x
seklindedir. Bu tirete¢ fonksiyonu yardimi ile o = (1+ J5 )/2 ve B=(I1 —J5 )/2 olmak
iizere Lucas sayilarina ait Binet formiili,
L =a"+p"

seklinde hesaplanmistir.



Tanmim 1.2.5. [Horadam, 1994] n>2 i¢in
P=2P ,+P, ,.K=0P =]
0,=20,,+0,,,0,=0,0 =2

dizilerine swrasiyla Pell ve Pell-Lucas dizisi denir. Bu dizilerin terimlerine ise sirastyla

Pell ve Pell-Lucas sayilar: denir.

a=1+2 ve p=1- V2 , x’=2x-1=0 denkleminin kokleri olmak iizere n. Pell,

Pell-Lucas sayilarmin Binet formiilleri sirasiyla,

R=2"E e g =a s
a-p
seklindedir. Ardisik iki Pell sayisinin orani olan

%=1+\/§;2,414

n

degeri literatiirde Giimiis Oran olarak bilinir.

Tanim 1.2.6. [Cerin, 2007] J, =0 ve J, =1 olmak lizere n>1 i¢in

Jn+2 = J

n+l

+2J,
rekiirans bagmtis1 ile tammlanan {J } _, dizisine Jacobsthal dizisi, bu dizinin

terimlerine ise Jacobsthal sayilar: denir. Jacobsthal dizisinin genel terimi,

seklinde de ifade edilebilir.
Tamm 1.2.7. [Cerin, 2007] j, =2 ve j, =1 olmak lizere n>1 i¢in,
Jniz = Jus 27,
rekiirans bagmtis1 ile tamimlanan {j } _, dizisine Jacobsthal-Lucas dizisi, bu dizinin
terimlerine ise Jacobsthal-Lucas sayilar: denir. Jacobsthal-Lucas dizisinin genel terimi,
Jn=2 ()
seklindedir.
Tamm 1.2.8. [Shannon, 2006] Perrin say1 dizisi de n>2 i¢in, R, =3, R =0, R, =2
baslangic kosullariyla,
Rn = Rn—2 +Rn—3

rekiirans bagintisi ile tanimlanmistir.



Tamm 1.2.9. [Shannon, 2006] Padovan say1 dizisi Richard Padovan adina I. Steward
tarafindan »n > 2 olmak iizere ve F, = B = P, =1 baslangi¢ kosullariyla,
Pn = Pn—2 + Pn—3

olarak tanimlanmustir.
Fibonacci, Lucas, Pell, Jacobsthal, Pell-Lucas, Perrin ve Padovan sayilarmnin ilk

on terimi Tablo 1’de verilmistir.

n 0 1 ) 3 4 5 6 7 8 9 10
Fibonacci 0 1 1 2 3 5 8 13 | 21 | 34 | 55
Lucas 2 1 3 4 7 11 | 18 | 29 | 47 | 76 | 123
Pell 0 1 2 5 12 | 29 | 70 | 169 | 408 | 985 |2378
Jacobsthal | 0 1 1 3 5 11 | 21 | 43 | 85 | 171 | 341
Pell-Lucas | 2 2 6 14 | 34 | 82 | 198 | 478 |1154|2786|6726
Perrin 3 0 2 3 2 5 5 7 10 | 12 | 17
Padovan 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12

Tablo 1
Bu diziler iizerinde c¢alisilarak daha da genel ifadeler elde edilmistir. Bu
tanimlar1 da asagidaki gibi verebiliriz.

Tanim 1.2.10. [Kalman, 1982] Kalman c, ’ler sabit ve a,’ler dizinin elemanlar1 olmak

uzere

A =Cl, TG+ 64,
dizisini tanimlamustir.
Tamm 1.2.11. [Er, 1984]’de yazar, 1 -k <n <0 igin
; 1 i=1-n,
&= {0 diger,

sinir kosullariile n>0 ve 1<i<k i¢in
g, = zcjgil—j
Jj=l

seklinde genellestirilmis k.mertebeden Fibonacci dizisini tanimlamistir.
Tamm 1.2.12. [Akbulak ve ark., 2009]’da yazarlar, m—mertebeli k& — Fibonacci

sayilarmin daha genel bir halini n >0, k,t>1 ve 1<i<m olmak iizere,

1- {1, n+i=1icin

o = I-m<n<0

0, diger



baslangic kosullariyla,
Fyy =kFy, +1F, + B, +-+ F,
seklinde tanimlamislar ve matris metotlar kullanarak dizi i¢in Binet formiili ve diger
baz1 6zellikleri elde etmislerdir.
Tamm 1.2.13. [Lee ve ark., 2003]’da Lee ve Kim £ >2 i¢in {g(k),} ile gosterdikleri
k — Fibonacci dizisini n>k>2 i¢in,
g(k) =-=g(k),_,=0.g(k)_ =g(k) =1
ve
g(k),=g(k), +e(k), ,++g(k),,

seklinde tanimlamiglardir. k£ — Fibonacci sayilarinin birkag terimi Tablo 2 ile verilmistir.

k Isim Baslangic Kosullan Sayilar

2 | Fibonacci 0,1 1,1,2,3,5,8,13,21

3 | Tribonacci 0,0,1 1,1,2,4,7,13,24,44

4 | Tetranacci 0,0,0,1 1,1,2,4,8,15,29,56

5 | Pentanacci 0,0,0,0,1 1,1,2,4,8,16,31,61
Tablo 2

Asagida Fibonacci, Pell ve Lucas sayilari ile ilgili 1yi bilinen ve ¢ok kullanilan bazi

ozelikler verilmistir. [Koshy, Vajda]

o [ F

n—1" n+l

n 2 oyt
. zLiLi—l _ L —4 nciftise,
pa L +1 n tekise,

F? =(=1)" (Cassini Formiili)

o Zn“FZZI _ 3F22n+] +2F22n+2 —6F,,F,,,—2n-5
i-1 5
" 2 2 _

° ZF;_] _ 3F‘2n + 2F'2n—] 4F2n—2F'2n +2n-2

e 5

° Zn:E3 _ F;,3+2 _3Fn3+1 ';3(_1)”:;: +2
i=1

« YFE,=F

2n+]F2 1
i=l1

n+2

—F>+[1+(=1)""]/2

n+l

. Zn:iFf =nF,F,
i=1

n n

o ZFZI._] =F, 'zeizenH_l

i=l1 i=l1



ZF; F;1+2 1
i=1
F'=FF,,
i=1
Fn2+l Fnz—] = F;n
Zn:F.F. :F22n+2+F2n+1 n-2
P 2i% 2i++ 5

Zn:F3 _F23}'1+3F'2n
T g

Zn:[ﬁ' =L,,—
i=1

ZLZI 2n+]

ZL n+]

L F;1+] +F

F2n = FnLn

Ln 1 +Ln+] = 5F

L2m+n _Lfn—n = 5L2mF;n

P..=PP. +P P

m+n m> n+l

ZL n+]

L F;1+] + F
F2n = FnLn
Ln—] + Ln+] = 5Fn

z L21 2n

L

n—1

L L

n
0L2
n

*F

n+2

L

_ 5(_1)n—]

n+1 n

nil T L2n+l +(=1"

=5F +4(-1)’

-F _,=L,

«L, =5F}+2

. Fan + Fan = 2Fm+n
° ifﬂ _ B’IB’I+]
=l
= 2
¢ ZLZi—] =L,
i=1

L

n—1

L L

nn+l

0L2
o I

n+2

¢ L4n

L

=5(=1)""

n+1 n

= L2n+l +(=1)"

=5F +4(-1)’

F—2:Ln

=5F, +2



1.3. Matris Teori ile Ilgili Baz1 Tamim ve Ozellikler
Bu kisimda, hazirlanan tezde kullanilacak olan ve daha ¢ok Matris Teori
alaninda faydalanilan bazi tanimlara yer verilmistir.

Tamm 1.3.1. [Horn, 1985] A=[q, ;] n—kare matris olmak tizere i > j+1 ise g, ;=0

formundaki matrise {ist Hessenberg matris denir. Ust Hessenberg matrisin transpozesi

durumunda olan matrise alt Hessenberg matris denir.

Tamm 1.3.2. [Horn, 1985] A=[q, ;] n—kare matris olmak tizere, hem alt hem de st

Hessenberg matris tridiagonal matris olarak adlandirilir. Yani,

i—j|>1 ise a,, =0,

diger bir ifadeyle
a] 1 a]2 0
a2] a22 a23
A= as,
an—],n—] an—],n
0 an n—l1 ann
dir.

Tamm 1.3.3. [Tas¢1, 2005] 4 € M, (F) matrisinin permanenti, S simetrik grubu ve o

da permiitasyonu gostermek iizere

per(A) = z ﬁaic(i)

cesS, i=l

seklinde tanimlanir. Permanent arti determinant olarak da bilinmektedir ve genelde

per(A) sembolii ile gosterilir.



Simdi de R. A. Brualdi ve P. M. Gibson (1977) tarafindan tanimlanan ve bu
calismada permanent hesaplamada kullanacagimiz contraction (biliziisme) tanimi

verelim.

Tamim 1.3.4. [Brualdi, 1977] 4=[aq, ], satir vektorleri 7,7,,...,r, olacak sekilde mxn

mertebeli bir matris olsun. Eger 4 matrisinin k. siitununda tam iki elemani sifirdan farkl
diger elemanlarinin hepsi sifir ise 4 matrisine k. siituna gore contraction uygulanabilir

denir. Farz edelim ki, 4 matrisinde a,, #0+#a,, ve i+ j olmak lizere k. siituna gore
contraction uygulayallm. O halde 4, olarak adlandiracagimiz (m-1)x(n-1)
mertebeli matris 4 matrisinde 7. satwra a7, +a,r; vektori yazilip j. satir ve k. siitunun

silinmesiyle elde edilir. Bu islem 4 matrisinin k. siitununa gore contraction olarak

adlandirilir. Eger 4 matrisi g, #0#a,, ve i#j olmak lzere k. satwra gore

contraction yapilabilirse 4, = (Al.;k )" ifadesi dogrudur. Eger 4 matrisi tam sayilardan

olusan bir matris ve B matrisi de 4 matrisinden contraction ile elde ediliyorsa,
perA = perB
dir.
Tamim 1.3.5. [Horn, 1985] 4 =[qg,] ve B=[b;] ayn mertebeli iki matris olmak {izere,

A’nin (i, j)—inci elemam ile B’nin (7, j)—inci elemanmin carpimmma 4 ve B

matrislerinin Hadamard ¢arpimi denir ve Ao B ile gosterilir. Yani
AoB=[a,b,]
dir.

Tanim 1.3.6. [Kilig, 2010 (a)] 4 n—kare matrisi perd =det(Ao H) olacak sekilde

(—L1) elemanlarindan olusan

r 1 - 1 1
-1 1 I 1
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seklindeki bir A matrisi ile Hadamard c¢arpilirsa, H matrisine 4 matrisinin

doniistiiriiciisii (converter) denir. A matrisine de doniistiiriilebilen matris denir.

Tanmm 1.3.7. [Aldrovandi, 2001] ¢,,c,...,c,, sayilarma baglh  n—kare
C, =circ(c,,c,,...,c, ) sirkiilant matrisi

CO C] cn—Z n—1

Ci Co Cis Cun

C =| i : : :

G G ) G

G G G G
ile ifade edilir.

. . 27i
C, matrisinin 6zdegerler1 w = exp(ﬂ) ve i =+/—1 olmak tlizere
n
n—1 )
A= ckw’k j=0,1,.,n-1
k=0
dir. Dolayisiyla
n—=1 n-1 )
det(C,)) = c,w’
j=0 k=0

dir.
Tamm 1.3.8. [Horn, 1985] ¢, # 0 olmak iizere C(x)=x"—cx""' —---—¢,_,x—c, monik

polinomu verilsin. Polinomun katsayilarma bagli olarak ifade edilen

&

0

&)

0

0

veya

seklindeki matrise companion matris denir.

0
1
0

0
0
1

0
0
0

_co
_c]

_cz
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14. Kaynak Arastirmasi
Calismamiza kaynak teskil eden, bilinen bazi say1 dizileri iizerine son yillarda
yapilan ¢alismalar bu boliimde 6zetlenmistir. Buna gore,

[Lee ve ark., 1995]’de yazarlar,

1 1 1 0 0 _ _
1 1 1 1 -1
1 1 1 1

1 0 1 1 -1

0 1 1 1 0
. 0 1 0 1 1

Jk = 1 1 ve U = [
1 .

0 1

: 1 1
O -~ -« 0 1 1
o - ... 0 1 1 = -

tipinde iki matris tanimlamiglar ve permananetlerinin genellestirilmis Fibonacci ve
Fibonacci sayilarina esit oldugunu contraction metodu ile gostermislerdir.

[Gwan, 2000]’de yazar, k—Fibonacci ve k—Lucas dizisi ile iki pargali bir
grafin 1-¢arpanlari arasindaki iligkiy1 incelemistir.

[Kili¢ ve ark., 2007 (a)]’de yazarlar,

I -1 0 -1 2 0

A4, = .. ve B, =

tipinde matrisler tanimlamislar ve permanentlerinin sirasiyla Fibonacci ve negatif indisli
Lucas sayilarma esit oldugunu gostermislerdir. Bunun yaninda, permanenti
genellestirilmis & —mertebeli Lucas sayilarmi1  verecek sekilde bir matris
tanimlamiglardir.

[Kili¢ ve ark., 2010 (a)]’de yazarlar,

-1 1 0| 1 1 0

A == . . ve Bn: 1 —1 1
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matrislerini tanimlamislar ve permanentlerinin sirasiyla negatif indisli Fibonacci ve
Lucas sayilarina esit oldugunu gdostermistir. Ayni zamanda bu say1 dizileri igin
kompleks carpanlama formiilleri vermislerdir.

[Milan, 2010]’de yazar, iist Hessenberg matrislerin 6zel bazi durumunu
incelemistir. Bir tipteki Hessenberg matrislerin determinantlarin1  genellestirilmis
Fibonacci sayilar1 ve polinomlar ile iliskilendirmistir.

[Kilig ve ark., 2007 (b)]’de yazarlar, tridiagonal matrislerin permanentleri ve
determinantlar1 ile negatif indisli ikinci merteben rekiiranslar arasindaki iliskiyi

incelemislerdir. Bu baglamda,

__a+ﬂ 1 0 a+p 2 0
(@B}  ap’ ap B
1 asp 1 1 oetp 1
a of yij a af B
H,(a, ) = ¥ "‘a;ﬂ G, )= » "‘a;ﬂ
1 1
B B
0 1 a+p 0 1 a+p
L a aff | L a af |

matrislerini tanimlamiglar ve bu matrislerin determinantlarini incelemislerdir. Daha

sonrada A —4B#0, o ve B da t* — At+ B =0"mn kokleri olmak iizere

) _ - _
_i2 1L 0 £ 2 0
B> B B
1 4 4 1 4,
B B B B
C (A4,B)= 1 4 ,D(A4B)=| 1 4
B B B B
R R
0 1 4 0 1 4
i B B I B B

matrislerinin permanent ve determinantlarini incelemislerdir. Daha sonra da bu diziler
icin ¢arpanlama (faktorizasyon) formiilleri elde etmislerdir.
[Kilig ve ark., 2008 (c)]’de yazarlar, Hessenberg matrislerin determinant ve

permanentleriyle ikinci mertebeden lineer rekiiranslar arasindaki iliskiyi incelemislerdir.

Yani, a ve 3, t* — At + B = 0 *m kokleri olmak iizere,



fa+p -of 0
1 a+p -af
A, = 1 a+pf
. —ap
| 0 1 a+p]
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matrisini tanimlamiglar ve tanimlanan bu matris yardimiyla baska matrisler de
tanimlayarak permanent hesaplamislardir.
[Kili¢ ve ark., 2010 (c)]’de yazarlar, baz1 Hessenberg matrislerin permanent ve

determinantlar1 ile genellestirilmis Lucas dizisinin arasindaki bagintiy1 incelemistir. Bu

baglamda,
[42+3 1 0 0 | [A42+3 -1 0 0 |
1 A+ 1 : 1 A+1 -1 :
0 - % 1 A+ . : D 1 1 A +1 71 :
: 1 1 . 0 : 1 1 ) 0
1 : A1 1 1 : AL+l -1
1 1 1 A+ 1 1 1 1 A +1)

matrislerin sirasiyla determinant ve permanentini hesaplamislardir. Bu tipte daha bagka
matrisler de tanimlayarak determinant ve permanentlerini hesaplayarak Lucas dizileri
arasindaki bagintiy1 incelemislerdir.

[Kilig ve ark., 2009 (c)]’de yazarlar, tridiagonal matrisler permanent ve

determinantlar1 ile ikinci mertebeden lineer rekiiranslar arasindaki iliskiyi
incelemislerdir. Daha agik bir ifadeyle yazarlar,
fa+p B 0 | fa+p 2P 0 |
a a+p P a oa+p B
I, = a a+p , H, = a a+p
' B ' B
| 0 a a+p] | 0 a a+p]

matrislerini tanimlamislar ve determinantlarim hesaplamiglardir.

[Kili¢ ve ark., 2010 (b)]’de yazarlar, genellestirilmis Fibonacci ve Pell dizileri

ile Hessenberg matrislerin permanentleri tizerine ¢alismislardir. Bu amacla,

(4241 1 0 0 (42 +1 1 0 0
1 A+1 1 : 1 A+1 1 :
H - 1 1 A +1 1 . T - 1 1 A4 +1 1 .
1 1 . 0 1 1 0
1 N A+l 1 1 - A +1 1
|1 1 w11 A+ |1 1 w111

matrislerinin determinantlarmi hesaplamislardir. Daha sonra da,



A*+1 -1 0 0 A -1 0 0
A AA+1 : A A4+l - :
A° A A +1 -1 : A AP AP+l -1 :
W, = . ) ) . V=1 2 2 : ..
: A A ) 0 : A A ) 0
A° ‘ A+1 -1 A ‘ A+1 -1
s A? A4 4 A+ 4 A A4 4 A+
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matrislerinin de determinantin1 hesaplamislar ve elde edilen sonuglar ile Fibonacci ve
Pell sayilar1 arasindaki iligkileri incelemislerdir.

[Kilig ve ark., 2011]’de yazarlar, her hangi baslangic sartlarma sahip,
k —mertebeli lineer rekiiranslarin A-dizileri {lizerinde g¢alismislardir. Bu baglamda,

n>0 vel<i<k igin,

rn, n=1-i
r, n=2-i
f= : JA-k<n<0
r, n=k—i
0, diger

baslangic kosullariyla,

f=ct  +ot ,+- el
dizisini tanimlamislardir. Genellestirilmis Binet formiilii ve iirete¢ fonksiyonu
vermiglerdir. Bunun yaninda Hessenberg matrislerin determinantlar1 ve bu dizinin
elemanlar1 arasindaki iligkileri de incelemislerdir.

[Kili¢ ve ark., 2009 (b)]’de yazarlar, dordiincli mertebeden rekiiranslar tizerine
calismislar ve matris metotlarla kombinatorial sunuslar ve kesin (explicit) formiiller
elde etmislerdir. Dahas1 tanimlanan matrislerle de toplamlar arasindaki iliskileri de
incelemislerdir.

[Kili¢ ve ark., 2008 (b)]’de yazarlar, k— mertebeli Fibonacci ve Lucas sayilar1
ile iki parcali bir grafin 1-carpanlar1 arasindaki iliskileri incelemislerdir.

[Kili¢ ve ark., 2009 (a)]’da yazarlar, bir tipteki iki parcali grafin 1-carpanlari
(factors) ile genellestirilmis Fibonacci ve Lucas—p sayilar1 arasindaki iliskiyi
incelemislerdir. Ayrica yazarlar, permanentleri genellestirilmis Fibonacci-p sayilarini ve

toplamlarin1 verecek sekilde
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1 0 0O I O 0 I 1 I 1 1 1

I 1 0 0 1 I 1T O 0 1

01 1 O 0 01 1 O 0
M(n, p) = 0 0 1 0 0 T(np)= 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0

00 - - 0 1 1 0 00 - - 0 1 1 0

o0 0 - 0 0 1 1 oo o0 - 0 0 1

matrislerini tanimlamislardir.

[Lee ve ark.,, 2003]’da Lee ve Kim £2>2 i¢in {g(k),} ile gosterdikleri

k — Fibonacci dizisine bagli olarak & > 2 sayilarii¢in g, = g(k),,, , ve

f(k)l] — {gibjﬂ

olmak Tlzere, elemanlar1 bu dizinin elemanlarina bagli olan nxn mertebeli

i—j+120,
i—j+1<0,

k — Fibonacci matrisini

ve j<0 igin g(k), =0 iken

z;q(k)i,j—l’ i+1£j
z;q(k)i,i—l-i_gl’ =]
olmak tizere nxn mertebeli &k — simetrik Fibonacci matrisini
L(k),=[q(k), ]

tanimlamislar ve bu matrislerin 6zeliklerini aragtirmiglardir.

q(k),=aq(k), =

[Shannon ve ark., 2006]’de yazarlar, Cordonnier, Perrin ve Padovan say1 dizileri
ve bu dizilerle alakali polinomlar iizerine ¢alismislar ve bazi sonuclar elde etmislerdir.
[Ocal ve ark., 2005]’de yazarlar, k — genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari

icin determinant ve permanent ifadeleri elde etmislerdir. Bu baglamda yazarlar,
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1 i 0 1 —i 0
i 1 i i 1 —i 0 0
i i 1 i i i 1 —i 0
H,,= ik‘—l l-k—‘2 l-k—‘3 l-k—;l 0 ve C,, = l-k‘—l 2 ey ke
R 0 0 1 ks 0
| 0 0 o 1] | 0 0 0 1]

matrislerinin sirasiyla determinant ve permanentlerini hesaplamislar ve bu ifadenin
genellestirilmis  Fibonacci sayilarina esit oldugunu gostermislerdir. Bazi  06zel
durumlarinin da Lucas sayilarina esit oldugunu goéstermislerdir. Bunun yaninda verilen
diziler i¢in Binet formiilii elde etmislerdir.

[Kaygisiz ve ark., 2012]’de yazarlar, genellestirilmis Perrin dizisini ¢, ’ler sabit

olmak iizere,
R =c, ,R _,+c, ;R ;+---+cR _,. +c,R _,
seklinde tanimlamislar ve bu dizinin terimlerinin matris metotla elde edilisi tizerine
calismiglardir.
[Kilig, 2008 (a)]’de yazar Tribonacci say1 dizisi ve toplamlari i¢in yeni rekiirans

bagintilar1 ve lirete¢ matrisleri elde etmistir. Bu baglamda,

1 000 1 0 0 0

1 11 1 s T, T+T., T
A= ve B, =

01 00 S, I, T_+T_, T,

0 01 O S T, T.,+T,, T,

matrisleri yardimiyla, matris 6zelliklerini de kullanarak tribonacci sayilari i¢in farkl
ozellikler elde etmistir. Bunun yaninda, bu dizinin permanent olarak ifadesi ilizerine de
calismstr.

[Cahill ve ark., 2003]’da Cahill ve arkadaslar1 lic bant matrislerin determinantlar1

ve Ozdegerleri yardimiyla Chebyshev polinomlarini kullanarak i=+/~1 olmak iizere

. sin ((n +1)cos™ (—;n
sl (-3))

Fibonacci ve Lucas sayilar1 i¢in

F

n+l

\
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L, =2i" cos(n cos”' (—in
2

[Cahill ve ark., 2002]’de yazarlar, genel bir alt Hessenberg matrisinin

formiillerini elde etmislerdir.

determinantin1 hesaplamiglar ve bu matrisin 6zel durumlari i¢in determinant1 Fibonacci
ve Lucas sayilarmi verecek sekilde matrisler tanimlamiglardir.

[Seibert ve ark., 2006(b)]’de yazarlar,

pP’-29 —q
-9 p’-2q¢ —q
2

—q P —2q —q
B(n) = 5
—q P —2q

) | _q

2
-9 p —2q

matrisinin determinantini hesaplamislar Chebyshev polinomlarinin da 6zelliklerinden
faydalanarak Fibonacci benzeri sayilar ve bu sayilarin toplamlari i¢in bazi ¢arpanlama
formiilleri vermislerdir.

[Halic1 ve ark., 2009]’da yazarlar, Fibonacci Q —matrisi olarak bilinen,

0= 1 1
(1o
matrisinden hareketle,
Q_le_—le_\/—ml
o)l o) Tl 1 o
matrislerini incelemisler ve Fibonacci sayilari i¢cin bazi yeni 6zellikler elde etmislerdir.

[Y1lmaz ve ark, 2010]’da yazarlar, determinant1 Fibonacci sayilar1 olan,

I -1 0
I 1 -1
I 1 -1
A= '
I 1 -1
I 1 -1
0 I 1

matrisinin pozitif tam say1 kuvvetlerini incelemisler ve bu matrisin pozitif tam say1

kuvvetlerini verecek sekilde bir formiil elde etmislerdir.
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[Bozkurt ve ark, 2010]’da yazarlar, Fibonacci sayilar1 i¢in F,,, (n+1)—inci

Fibonacci sayis1 olmak iizere,

- 2
F,= i2k+'\/3+2cos(ﬁ]
el n+l

seklinde bir kompleks carpanlama (factorization) formiili elde etmislerdir. Bunun

yaninda ¢ift mertebeli,

0 -1 1
matrisi i¢in tam say1 kuvvetlerini veren bir formiil elde etmislerdir.
[Fonseca, 2007]’de yazar, baz1 k — tridiagonal Toeplitz matrislerin karakteristik

polinomlar1 i¢in kesin ifadeler elde etmistir. Bu baglamda,

matrisinin 6z degerlerini,

A =a +2+/b cos (lij

n+1
olarak elde etmistir. Bu tipte diger bazi 6zel Toeplitz matrislerin 6z degerleri i¢cin de
formiiller elde etmistir.
[Cerin, 2007]’da yazar, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarinin toplamsal ve
carpimsal 6zelikleri incelemis ve yeni formiiller tiiretmistir.
[Feng, 2011]’de yazar, Laplace acilimi ile tridiagonal matrislerin determinantinin
hesaplanmasi yolu ile Fibonacci sayilarmin 6zelliklerini incelemistir.

[Koken ve ark, 2010]’de yazarlar, Fibonacci Q —matrisine benzer olarak Lucas
Q, matrisini tamimlamiglardir. Matris 6zelliklerini kullanarak Lucas sayilar1 i¢in yeni

esitlikler elde etmislerdir.
[Shen ve ark., 2011]’de yazarlar, elemanlar1 Fibonacci ve Lucas sayilar1 olacak

sekilde,



19

F F, F - F L L, L - L,
F;, F; Fz F;:—l Ln Ll Lz n-1
An = F:’l—] Fn F; F:'l—Z ve Bn = Ln—l Ln L] Ln—2
Fz F3 Et E Lz L3 L4 Ll

sirkiilant matrisler tanimlamislar ve tanimlanan bu matrislerin determinant ve terslerini
genel bir ifade ile elde etmislerdir.

[Bozkurt ve Tam, 2012]’de elemanlar1 Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilar1
olacak sekildeki sirkiilant matrislerin determinant ve tersleri i¢in formiiller elde
etmislerdir.

[Yilmaz ve ark., 2011 (d)]’de yazarlar (0,1) elemanli, alt ve iist kdsegen

elemanlar1 matrisin mertebesine gore degisen, simetrik »n — kare,

0O - 01 0 - 0
0 0
A=
0 0
0O - 01 0 - 0

matrisini tanimlamislar ve bu matrisin tam say1 kuvvetlerini genel olarak ifade etmisler
ve Fibonacci sayilari cinsinden ifade edilebildiklerini gostermislerdir.

[Horadam, 1996]’da yazar, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say1 dizilerinin
toplamlari, Binet formiilleri ile bu iki say1 dizisi arasinda bir takim iliskiler elde etmistir.
Bunun yaninda pozitif tam sayilarin Jacobsthal sunuslarini vermistir.

[Esmaeili, 2006]’de yazar, bes yeni Fibonacci-Hessenberg matrisi tanimlamistir.
Bunun yaninda, iki boyutlu Fibonacci dizisi kavramini tanimlamis ve Fibonacci-
Hessenberg matrisleri ve genel hallerinin bu kavrami sagladigini gostermistir.

[Nall1 ve ark., 2009]’de yazarlar, determinantlar1 Fibonacci ve Lucas sayilari
olacak sekilde simetrik tridiagonal matris ailesi tanimlamiglardir.

[Gogin ve ark., 2006]’de yazarlar, MacWilliams doniisiim matrisleri ile bilinen
Fibonacci, Lucas ve Padovan sayilar1 arasinda iliski kurmuslardir.

[Lee ve ark., 2001]’de yazarlar, k— genellestirilmis Fibonacci dizisi iizerine

calismiglar ve bu dizi icin bir genellestirilmis Binet formiilii elde etmislerdir. Bunun
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yaninda k — genellestirilmis Fibonacci sayilari i¢in bazi kombinatorial gdsterimler elde
etmislerdir.

[Kilig, 2009 (d)]’de yazar

2 0 0 1 0 0
1 2 0 0 1
01 2 0 0
00 1 0 0
M@.p)= o 6 o 0 0
1 2 0

seklinde bir matris tanimlamis ve permanentlerini Pell (p,7) sayilar1 olarak ifade etmistir.
[Tasc1 ve ark., 2004]’de yazarlar, Lucas sayilari i¢in genel bir tanim vermisler ve
matrisler yardimiyla baz1 06zellikler elde etmislerdir. Ayrica, genellestirilmis
k —mertebeli Lucas dizileri ile Fibonacci dizileri arasinda iliski elde etmislerdir.
[Seibert ve ark., 2006]’de yazarlar, genellestirilmis Fibonacci sayilariin farkli
carpimlari (factorization) lizerine bazi sonuglar elde etmislerdir. Yani Fibonacci-tipi ve

Lucas-tipi sayilarin ¢carpimlarini

0
p

Um=| g p ve V(n) =

7 RN

Ja p Ja p

matrislerini kullanmiglardir.

[Lee ve ark., 2010]’de yazarlar, k& — Lucas sayilarini



21

L (=D D) D' o (=D
L1 D Do (D77
L
11 1 1 (=D
1 1 1 | 1

matrisinin bazi1 6zel matrislerle Hadamard ¢arpimiyla elde ettigi matrislerin
determinanti olarak ifade etmistir.

[Asc1 ve ark., 2007]’de yazarlar, Fibonacci polinomlarinin ortogonalligi lizerine
calismiglar, Fibonacci, Lucas ve bazi 6zel ortogonal polinomlar i¢in iirete¢ matrisleri
tanimlamiglardir.

[Yazlik ve ark., 2013]’de yazarlar, elemanlar1i Horadam sayilar1 olan sirkiilant

matrislerin determinant ve terslerini hesaplamislardir.
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2. BILINEN BAZI SAYI DIiZILERi ve MATRISLER
Bu boliim ii¢ kisimdan olusmaktadir. Ilk kisimda, Hessenberg matrisler iizerine
calisilmis ve tanimlanan matrislerin permanent ve determinantlari ile bilinen bazi say1
dizileri arasinda iliski kurulmustur. ikinci kisimda, Padovan say1 dizileri iizerinde
durulmus ve Padovan say1 dizisinin bazi 6zellikleri matrisler yardimiyla elde edilmistir.
Son kisimda da elemanlar1 Pell ve Pell-Lucas sayilar1 olan sirkiilant matrisler icin
determinant ve tersleri i¢in formiiller elde edilmistir.

Lemma 2.1.1. [Cahill ve ark., 2003] M, bir n— kare tridiagonal matris olmak tizere,

4,= a 4y
an—l,n
an,n—] an,n
bu matrisin determinanti ise,
det An = an,n An—l _an—l,nan,n—l An—2|

dir.
Lemma 2.1.2. [Cahill ve ark., 2002] M, bir n—kare alt Hessenberg matris olmak

lzere,
m, mp, 0
My, My My
M, =|my my,  my
: mn—l,n
mnl ng mn,n—l mn,n
ise,

n—l1 n—1
detM,=m, -detM,  + Z[(—l)""mn,rnm e det M, ] n>2
j=r

r=1

dir.
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2.1. Ikinci ve Uciincii Mertebeden Lineer Rekiirans Bagintisiyla Tamimh Bazi
Say Dizilerinin Permanent Olarak ifadesi
Bu kisimda bazi 6zel Hessenberg matrisler tanimlanmis ve bu matrislerin
permanentleri Tanim 1.3.4 ile verilen contraction metodu ile hesaplanmustir.

Teorem 2.1.1. [Yilmaz ve ark., 2011 (a)] 4, (0,1,—1) elemanlarindan olusan

tek mertebeli

I 1 -1 0
I 1 1 1
I 1 1 -1
H, = {1 1 1 (2.1.1)
I 1 1 -1
0 I 1 1
I 1

bir n—kare (n=2k-1, k=1,2,...) iist Hessenberg matris olsun. O halde P,, n. Pell
say1s1 olmak iizere,
perH = perH" > =P,
dir.
Ispat: H, matrisinin tamimindan, bu matrise contraction metodu uygulanabilir. Metot

ilk stituna gore uygulanirsa,

2 0 1 0
11 1 -1
1 1 1 1
HO = '
" 1 1 1 (=
11 1 (=
0 1 1 1
1 1

elde edilir ki, bu matrise de ilk siituna gore tekrar contraction uygulanirsa,



2 3 =2 0
1 1
1 1 1 -1
HO = e
" 1 1 1 1
111 (=1

0 1 1 1
1 1

elde edilir. Bu metotla devam edilirse,

50 2 0
11 1 1
11 1 -1
o S
" 1 1 1 1
1 1 1 (-1
0 11 1
11

ifadesi elde edilir. Genel bir ifade ile 2<r <n—4 i¢in,

P, 0 B 0
111 -1
1111
H" = o r=2k—-1k=1,2,..
1111
111 -1
0 111
11
Ve
Ef+] Pk+Pk+] _Pk+] 0
1 1 11
1 11 -
HY = o r=2k; k=12,..
1111
111 -1
0 111
11

seklinde yazilabilir. Buradan da,

24
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Pk—l Pk—Z + Pk—] _Pk—l
H" =] 1 1 1
0 1 1

olup, bu matrise de birinci siituna gore contraction uygulanirsa,

H(n—2) — Ef 0
" 1 1

elde edilir ki, boylece perH, = perH'" = P, olup, ispat tamamlanmis olur. ]

Teorem 2.1.2. [Yilmaz ve ark., 2011 (a)] n— kare tist Hessenberg K, matrisi,

1 2 3 0
1 0 0 O
I 0 1 1
K, = {0 1 1 (2.1.2)
I 0 1 1
0 I 0
1 0

ile tanimlansm. O halde R,, n. Perrin sayis1 olmak iizere,

perK, = perK\"? =R,
dir.
Ispat: K, matrisinin tanimindan, bu matrise contraction metodu uygulanabilir. lk

siituna gore uygulanirsa,

2 0 0
1 1
0 1 1
KO = BRI
" 1 O 1
1 0 1 1
0 1 0
1 0

olarak elde edilir. K" matrisine de, matrisin tanimindan dolay1 birinci siituna gore

contraction uygulanirsa,
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32 2 0
1 0 1 1
1 0 1 1
K® = '
! 1 0 1 1
I 0 1 1
0 1 0 1
1 0
elde edilir. Bu metotla devam edilirse 1<r <n—4 igin,
Rr+] Rr+2 Rr 0
1 0 1 1
1 0 1 1
o ST
! 1 0 1 1
I 0 1 1
0 1 0 1
1 0

ifadesi ile genel bir sekilde ifade edilebilir. Buradan da,

R R

n—-2 n—1 n=3

(n-3) _
K, =

O =

olup, bu matrise de birinci siituna gore contraction uygulanirsa,

K(n—Z) — Rn—] Rn
" 1 0

perK, = perK\" =R

elde edilir ki, boylece

olup ispat tamamlanmis olur. |

Teorem 2.1.3. [Yilmaz ve ark., 2011 (¢)] »— mertebeli W matrisi,

2 0

W = (2.1.3)
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seklinde tanimlanan bir matris olsun. O halde, J, n. Jacobsthal sayis1 olmak tizere,

perW, = perw "> =J

n+l

dir.

Ispat: ¥ matrisinin tanimi geregi, bu matrise son siituna gore contraction kurali

uygulanabilir. O halde,

0

-1

0
-1

3
0
-1

0
2
3 2
-2 3

elde edilir. W, matrisinin de son siituna contraction kurali uygulanirsa,

W@

n

0

-1

0
-1

3
0
-3

0
2
3 2
-2 5

olur. W ¥ matrisine de contraction kuralini son siituna gore uygulanirsa,

w® =

n

0

-1

0
-1

3
0
-5

0
2
3 2
-6 11

elde edilir. Bu metoda devam edilirse, » —inci contraction uygulanmis matris,
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W =

-1 0 3 2
0 _J _2Jr Jr+2

r+l

olarak elde edilir. (n—3). adimda contraction uygulanmis matris ise,

3 2 0
wo = 0 302
_Jn—2 _2Jn—3 Jn—l

olup bu matrise de son siitununa gore contraction metodu uygulanarak,

gpon_[ 32
" 2, J

n n

elde edilir ki, buradan
perVVn = perVVn(n_Z) = 3Jn—l - 4Jn—2 = Jn+l

olup istenendir. |

Teorem 2.1.4. [YiUmaz ve ark, 2012 (¢)] S, matrisi n—Kkare

(n=2k+1, k=2,3,...) bir iist Hessenberg matris olsun. Daha acik bir ifade ile,

S = (2.1.4)

1 1 1 1 O
I 1 1 -1
I 1 1
I 1

seklinde tamimlansin. O halde, P, n. Pell sayis1 olmak tizere,

k+2
perS, = perS" = z P

i=k-2

dir.
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Ispat: (2.1.4) ile tanimlanan matrisin bazi permanentlerini, matrislerin mertebelerine

gore irdeleyelim:

4
k=2 igin n=5; perS;=P,+PR+P+R+F=) P=20

i=0

5
k=3 i¢in n=7; perS,=R+P+P+P+F=) P=49

i=l1

6
k=4 igin n=9; perS,=P,+P+P,+P+P =) P=118

i=2

7
k=5i¢in n=11; perS, =P +PF+P+P+P=) P =285

i=2
olup daha genel bir ifadeyle;

k+2
perS, = perS,,,, = z P; n=2k+1

i=k=2

olur. Gortldiigi gibi tek mertebeli list Hessenberg matrislerin permanentleri ardisik bes

Pell sayisinin toplamin1 vermektedir.

Tanimlanan matrisin ilk sitununa gore contraction kuralin1 uygularsak:

4 2 4 4 3
I 11 -1 0
I 1 1 1 0
o .

! 1 1 1 1 O
I 1 1 -1
I 1 1
I 1

elde edilir. S'” matrisine de birinci siituna gdre contraction uygulanirsa;



SO —

S =

143 143
P-6 6

i=t-1 i=t-1

1 1 1

1 1

" —
S =

r=2s igin (s=2,3,...);

— QN

—_ = 00

Tl = o

[ [ p— p— .

,r=2t+1, (1=1,2,...);

30
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542 5+3 s+2 s+2
P B—( 13+6] —(Ze—éj
i=s—-2 i=s—1 i=s-2 i=s-2
1 1 1 1 0
1 1 I -1 0
S =
1 1 1 1 0
1 1 1 -1
I 1 1
1 1
dir. k£ # 2 olmak iizere;
k+1 k+2 k+1 k+1
p S($n0) {$09
i=k-3 i=k-2 i=k-3 i=k-3
St =11 1 1
0 1 1
dir. S matrisinde de birinci siituna gore contraction uygulanirsa;
k+2
S(n—2) 7k_2R - 6 6
1 1
elde edilir ki, buradan,
k+2
perS, = perS" = z P
i=k—2
olup istenendir. |

Teorem 2.1.5. [Yilmaz ve ark., 2013] M, =[m, ], n—kare alt Hessenberg matrisi,

nxn

-3
0 2 1

1 0 2 (-
1 0 1

seklinde olsun. O halde, L, n. Lucas sayis1 olmak tlizere



perM, =L, ,

dir.

Ispat: Son siituna gore contraction metodu uygulayarak teoremi ispatlayalim

gore, ardisik contraction uygulanmis matris, 1<r <n—4 i¢in n ¢iftse;

2 -3
0 2 1
1 0 2 -1
M = 1 0 2 1
10 2 -1y~
F:f+] (_1)"—2 (E+2 - F;+l) F:f+2
ve n tekse;
2 -3
0 2 1
1 0 2 -1
MO =l 1 21
10 2 -1y
F:f+] (_1)"—] (E+2 - F;+] ) F:f+2

olarak elde edilir. Bu metotla devam edilirse,

2 -3 0
M =| 0 2 1
Fn—3 Fn—3 _Fn—] F:q—l

elde edilir ki, bu matriste de son siituna gore contraction uygulanirsa,

oo 273
' E., F

n

olup, perM, = perM "> =2F —3F, , =L, , seklinde istenen elde edilir.

32

. Buna

Teorem 2.1.6. [Yilmaz ve ark., 2013] N, =[n,,],,, n—kare alt Hessenberg matrisi,

-2
0 2 1

1 0 2 (-n
1 0 2
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seklinde olsun. O halde,
perN, = perN" ™ = ZLI. =L ,-1
i=0
dir.
Ispat: Son siituna gore contraction metodu uygulayarak teoremi ispatlayalim. Buna

gore, ardisik contration uygulanmis matris, 1<r <n -4 i¢in, n ¢iftse;

3 2
0 2 1
1 0 2 -1
vo | 102
10 2 (-1
r+1 r r+2
E (YYE YF
i=0 i=0 i=0
ve n tekse
3 2
0 2 1
1 0 2 -1
vo | 102
10 2 (-1
r+l1 r r+2
E (D7) FE F
i=0 i=0 i=0

3 -2 0
N =1 0 2
n=2 n=3 n—l
E -YF YF
i=0 i=0 i=0

olup, perN, = perN\"™> = ZLI. =L, , —1 seklinde istenen elde edilir. |

i=0
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Tanim 1.3.6 de tamimlanan H doniistiiriicii matrisi ile yukarida tanimlanan 7,
K,, W, M, matrislerinin Hadamard carpimlar1 swrasiyla H,, K,, W, ve M, olsun.

O halde, asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonuc¢ 2.1.1: H,, K, ,W, ve M, matrisleri yukaridaki gibi tanimlanan matrisler olsun.

O halde
detH,=F, n=2k-1(k=12,..),
detK, =R,
detW,=J,.,,
detM, =L ,

dir.
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2.2. Padovan Say: Dizisi ve Matrisler Yardimiyla Baz1 Ozellikleri

Bu kisimda Padovan sayi dizisi ilizerine ¢alisilmig ve matrisler yardimiyla
Some Properties of Padovan Sequence by Matrix Methods, ARS Combinatoria, Volume
104, Nisan 2012” isimli makalede yayinlanmistir.

Oncelikle 7 >2 igin, dizinin elemanlarmin toplammi1

n=2
S,=) B, +1
k=0
ile gosterelim. Buradan da,
1 0 0O 1 0 0 0
1 011 i Ba B B
A= ve B, =
0 1 0 0 n-2 Pn—3 Pn—Z Pn—4
0 0 1 0 Sn_3 Pn_4 Pn—3 Pn—S

matrislerini tanimlayalim. Padovan say1 dizisinin tanimindan »n > 2 olmak lizere,
B =A4B

esitligi saglanir.

Lemma 2.2.1. n>2 i¢in 4" = B ’dir.

Ispat: B, =AB, | esitligi kullanilarak, timevarim yoluyla, B, =A4""B, esitligi

yazilabilir. Padovan sayi1 dizisinin tanimindan, 4= B, oldugu goriilebilir. Buradan da

A" = B, sonucu elde edilir ki, istenendir. m

Sonug¢ 2.2.1. n>2 i¢in,
S =8 ,+S5 5+1
dir.
Ispat: ifadenin » iizerinden tiimevarimla ispat1 kolayca yapilabilir. ]

Sonug 2.2.1’in bir sonucu olarak, ayn1 zamanda
n—=>5
b =P -2
k=0
esitligi de yazilabilir.
Sonug 2.2.2. m,n>2 i¢in

S = Sn—] + Pn—ZSm—l + Pn—ISm—Z + Pn—3S

n+m-1 m=3

dir.

Ispat: B, matrisinin tanimmdan, m,n >2 igin
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B m :Ban :BmBn

dir. Matris ¢arpim 6zelligi kullanilarak, sonug¢ kolayca goriiliir. ]

Padovan say1 dizisinin karakteristik denklemi
¥ -x-1=0

olup denklemin kékleri, w= (108 +12+/69)" olmak iizere,

dir. Goriildiigii tizere karakteristik denklem 7 tek reel kok olmak tizere birbirinden
farkli koklere sahiptir. Bu reel koke ayn1 zamanda Plastik say1 da denmektedir. Ardisik
iki Padovan sayisinin oraninin limiti # =1.324718 degerine yakinsamaktadir.

Dizinin iireteg fonksiyonu g(x)= B, + Bx+ Bx* + Bx’ +---+ P,x" +--- olup,
xg(x)=xB,+ Bx’ + BX’ + Bx' +--+ Px" 4o
’g(x)=x’B,+Bx’+ Px'+ PxX’ +-+ B, x"7 4
Fg(x)=xXP+Bx'+BPxX’ + Px’ +-+ P, x" 4

ifadeleri yazilabilir (Koshy, T., 2001, Sayfa 227). Buradan da,
gx)-x"g(x)-x’g(x) =B, +BPx+(P,-B)xX’++(P,—- P, ,— P, ,)x"
g()[1-x*-x]=x+1
olup,

x+1 a b c
gx)=—7F5—=-= + +
I-x"-x" 1-nx l-rx l-rx

o0 o0 o0

= az r'x" +bz 7y x" +cz ryx"
0 0 0

_ n n n

=ar" +br, +cr

olarak yazilabilir. Polinom esitligi kullanilarak,
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(r+Dr,
(=) —1)
(r, +Dr,
(r,—r)(n—r)
(r; +Dry

(r,—r)Hh—n)

ifadesi elde edilir ki, buradan Padovan say1 dizisi,

— (r] +1) rn+] + (1’2 +1) rn+] + (1”3 +1) I"n+]

- n)h-n) T () n-n) T (h—n)-n)

ifadesi ile de elde edilir.

A matrisinin 6z degerleri 17,7, ve r, olsun. D kdsegen matrisi ve /' matrisi

1 0 0 O -1/2 0 0 0
Do 0 n 0 O ve V 1/2 r+1 r+1 r+l

0 0 n O /2 % v r

0 0 0 n 1/2 n 7 7

seklinde tanimlansin. Matris ¢arpimi ile 4V =VD oldugu kolayca goriilebilir. 7,7, ve
r; kokleri birbirinden farkli oldugu i¢in detV # 0 dir.
Teorem 2.2.1. n>2 igin,
S =P, ,+P_+P ;-1

dir.
Ispat: 4V =VD ve detV #0 oldugundan, V'AV =D ifadesi yazlabilir. Yani, A4
matrisi ile D matrisi benzer matrislerdir. O halde 4"V =VD" dir. Lemma 2.2.1°den,

BV =VD" (2.1.1)

yazilabilir. (2.2.1) esitligindeki matris ¢arpimindaki matrislerin  (2,1)—inci

elemanlarinin esitliginden, istenen sonug elde edilir. ]
1 I 0 -1 Sn Sn—4 +1 _Sn—2 _Sn—]
1 0 0 0 n-1 Sn—S +1 _Sn—3 _Sn—2
R= ve K, =
0 1 0 0 Sn—2 Sn—é +1 _Sn—4 _Sn—3
0 0 1 0 Sn—3 Sn—7 +1 _Sn—S _Sn—4

matrislerini tanimlayalim.

Teorem 2.2.2. n>2 i¢in R" =K, dir.
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ispat: S =S _,+S ,+1ve S =8 +8 -8, , esitlikleri kullanilarak, K, = RK,_,
ifadesi yazilabilir. Tiimevarim metodu ile K, = R""'K, olarak da yazilabilir. R ve K,
matrislerinin tamimindan, R =K, yazilabilir. Boylece de istenen elde edilmis ve ispat
tamamlanmais olur. ]
R matrisinin karakteristik denklemi x* —x’ —x* +1=0 olup kdkleri de 1,7,7, ve r,dir.
Sonug 2.2.3. n>2 igin {S,} dizisi

Sn :Sn—] +Sn—2 _Sn—4

ifadesini saglar.
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2.2.1. {4n} Alt Indisli Padovan Say1 Dizisi Uzerine

Bu kisimda, 4n alt indisli Padovan sayilar1 incelendi. Bunun i¢in 6ncelikle,
iiclincli mertebeden yeni bir rekiirans bagintis1 tanimlandi. Daha sonra da bu say1 dizisi
icin yeni bir iirete¢ matrisi verildi.

Lemma 2.2.1.1 n>1 i¢in,

By =28, ¥38,,)t By, B =L EB,=2veR =7
dir.
Ispat: Tiimevarim metodu ile ispat kolayca yapilir. ]

Burada da 4n alt indisli Padovan sayilarmin toplamimi

n—l

Sy ZZP4k

k=0

seklinde tanimlayalim ve asagidaki matrisleri verelim:

1 0 0O 1 0 0 0

1 2 3 1 s, P ip, . +P,, =
W= ve H, = 4k 4(k—1) 4(k—2) 4(k—1)

01 00 St Bigon 3P4(k—2) + By Eagen

0 010 S0 B 3P4(k—3) +Bi-ay  Pages

matris ¢arpim Ozelligi ile /4, = WH | olup asagidaki sonug elde edilir.
Sonug¢ 2.2.1.1 n>1 i¢in

H =w"
dir.

W matrisinin tammindan da goriilecegi iizere, matrisin 6z degerleri 7',7', 1} ve 1°dir.

Buna gore,
-5/16 0 0 O I 0 0 O
£ /16 oK A 0o r" 0 0
/16t n o 0 0 r 0
/16 n n, n 0 0 0 r
matrislerini tanimlayalim.
Teorem 2.2.1.1 n>1 igin,
5 = By, +4P4(n—]) +'P4(n—2) -1
! 5

dir.



40

ispat: 75,7, ve r, birbirinden farkli oldugundan dolayr detE #0 olacaktir. Ayni

zamanda WE = EA esitligi de saglanmaktadir. Diger bir ifade ile W"E = FEA"’dir.
Sonu¢ 2.2.5’ten de H E=EA" elde edilmektedir. Matris carpimi ile (2,1)

elemanlarinin esitligi kullanilarak teorem ispatlanmis olur. |
3 1 _2 _1 Sn+] (Sn - 2Sn—] - Sn—Z) _(2Sn - Sn—l ) _Sn

K — 1 0 0 0 ve Un — Sn (Sn—] - 2Sn—2 - Sn—3) _(2Sn—l - Sn—Z) _Sn—l

0 1 St (8,0=28,5-5,.,) —(2s,,-5,5) =5,

0 0 1 0 Sn—2 (Sn—3 - 2Sn—4 - Sn—S) _(2Sn—3 - Sn—4) _Sn—3

matrislerini tanimlayalim. Buradan da asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.1.2 n > 4 icin

KVI

I
d

dir.

Ispat: Tiimevarim metodu ile yapilir. |
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2.3.  Pell ve Pell-Lucas Elemanh Sirkiilant Matrislerin Determinantlar1 ve
Tersleri
Bu boliimde sirkiilant matrisler {izerinde ¢alisilmis ve bu baglamda elemanlar1 Pell
ve Pell-Lucas sayilar1 olacak sekilde sirkiilant matrislerin determinantlar1 ve tersleri i¢in
formiiller elde edilmistir. Bu kissm “F. Yilmaz, D. Bozkurt, Determinants and inverses
of circulant matrices with Pell and Pell-Lucas numbers, SIAM Conference on Applied
Linear Algebra, Valencia/Spain, 117, 2012” isimli bildiride sunulmustur.
Tamm 2.3.1: 2 =circ(P,P,....,P,) ve Q =circ(Q,,0,,...,0,) sirasiyla Pell ve Pell-

Lucas elemalarindan olusan sirkiilant matrisler olsun. Diger bir ifadeyle,

R P - P, P
Pn Pl Pn—z Pn—l

P=\b, B - P, P, (2.3.1)
BB o B R
Ql Qz Qn—l Qn
Qn Ql Qn—z Qn—l

Q: Qn—l Qn Qn—3 Qn-z (2.3.2)
Qz Q3 Qn Ql

seklinde sirkiilant matrisler olsunlar.
2.3.1. Pell ve Pell-Lucas Elemanh Sirkiilant Matrislerin Determinantlar

Bu kisimda yukarida tanimlanan Pell ve Pell-Lucas elemanli sirkiilant matrislerin
determinantlar1 i¢cin formiiller elde edilmistir.
Teorem 2.3.1.1: #, (2.3.1) deki gibi tanimlanan bir sirkiilant matris olmak tizere n > 2
igin

det(P)=(R-F,.)"" (R -2P)+ Z]: (BB (R=P.1)"]

k=2
dir.
Ispat: n=2 ve n=3 igin det()=-1 ve det() =104 olarak elde edilir. n>3 icin

asagidaki matrisleri tantmlayalim:



1 0 0 O 0 O
-2 0 0 0 0 1
-1 0 0 O 1 =2
M=0 0 0 0 |
0o 1 =2
1 -2 -1
A\
1 0 0 0 0
P n-2
0 " o -~ 0 1
P]_Pn+]
P n-3
0 2 0O -~ 1 0
P]_Pn+]
N: n—4 .
0 i 0O -~ 0 0
P]_Pn+]
P
2 1 0 0
P]_Pn+]
0 1 0O -~ 0 0

Matris ¢arpimi kullanilarak asagida verilen § matrisi elde edilir:

1 g, b F, P
g, P, P, P_,
E _Pn—]
S =MPN = —P, R-F_,
_Pn A - Pn—]
0 -P

Burada

dir. Bilindigi lizere

ia Ny !

42

(2.3.3)
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det(S) = det(AM) det(P) det(V)
dir. Ayrica n> 3 i¢in

det(M)zdet(N):{ 1, n=1veya n=2 mod4

-1, n=0 veya n =3 mod4
dir. Yani
det(M)det(V) =1
olup, Laplace agilimindan
det(P) =det(S) = (R~ P,.)" g,

olarak elde edilir. n

Teorem 2.3.1.2: @, (2.3.2) deki gibi tanimlanan bir sirkiilant matris olmak tizere n >3
igin
2 'S k k=2
det(@) =22~ 0,.)"(2-30,)+22 [(0,., -390, -2)" " (2~ 0,.)"]
k=2
dir.
Ispat: n=3 icin Teorem 2.3.1.2 ifadesi kullamlarak det(QQ)=2464 olarak elde edilir.

n >3 icin Teorem 2.3.1.1 ispatindaki yol izlenirse bu baglamda;

1 0 0 O 0 0
30 0 0 0 1
-1 0 0 0 1 -2
K=0 0 0 0 2 -1 (2.3.4)
0 1 -2
1 -2 -1 0

\(



1 0 0 - 0 0
n-2
i 2 B

Q]_Qn+]
n-3
0 [ o .1 o
Q]_Qn+]
L: n—4
0 [ | o oo o
Q]_Qn+]
0 (Lgn] 1 - 0 0
Q]_Qn+]
0 1 0 - 0 0

matrislerini tanimlayalim. Bu matrislerin ¢carpimindan

U=KQL
O u, 0, 0, 0,
u, 0,-30,, 0,,-30,, 0,,-30,;
Q] - Qn+]
= 2- Qn Q] - Qn+]
2- Qn Q] - Qn+]
0 2-0,
matrisi elde edilir. Burada
- 0 -2 n—k
=0, -30, o —30)| ———
“=0730,+ 2,030 )[Q] 0. ]
. ) 0 -2 n—k
K kZ:;Qk [Q] _Qn+] ]

dir. Bilindigi lizere
det(Z() = det(K) det(Q) det(£)
dir. Ayrica n> 3 i¢in

1, n=1 =2 mod4
det(K) =det({) = nEvean
-1, n=0 veya n=3 mod4

dir. Yani,
det(K)det(L) =1

olup, Laplace agilimindan

0,

O

0,
-3 Qz

- Qn+]

44



olarak elde edilir.

det(@Q) =det(&)=0,(0, - 0,.)"u,

45
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2.3.2. Pell ve Pell-Lucas Elemanh Sirkiilant Matrislerin Tersleri

Bu kisimda ise (2.3.1) ve (2.3.2) de tanimlanan elemanlar1 Pell ve Pell-Lucas
sayilar1 olan sirkiilant matrislerin tersleri i¢cin formiiller elde edildi.
Teorem 2.3.2.1. #, (2.3.1) deki gibi bir sirkiilant matris olsun. n>3 ig¢in #
tersinirdir.

Ispat: n=3 ve n=4 ig¢in Teorem 2.3.1.1 den, swrasiyla det(Z)=104%=0 ve

det(#)=-18560-0  olarak elde edilirr »#>5  durumunu inceleyelim.

a+B=2af=-1 ve a—f =242 igin P =< —5" dir. Buradan,

242

n r r

u(w') = iprwkr—k :2052\—/5 WAk :ﬁi(ar — Bywh

r=1 r=1

_ L ja=a") BA=B")| . 1 5 &
_2\/5{ -~ e },(1 ow',1-Bw" #0)
_ 1l [ @=p)-(@""-p")+apw'(a"-p")
22 1—aw* - w* + Baw™

1-P

n+l

—ink
2k °

= - k=12,....n—1.
1-2w" —w

elde edilir. Eger u(w*)=0 olacak sekilde bir w* (k=1,2,...,n—1) varsa,

- . -P . de e
1-2w* —w* 20 igin 1- P, — Pw" =0 dir. Buradan —L =w" dir. Ayrica bilindigi
P

n

gibi i = J-1 olmak iizere,

wh = exp(zkm) = COS (%—ﬂj +isin (2]{—”] (2.3.5)
n n n

. 1-P . . - . .
dir. w* = ——=L bir reel say1 oldugu icin, 0 < 2kx <27 igin w* =-1 s1n(2k—ﬂ) =0 dir.
n n

Bununla birlikte, x =—1 ifadesi 1-P,, —Px=0, n=>5, denkleminin bir kokii olmadig1
icin bu bir celiskidir. Diger bir ifadeyle, herhangi w* i¢in k=1,2,....n—1 ve n>35
olmak iizere u(w")# 0 dir. Boylece ispat tamamlanmustir. ]

Lemma 2.3.2.1. C =(c), ; matrisi (n—2)x(n—2) mertebeli
Pl - Pn+l b l = ]

¢, =1-F,i=j+1

0, diger

tipinde bir kare matris olsun. Bu matrisin tersi de



Pi_j
' S, i)
G = (R-F.)" ]
0, diger

formundadir.

Ispat: 4= (a),, = CC™' olmak iizere a; ;= 2;;2 cl.kc,;. dir. Bu durumda i = j i¢in

a;; :(R _RI+])E_P

n+l

olacaktir. i > j olmasi1 durumunda ise,

n-2 ’
a4;= Zk | CiCly = €€l + €6

i—j—1 i—j

G ARG i
=0
olarak elde edilecektir. Benzer durum 7 < j i¢in de gosterilebilir. Dolayisiyla
ccl=1_,
dir.
Teorem 2.3.2.2. #,(2.3.1) deki gibi bir sirkiilant matris olsun. Bu taktirde

n—k
n—1 P
g, =B-2P+) P (W]

n+l

olmak iizere,

P =circ(p,, py»--» D, )

olup,
1 2P 3 P P
D :_(14_ -2 z ]
gn (P P+]) k= +1)
it
gn k=1 P )
Pi—3
pi=————"——, i=3,4,....,n
g,(A-F.)
dir.

n—k
ispat: g/ =P + ZZ;Pk (ﬁ] olmak iizere,
1 n+l1
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1 -g &Pn—z -b 5 s~ b, A R-F,
& &n &

0o 1 e Mt it

&n & &
U= 0 1 0 0
0 0 1 0
0
1

matrisini tanimlayalim. Ayrica H =diag(l,g,) olmak tizere
MPNU =H®C
esitligi saglanmir. 7 = VU denirse,
T=T(H'®eC "M
elde edilir. £ sirkiilant bir matris oldugundan tersi de sirkiilant bir matristir. Yani
P =circ(p,, py»--» D, )
olsun. 7" matrisinin son satir1

(OI_PH P, B, B _ﬁ]
g

g, . g g &,

oldugu icin £~ matrisinin son satirmin bilesenleri de

1 & PP
P :_(_24_2%]
gn k=1 (P P+])

1
p3 - (P P+])
. P
p4 (P P+])
1 (< PP 2, P_ P P
po- L Sl '
k=1 (P P+]) k=1 +l) (P P+1)

) :_L(f LAY Y S ]
! kl(P P+]) k](P P+l) kl(P P+1)

1 2P 3 p pEl
pl:_(l n—2 z S k]
(P P+]) k=1 (R _f)n+l)
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k-1
seklinde elde edilir. Buradan S = P’ka, r=1,2,...,n—2 olmak iizere
=1 (R P+])
S(Z) _ S(l) L
! ! (P P+])
ve
Pr+]

S(r+2) _2S(r+l) _S(r) ,
n n n (P P+] )r+2

elde edilir. Dolayisiyla

L1 ] ] ]
P =—circ(1+25"? + 80 24 80D _g0 g O _9g>)_ g0,
g,

) S(n—2) _2s(n—3) _S(n—4))

1 2p = P! =2 p_, P
:—circ(1+ — z == +2—" dls
gn (P P+]) k=1 n+]) k=1 (P P+l)
1 RI PnZ Pn—3 ]
(P P+]) (R _Pn+] )2 a (P P+] )3 e (P P+l)n ’

elde edilir ki, istenendir. ]
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Teorem 2.3.2.3. @ (2.3.2) deki gibi bir sirkiilant matris olsun. n>3 i¢in Q

tersinirdir.
Ispat: Teorem 2.3.2.1 deki benzer yol kullanilarak ispat elde edilir. ]
Lemma 2.3.2.2. 4= (a, )1, | matrisi
Ql Qn+] s b ]
a, ;= 2-0,i=j+1
0, diger
tipinde bir kare matris ise tersi
—2)i~J
R e
a,;, = (9} _Qn+])
0, diger
formundadir.
Ispat: Lemma 2.3.2.1 in ispatina benzer sekilde elde edilir. ]

Teorem 2.3.2.4. @, (2.3.2) deki gibi bir sirkiilant matris olsun. O halde

30,+37(0,,-30,) [QQQ ]

olmak iizere,



C?_] ZCirc(%rQ2’---’qn)

olup,
1 8(Q,-2)"" 202 =30,4.)(0, -2
| =— 1_ n = n—
I u( 0 -0,.)" ; 0-0,.) ]
L 5,5 ©,-2"
=—| -3 -3 S
% u( +;(Q”"”' Q""‘)[(Q]—QM)"]]
q, = 4(Q"_2)m_3_2, i=3,4,....n
u, (0= 0,.,)"
dir.

n—k
. n -2
Ispat: u) = ZH O, {QQn——Q] olmak iizere,
1 n+l

1 _lu! u;'z (Qn _3anl) _ Qn—l ur: (Qn—l _3Qrk2) _ Qn72 u:z (Q3 _3Q2) _%
2" 2u, 2 2u, 2 2u, 2

0 1 _ Qn — 3Qn—l _ anl — 3Qn72 . _ Q3 — 3Q2

un n n

S=(0 0 1 0
0 1 0
0
0 0 1

matrisini tanimlayalim. Ayrica G =diag(2,u,) olmak tizere
KQLS=G® 4
ifadesi saglanir. W = /S denirse,
Q'=w(G'®4HK
elde edilir. @ sirkiilant bir matris oldugundan tersi de sirkiilant bir matristir. Yani

C?_] ZCirc(%rQ2’---’qn)

olsun. W matrisinin son satir1

(0’ 1,— 0,-30,., _ 0,30, _ 0,,-30,; B 0, -30, B 0,-30, ]

2 9 9

b
u u u u u

n n n n n

oldugu i¢in @' matrisinin son satirinin bilesenleri de

0, -2 ]
(©,-0,.)

. - i(—3+ 20,130,

u

n
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___©-30,

BT -0,

2% -30) 1 Z(QSk 30, ), -2
u,(0-0,,) u,I (O Q+1)

4

(0730, (00 -30.0@, -2 | & (00, -30,,)(0, -
% (Q, -0, ; -0 " w0-0.)

ki —39, -2 &89, 30,0, -2
z (0, 0,.)0,-2) 22 (@ 0,0, -2)

U, =i O - Qn+]) k=1 Q0 -0, )k
_ (Qn—k—] — 3Qn—k—2 )(Qn — 2)k_]
2 ©-0.
g = L(l (A (W (e 2)“)]
u, (Ql - Qn+] )n k=1 (Q1 - Qn+l)

seklinde elde edilir.

i >4 i¢in g, ’leri diizenlersek,

oL 2Q3—6Q2—Q4+3Q3_(Q3—3Q2>(Qn—2>]
) Q] _Q +1 (Q] _Qn+] )2

<
B

1 Qz _2Q3 Q4 +3Q1 Qz _ _4(Qn -2)
u, Q] Qn+] (Q] _Qn+] )2

_40,-2)
un (Q] - Qn+] )2

1
qS(

Q] Q+] (( Q5+2Q4+Q3)+3(Q4 20Q3_Q2))

Oy .
T e R 7y gy

__4Q, -2
un (Q] - Qn+] )3

olur. Dolayisiyla genel olarak

40,-2)° )

40~
u, (Q] - Qn+] )i—2

olup

|
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-1 1 . S(Q _2)n_3 & (Q —k+2_3Q —k+])(Qn_2)k_]
Ep— 1- n n n
Q= erel = 2 T 0, -0,.)

n-2 (Q _2)k—]
,—3 i — 30,4 n—k
# 2,0 300755

40,-2) 40,-2°  40,-2"

0-0,0"0-0,.) " (0-0,.)"

elde edilir ki, istenendir.

)
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2.4. Maple Uygulamalan

Bu boliimde Kisim 2.1°de tanimlanan matrislerin permanentlerinin hesaplanmasi
icin Maple 14 prosediirleri verilmistir. Bu prosediirler yardimiyla matrisin mertebesi
klavyeden girilerek matrisin kendisi yazdirilabilmekte ve permanent degerleri

hesaplanabilmektedir. Bu prosediirler asagidaki gibidir:

Perrin Sav1 Dizisi

>restart:

with (LinearAlgebra) :

>permanent :=proc (n)

local i,3,k,c,C;

c:=(i,])->piecewise(i=1 and j=1,1,i=1 and j=2,2,i=1 and
j=3,3,1=2 and j=3,0,1i=2 and
j=4,0,1i=3+1,1,3=i+1,1,1=3,0,3=1+2,1);
C:=Matrix(n,n,c):

for k from 0 to n-3 do

print (k,C) :

for j from 2 to n-k do
C[1,31:=C[2,1]*C[1,3]+C[1,1]*C[2,7]:

od:

C:=DeleteRow (DeleteColumn (Matrix (n-k,n-k,C),1),2):
od:

print (k,eval (C)):

end proc:

>with (LinearAlgebra) :

permanent () ;

Pell Sav1 Dizisi

> restart:

with (LinearAlgebra) :

>permanent :=proc (n)

local i,3,k,c,C;
c:=(1i,7J)->piecewise(i=j+1,1,3=1i+1,1,1i=3,1,3=1i+2, ((-1)"1));
C:=Matrix(n,n,c):

for k from 0 to n-3 do

print (k,C) :

for j from 2 to n-k do
C[1,31:=C[2,1]*C[1,3]+C[1,1]*C[2,7]:

od:

C:=DeleteRow (DeleteColumn (Matrix (n-k,n-k,C),1),2):
od:

print (k,eval (C)):

end proc:

> with (LinearAlgebra) :

permanent ( ) ;
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Ardisik Bes Pell Savisinin Toplami

>restart:

with (LinearAlgebra) :

>permanent :=proc (n)

local i,3,k,c,C;
c:=(1i,]J)->piecewise(i=j+1,1,3=1i+1,1,J=1i+2, (-1)"i,J=4 and
i=1,1,3=5 and i=1,1,3=6 and i=2,1,3=5 and i=2,1,j=1 and
i=1,3,1i=3,1);

C:=Matrix(n,n,c):

for k from 0 to n-3 do

print (k,C) :

for j from 2 to n-k do
C[1,31:=C[2,1]*C[1,3]+C[1,1]*C[2,7]:

od:

C:=DeleteRow (DeleteColumn (Matrix (n-k,n-k,C),1),2):

od:

print (k,eval (C)):

end proc:

>with (LinearAlgebra) :

permanent ( );

Jacobsthal Dizisi

restart:

with (LinearAlgebra) :

permanent :=proc (n)

local i,3,%k,c,m,C;

k:= 2:

c:=(i,]J)->piecewise (i=3+1,0,1i=j+k,-1,3=1i+1,2,j=n and
i=n,1,1i=3,3);

C:=Matrix(n,n,c):

for m from 1 to n-1 do

print (k,C) :

for j from 1 to n+l-m do

Cln-m,jl]:=C[n+l-m,n+l-m]*C[n-m, j]+C[n-m,n+l-m]*C[n+l-m,j]:
od:

C:=DeleteRow (DeleteColumn (Matrix (n+1-m,n+1-m,C),n+1-
m),n+l-m) :

od:

print (m,eval (C)) :

end proc:

with (LinearAlgebra) :

permanent ( ) ;
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Elemanlan Pell Sayilar1 Olan Sirkiilant Matrislerin Determinanti

>restart:

with (LinearAlgebra) :with(linalg) :
>P:= proc(n)

description “returns the nth Pell number ' :
if n = then

return
elif n
return
elif n
return
else
return 2*P(n-1)+P(n-2):

end if;

end proc;

>n:=-:

> ((P(1)=-P(n+1)) " (n=2))* ((P(1)-2*P(n))
1)*(P(n) *(n-k))*(P(1l)-P(n+l)) " (k-2),k

1 then

2 then

N - OO

add (P (k-

) +
=2..n-1);

Elemanlan Pell-Lucas Sayilar1 Olan Sirkiilant Matrislerin Determinanti

>restart:

with (LinearAlgebra) :with(linalg) :

>Q:= proc(n)

description “returns the nth Pell-Lucas number :
if n = then

return
elif n
return
elif n
return
else
return 2*Q(n-1)+0(n-2) :

end if;

end proc;

>n:=-:
>2*%((2-Q(n+t1)) " (n=-2))*(2-3*Q(n) ) +2*add ( (Q (k+1) -

1 then

2 then

o Il DN o

3*Q(k)) * ((Q(n)-2) " (n-k)) * ((2-Q(n+1)) " (k-2)),k=2..n-1);
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Lucas Savilari

restart:

with (LinearAlgebra) :

permanent :=proc (n)

local i,3,%k,c,m,C;

k:= 2:

c:=(i,]J)->piecewise (i=1 and j=1, 2, i=1 and j=2, -
3,1i=3+1,0,i=3+k,1,j=i+1, (-1)"i,J=n and i=n,1,i=3,2);
C:=Matrix(n,n,c):

for m from 1 to n-1 do

print (k,C) :

for j from 1 to n+l-m do

Cln-m,jl]:=C[n+l-m,n+l-m]*C[n-m, j]+C[n-m,n+l-m]*C[n+l-m,j]:
od:

C:=DeleteRow (DeleteColumn (Matrix (n+1-m,n+1-m,C),n+1-
m),n+l-m) :

od:

print (m,eval (C)) :

end proc:

with (LinearAlgebra) :

permanent ( ) ;

Lucas Sayilarinin Toplami

restart:

with (LinearAlgebra) :

permanent :=proc (n)

local i,3,%k,c,m,C;

k:= 2:

c:=(i,])->piecewise (i=1 and j=1, 3, i=1 and j=2, -2,1i=n
and j=n,2,1i=3+1,0,i=J+k,1,j=i+1, (-1)"i, J=n and
i=n,1,1i=3,2);

C:=Matrix(n,n,c):

for m from 1 to n-1 do

print (k,C) :

for j from 1 to n+l-m do

Cln-m,jl]:=C[n+l-m,n+l-m]*C[n-m, j]+C[n-m,n+l-m]*C[n+l-m,j]:
od:

C:=DeleteRow (DeleteColumn (Matrix (n+1-m,n+1-m,C),n+1-
m) ,n+l-m) :

od:

print (m,eval (C)) :

end proc:

with (LinearAlgebra) :

permanent ( ) ;
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3. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA
Bu caligmada bazi bilinen say1 dizileri lizerine ¢alisilmistir. Baz1 ¢aligmalar sonucunda

say1 dizileri i¢in ozellikler elde edilmis, bazilarinda ise sonuca tam ulasilamamistir.

Ornegin,
0 -2 3
1 0 -1 1
I 0 -1
A= 1 0
-1 1
1 0 -1
1 0

seklinde tanimlanan matrisin determinantlar1 Perrin sayilarin1 vermektedir. Bu tipteki
matrisin karakteristik denklemi p,(x)=3, p,(x)=x, p,(x) =x>+2 baslangi¢ kosullari
olmak tizere,

B (x)=xB,_,(x)+F,_,(x) = £, 5(x)
seklindedir. Bu denklem ¢dziilerek, Perrin say1 dizisi i¢in bir ¢carpanlama formiilii elde
edilebilir.

Bunun yaninda,

0 -1 1
I 0 -1 1
I 0 -1 1
A= I 0
-1 1
I 0 -1
I 0

matrisinin de determinantt1 Padovan sayilarmi vermektedir. Bu tipteki matrislerin
karakteristik denklemleri de genel olarak p,(x)=1, p,(x) =x, p,(x)=x’+1 baslangig
kosullariyla,

B (x)=xB,_,(x)+F,_,(x) = £, 5(x)
ile ifade edilebilmektedir. Yine bu denklemin ¢o6ziimii ile Padovan sayilari ig¢in

carpanlama formiilii elde edilebilir.

Son olarak da determinantlar1 Fibonacci sayilari olan
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1 0 1
0 2 1
0 2 -1
A= 20 1
12 -
0o .
2 (=1

matrisini verelim. Bu tipteki matrislerin karakteristik denklemleri genel olarak
P, (x)=x"—x-2,p,(x) =x’ =3x’ + x+ 3 baslangi¢ kosullariyla,
F(x)=(x=2)F_,(x)+F,;(x)

ifadesi ile elde edilmektedir. Bu denklemin ¢6ziimii ile de Fibonacci sayilari i¢in bir

carpanlama formiilii elde edilebilir.
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4. SONUCLAR ve ONERILER

Calisma hakkindaki sonuglar ve dnerilerimiz asagida verilmistir.
4.1. Sonuclar

Daha 6nce de bahsedildigi gibi bu ¢alismada, bilinen bazi say1 dizileri incelenmis,
determinantlar1 ve permanentleri bu say1 dizilerini verecek sekilde yeni matrisler
tanimlanmistir. Bunun yaninda Padovan say1 dizisi i¢in matrisler yardimiyla bazi yeni
ozellikler elde edilmistir. Ayrica elemanlar1 Pell ve Pell-Lucas sayilar1 olan sirkiilant
matrislerin determinant ve tersleri i¢in formiiller elde edilmistir. En son olarak da ise
elde edilen sonuglar Orneklendirilmis ve Maple 14 prosediirii ile sonuglar

desteklenmistir.

4.2.  Oneriler

Son yillarda graf teori alaninda yapilan ¢alismalar bilim diinyasinda biiyiik ilgi
gormektedir. Bununla birlikte uzun yillardir ¢alisilmasina ragmen her seferinde ilging
sonuglar veren say1 dizileri ile graf teori alani arasinda yeterince iliski kurulmamaistir.
Bu iki alan arasindaki iligkiler incelenerek her iki alaninda gelismesine katkida

bulunulabilir.
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