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ON sOz

Baz zel tamsayr kiimelerinin (miikemmel says, Giggensel say1) ozellikleri ilk
¢aglardan beri insanoglunun ilgisini gekmistir. Matematigin diger alanlan ile ugrasan
FFermat, Gauss ve Jacobi gibi Gnlii matematikgiler tamsayilanin bu 6zelliklerinin
cazibesine kapilmiglardir.

Yine “x, y, z ve n tamsayilan, x.y.z # 0, n > 3 sartlanm saglamak lizere
X"+ y" = 2" Diophantine denkleminin higbir tamsay1 ¢6ziimii yoktur.” Bigiminde
ifade edilen Fermat 'in son teoreminin ispatianmast igin yapilan ¢alismalar Kompleks
Analiz ve Cebirsel Sayilar Teorisi gibi biitiin matematik disiplinlerinin en aktif
sahalarinin ortaya gikmasina neden olmustur.

Sayilar teorisinin en eski konularindan birisi de Fermat’ in son teoreminin
n = 2 igin 6zel durumu olan x> + y* = 7z’ Diophantine denkleminin tamsay:
¢ozamlerinin ve bu ¢dziimlerin cebirsel 6zelliklerinin aragtinimasi problemidir. Son
denklemin bitiin tamsay: gézimlerinin ; u, veZ, u> v, u+ v = 1(mod2) ve (u,v) = 1
olmak tizere x=u’-v?,y=2uv, z=u’+ v’ bigiminde oldugu Euclid’ den
beri bilinmektedir. Gergekte bu denklemin ¢éziimleri ; geometrik olarak dik kenarlari
X, y ve hipoteniisii 7 olan bitiin dik iiggenierin bulunmasi seklinde yorumlanabilir.

x* + y? = 2% Diophantine denkleminin ¢ézimlerinin geometrik ifadesi olan x, y
dik kenarh ve z hipoteniisli dik Giggenin alamina Pyrhagorean sayisi denildigini
biliyoruz. Pythagorean sayilan tizerindeki ¢alismalar halen devam etmektedir.

“Pythagorean Uggenlerinin Alanlanmn Ozellikleri Uzerine” adli tez konumun
tespitinde ve tezin hazirlanmasi sirasinda bana yardimlanm esirgemeyen damgmanim
Yrd. Dog. Dr. Ahmet CIHANGIR’ e ve hocam Prof. Dr. Hasan SENAY a tesekkiiri
zevklj bir gorev olarak kabul ediyorum.

Agustos - 2001 : E.Gokgen ALPTEKIN
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1.GIRIS

Fermat’ in son teoremi olarak bilinen “n > 3 ve n tamsayt olmak tzere
x"+y" = 2" denklemini saflayan hicbir (x, y, z) tamsay1 ¢6ziimil yoktur” bigimindeki
ifadenin n = 2 igin ozel hali x’+y’ = 2# Pythagorean denklemidir. Pythagorean
denkleminin géziimleri olan (x, y, z) Pythagorean tgliileri ve bu tiggenlerden her
hangi ikisi arasindaki iligkiler Gizerindeki galigmalar halen devam etmektedir.

Bu ¢aligma 0¢ boltimden olugmaktadir. Birinci bolimde; konu ile ilgili tanim
ve teoremler asil kaynaklarnindan alinarak verilmis ve teoremlerin ispatina
girilmemigtir. tkinci bolamde; Pythagorean tggenleri hakkinda bilgi verilmig ve 6zel
olarak esit alanli Pythagorean uggenleri ve bir yada daha fazla kenan kare olan
Pythagorean tggenleri tamtilmigtir. Son bolim de ise (x, y, z) Pythagorean
icgeninin alam olan Pythagorean sayilanna ait ozellikler verildi. Pythagorean
saytlannin Fibonacci, Lucas ve Mikkemmel sayilar ile iligkileri incelendi. Aynca
ikiz, tigliz, dordiiz, besiz, bagimsiz Pythagorean sayilarinin tamimlanm verdik ve bu
sayilanin 6zelliklerini inceledik.

1.1. Kaynak Arastirmas:

{1k aglardan beri tiggenler izerinde yapilan ¢aligmalarda kenarlan tamsayilar
olan dik tggenlerin bulunmasi problemi bir ¢ok matematik¢inin ilgisini gekmigtir.
z > 0 olmak @izere x, y, z tamsayilan igin x’+)” = 2 oluyorsa kenarlan x, y, z olan
dggene Pythagorean Uiggeni (x, y, z) sirah tgliisiine de Pythagorean uglitst denir.

Milattan dnce 1800 lii yillarda Mezapotamyali matematikgilerin bu tip diggenler
tizerinde  ¢ahstiklanmi, Kolombiya Universitesi mizesindeki  Plimpton
Kolleksiyonunda bulunan 322 numarali tablet tzerindeki 17 Pythagorean
tiggeninden anliyoruz. Helenik gaplarda Pythagoreas (M.0.569-500), Euclid
(M.0.350 li yillar) ve Eratosthenes (M.0.276-196) gibi bilim adamlan tarafindan
yapilan galigmalar sonucunda u, veZ, (1, v)= 1 ve u > v olmak (zere

x =~»u2-v’,y =2uv, z=u'+V

formiilleri ile bitiin (x, y, z) Pythagorean tglalerinin bulunabilecegi gOsterildi [19].



Waclaw Sierpinski (1962) “Pythagorean Triangles” isimli kitabinda primitif
veya her hangi bir Pythagorean Uggeninin bulunmasi, x, y, z tamsayilannmn
olusturdugu Pythagorean iggeninin parametrelere bagh temsillerini vermigtir, Farkli
hipoteniisla egit alanli Pythagorean tggenleri hakkinda ozellikler verilmis, bir yada
daha fazla kenan kare olan Pythagorean tiggenleri tanuttdlmigtir. Aynica Pythagorean
tiggenlerinin kenarlarindan en az birinin 3, 4 veya 5 ile bolinebilecefiini gostermistir.
Bunlara ek olarak iki kenan ardigik olan Pythagorean tggenlerinden, esit gevreli ve
esit alanhi Pythagorean tiggenlerinden bahsetmistir [15].

Fermat her n dogal sayis1 igin, esit alanh n Pythagorean tggeni klimesi
oldugunu ifade etmistir. Esit alanlara sahip iki Pythagorean tiggenin firetilmesi ve bu
Pythagorean tggenlerin primitif olmasi igin gerek sartlan vermigtir. Aynca bu tip
tiggenlerin kiimesinin geometrik dzelliklerinden bahsedilmigtir [20].

1.2.0n Bilgiler

Tamm 1.2.1 a ve b tamsayilar olmak iizere a=>b.c olacak gekilde bir ¢ tamsayis1
varsa b, a y1 boler denir ve b laile gosterilir [1].

Tanmm 1.2.2 a ve b tamsayilannin ortak bolenlerinin en bityitt d ise d ye a ve b nin
en byiik ortak boleni denir ve (a, b) = d seklinde ifade edilir [17).

Tamm 1.2.3 Eger p ve q, p<q sartin1 salayan tek asallar ise 0 zaman ¢ - p2 2 dir.
Eger g — p = 2 ise 0 zaman p ile ¢ ya ikiz asallar denir. Yani ardigik iki tek say1 asal
ise bu sayilara ikiz asallar denir [14].

Tamm 1.2.4 Bir # dofial sayist kendisinden kiiglik bitin pozitif bolenlerinin
toplamina esitse bu r dogal sayisina mikkemmel say1 denir [16].

Teorem 1.2.1 Bir ¢ift sayiin mitkemmel say1 olmasi igin gerek ve yeter sart »n bir
dogal say1 ve 2" -1 de bir asal say1 olmak Ozere bu gift sayin 2"(2" ~1) seklinde
olmasidir [2].

Teorem 1.2.2 Bir n ¢ift mikemmel sayisinin birler basamaginda 6 veya 8 bulunur.
Yani n=6(mod10) veya n=8(modl0) dur [2].



Tamm 125 F, = 1, F;= I ven 2 3 icin F, = F,; + F,_, esithji ile tammlanan
sayilara Fibonacci sayilan denir. Fibonacci sayilanndan olusanve 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, 34, 55, 89, 144, . . . bigiminde verilen diziye de Fibonacci dizisi denir [8].

Teorem 1.2.3 Pozitif bir n tamsayist i¢in Fibonacci dizisinden alinan F, ve F4,

bigimindeki iki ardigik Fibonacci sayisi aralarinda asaldir [8].

Teorem 1.2.4 F,. F, , — F ./ = (-1)" dir. n bir tek say1 ise Fps; Fny = Fo’ -1
seklinde yazilabilir [18].

Tanm 1.2.6 L; = I, L = 3 ve n 2 3 igin L, = Ly + Ly, esitlikleri ile tanimlanan
sayilara Lucas sayilan denir. Lucas sayilannin olugturdugu 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47,
76, 123,199,322, . . . bigimindeki diziye Lucas dizisi denir [8].

Teorem 1.2.5 Her n2 1 igin iki ardisak Lucas sayis) aralarinda asaldir [8].

Teorem 1.2.6 (Bertrand Postulati) n bir pozitif tamsay: olmak {izere n < p < 2n
egitlifini gergekleyen en az bir p asalh vardir. Yani p,, r inci asal ise her » igin
Pre1< 2p, dir [8].

Teorem 1.2.7(Kiiciik Fermat Teoremi) Her hangi bir a tamsayis1 ve p asali igin
a =a(modp) dir {17].

Tanm 1.2.7 a,, a;, a3, . . ., a, pozitif reel sayilan ile negatif olmayan bir ap reel
sayist verilsin. O zaman [gg] =ap ven =1 igin
1

+
[al,az,a3,...,a,,]
ifadesine sonlu siirekli kesir denir [14].

lao. a) ay, ..., a]= a,

Tanmm 1.2.8 gy harig a; —lerin timi(i = 1, 2, 3, . . . , n igin) pozitif ve reel olmak

uzere A = [ap, a) a) . . ., a,] olarak verilsin. Eger 0 £ k < n igin
Cc=lag ay, a, ..., a;] olarak verilen Cy ifadesine A nin k —1nc1 yakinsamasi denir
[14].

Teorem 1.2.8 q, tamsayis: hari¢ a; tamsayillaninin timii pozitif olmak izere bir
A=lap, a;, a3, . . ., a, Jsonlu sirekli kesri verildiginde k 2 0 igin {p,} ve {g,}dizileri,
pP2=0,p. =1, pp=apri+ pr2
P271,9. 1 =0, g axqr1 ¥ qu2

bigiminde verilir {14].



Tanm 129 C veD,0<C <D ve g— de bir kareye egit olmayacak gekilde

tamsayilar olmak iizere t 2 1 igin J:-ICE = [ao,a,,az,...,a, ] olarak verilsin O zaman

bu esitlifi saflayacak sekildeki en kiigtik pozitif t tamsayisina siirekli kesrin periyot
uzunlugu denir [14].

1.2.1 Pell Denklemleri

Leonard Euler 10 Agustos 1732 tarihinde Christian Goldbach' a yazdif
mektupta, x, y, D tamsayilar ve D bir tamsayinin karesi olmamak tizere;

x?-Dy =1 (1.2.1)
denkleminden Pell denklemi olarak soz etti. Ancak matematikgilerin gogu bu
isimlendirmenin yapilan bir hatadan kaynaklandifini dizgiiniir.

(1.2.1) denklemi D parametresine bagh oldugundan bu denklem bir
parametreye bagili bir denklem ailesidir. Yine (1.2.1) denkleminde x ve y nin her
ikisinin de negatif olmadifinin kabul edilmesi genellii bozmaz. Herhangi bir D
parametresi igin (1.2.1) denkleminin x = + I, y = 0 n bir ¢6ziim oldugu kolayca
gorilir ki bu ¢oziime agikr ¢6zam denir. Ayrica eger D, a gibi bir tamsaymin karesi
(yani D = a”) ise o zaman,

1=x-Dy=x-d¥ = (x- ap)(x+ @)
olmas: ancak ve ancak, x —ay = ¥ 1, x + ay = * 1 olmas1 ile miimkiindtr. Bu ise
x = * 1, y = 0 olmas1 demektir. Yani D = a’ olmas1 durumunda asikir ¢ozam tek
¢6ziim olur, O halde bundan sonra (1.2.1) denkleminde D yi pozitif ve bir tamsayinin
karesine egit olmayan bir tamsay: olarak kabul edecegiz. Stphesiz Pell denkleminin
(1, 0) dan faikh bir ¢6ziiminin bulunmas: konunun en zor kismin tegkil eder.

x’ - Dy’ = -1 denklemine ise x* Dy’ = I Pell denkleminin ilgilisi veya
negatif Pell denklemi denir.

Bitin  ¢aglarda (1.2.1) denklemi ile bir ¢ok matematik¢i ilgilenmigtir.
Boudhayana(M.0 4.yy. Hindistan) +2 nin 17/12 ve 577/408 gibi iki rasyonel
yaklastmim buldu. Bu oranlar D = 2 igin Pell denkleminin ¢6zimlerine kargilik gelir.



Archimedes(M.0.3.yy.) /3 tn 1351/780 rasyonel sayisina yaklagugim gosterdi ki
bu oranda D = 3 igin Pell denkleminin bir ¢ézimiidir.

(1.2.1) bigiminde ifade edilen Pell denkleminin ¢oziimiinin varhfim

gostermenin en iyi bilinen yolu sirekli kesirler ile vD nin yaklagimim bulmaktir.

Teorem 1.2.1.1 D tam kare olmayan pozitif bir tamsayi ve ¢ de VD nin strekli kesir
agilimimn periyot uzunlugu olarak verilsin. Ayrica p, ve g, de Teorem 1.2.8 deki
gibi tammlansin. O zaman x? — Dy’ = | Pell denkleminin sonsuz sayida ki biitiin
¢ozimleri agadidaki gibi verilir.
LEgertgiftisen=0,1,2,3,...i¢inx, =pw.1, Vn=gm-_, Olur.
2.Egerttekisen=0,1,2,3,...1¢inX, = pau—1, Yn=qam-1 olur [14].



2. PYTHAGOREAN UCGENLERIi

Bu bolimde Pythagorean denkleminin ¢oziimleri ile bu denklemlerin
¢ozimlerine karsihk gelen Pythagorean ucgenleri incelenecektir. Aynca bu
tiggenlerin kenarlan olan x, y, z tamsayilaninin 6zellikleri aynntihi olarak verilecektir.

Fermat' in son teoremi olarak bilinen “n> 3 ve n tamsayr olmak {izere
X'+y" = 7" denklemini saglayan higbir (x, y, z) tamsay: iiglsti yoktur” bigimindeki
ifadenin =2 igin 6zel hali olan

xX*+y‘=z 2.1
ifadesine Pythagorean denklemi adi verilir. Pythagorean iggeni Uzerindeki
cahgmalar (2.1) denkleminin tamsayr ¢oziimlerinin bulunmasina egdegerdir.
x* + y? = z%denklemini saglayan x ve y kenarh, z hipotentslt dik fggene
Pythagorean tggeni denir. x*+y* = z? denklemini saglayan x, y ve z dogal
sayilarmin olusturdugu (x, y, z) tiglitsine Pythagorean tgliisii denir.

Eger bu uggenin x, y dik kenarlan x > y > 0, x+y =I(mod2) ve x ile y
aralannda asal olma sartlanm saghiyorsa o zaman liggene primitif Pythagorean
Giggeni, (x, y, 2) t¢listne de primitif Pythagorean tglisii denir.

Pythagorean tggeninin biitiin kenarlan bir dogal say1 ile ¢arpilirsa, 0 zaman
yine kenarlan dogal sayilar olan benzer bir dik Gggen elde edilir ki bu iiggende
Pythagorean tiggenidir. Bundan dolay1 £k = 1, 2, 3, . . . olmak nzére verilen bir
(x, ¥, z) Pythagorean tiggeninden sonsuz goklukta daha biytk benzer (kx, ky, kz)
Pythagorean uggenleri elde edilir. Yani her bir Pythagorean tggeninden sonsuz
coklukta benzer Pythagorean tiggeni elde edilebilir.

Teorem 2.1 Tam benzer Pythagorean tggenleri arasinda bir en kiigtgl vardir ki bu

en kiigik (x, y, z) Pythagorean tiggeninin x, y, z kenarlan aralarinda asaldir.

Ispat. Eger x ile y aralannda asal degil ise, o zaman (x, ) = d > 1 olacak gekilde

pozitif bir d dogal sayis1 vardir. Bu durumda, en bitytik ortak bélen tammindan x, ve

y,dogal sayilar olmak {izere x = dx, ve y = dy, olarak yazlabilir. Buradan
Z=xvy = (dx )+ (dy ) = dx,*+ p,)



olur. Boylece &, 2’ yi boler ise d, z nin bir bolenidir. Yani z = dz, olacak gekilde

z, dogal sayis1 vardir. O halde x = dx, , y =dy, vez =dz, ise (2.1) denkleminden
x, 2+ y,2=22

dir. Boylece (x,, y,, z, ) Pythagorean iggeni, (x, y, z) Pythagorean tiggeninden daha

kigtktir ve (x, y, z) tiggenine benzerdir. Dolayisiyla benzer tiggenlerin en kigigtiniin

kenarlan aralarinda asal olmahdir. (x, y, z) Pythagorean iggeninin x ve y kenarlan

aralarinda asal iken daha kilgiik olmayan benzer Pythagorean tggenleri vardir Eger

(a, b, c¢) bir benzer Pythagorean liggeni ise; tiggenlerin benzerliginden % = % olur.

Ancak x ile y aralarinda asal oldugundan 2 Kesri indirgenemez. Buradan da
Yy

kabulimiiziin aksine a 2 x ve b 2 y elde edilir. Boylece (a, b, ¢) Pythagorean
tiggeni (x, y, z) Pythagorean Gggeninden daha kiigiik olur ki bu miumkin degildir.
Yani (x, y, z) Pythagorean {iggeni en kiigiiktiir.

(x, ¥, z) Pythagorean uglusi, kenarlan x, y, z olan bir Pythagorean uggeni
oldugundan (x, y, z) ye Pythagorean figgeni de denir. Efer (x, y, z) Pythagorean
tiggeninde x ile y aralarinda asal ise (x, y, z) ye primitif Pythagorean tiggeni denir.
Bu tespitlerden dolay: tim Pythagorean iiggenlerini bulmak yerine, sadece primitif
Pythagorean tUggenlerini bulmak yeterlidir. Ctnkt dier Pythagorean uggenleri,
primitif Pythagorean tiggenlerinin 2, 3, 4, . . . tam katlarinin alinmasiyla elde edilir.
Tam benzer Pythagorean uggenlerinin en kiigia primitifdir. Fakat iki primitif
Pythagorean tiggeni asla benzer olamaz.

Simdi de bir primitif Pythagorean uggeninin kenarlanmin hangi 6zellikleri
saflamas: gerektigi aragtinlacaktir.

Bir primitif (x, y, z) Pythagorean tggeni verilsin. O zaman x ile y aralarinda
asal olacagandan x ile y nin ikisi de ¢ift olamaz. Acaba x ile y nin ikisi de tek olabilir
mi? Bu durumu inceleyelim. ~

Her hangi. k tamsayis1 igin bir tek sayiyr, 2k+/ bigiminde gosterirsek,
(2k+1)° = 4K+ 4k+1 = 4k(k+1)+1 olur. Burada k ile k+ ] ardigik oldugundan biri tek
iken diferi ¢ift olur. Dolayistyla £ ile k+/ den birisi 2 ile biili;nilr ki bu ise 4k&+1)
in 8 ile bolinmesi demektir. O zaman (2k+1)°, 8 ile bolandiginde 1 kalamm verir.
Bu durumda iki tek saymin karelerinin toplam: 8 ile bélindiginde 2 kalamm



vereceginden bu toplam cifitir ama 4 ile béliinemez. Ancak bir ¢ift saymin karesi 4
ile bolimebilirdir. O halde iki tek saymin kareleri toplam, bir ¢ift dogal sayinin
karesine egit olamaz. Yani (2.1) denklemi, x ile y nin her ikisi de tek iken saglanmaz.
Bu durumda (x, y, z) Pythagorean tiggeni primitif ise, x ve y nin biri tek iken, digeri
¢ift olmahdir.

Simdi y nin ¢ift oldugunu varsayahim. O zaman x ve z tekdir. (2.1) denklemini

V= (E+x)(z-x) (22)
seklinde yazabiliriz. Burada z + x ve z —x sayilan iki farkh tek sayimin toplamu ve
farki olacagindan dolay1 z — x ve z + x sayilarinin her ikisi de gifttir. Bu durumda a
ve b dofal sayilar olmak iizere, z + x ve z ~ x ifadeleri

z+x=2a,z-x =2b 2.3)
bigiminde temsil edilebilirler. O halde ‘
z=a+b,x=a-b 2.4)

olur. Bu egitliklerde a ve b nin aralarinda asal olmas: gerekir. Eger a ile b nin ortak
boleni olan d, birden bitytik ise 0 zaman d, z ile x in dolaysiyla z + xilez—x inde
ortak bdlenidir. Ote yandan (2.2) den &, 37 nin de bir bolenidir. Buradan d | y
olacagindan d, x ve y nin de bir ortak bdleni olur. Bu durum x ve y nin aralarinda
asal olmastyla celigtifinden a ve b aralaninda asal olmalidir. Yani d =1 dir.

Eger y ¢ift ise 0 zaman c bir dogal say1 olmak tizere, y = 2c olarak yazlir.
Buradan ve (2.2) den 4c’=4ab olacagindan

= ab .5)
bulunur. Aralarinda asal iki saymnin garpimi bir dogal sayinin karesine egitse o zaman
onlarin her biri bir dogal saymn karesine esit olacagindan, (2.5) ifadesinde @ = m’
ve b = n’ alabiliriz. Burada m ile n aralaninda asal dogal sayilardir. Béylece a ve b
aralarinda asal oldugundan ve (2.4) ifadesinden z = m’ + n’, x = m’ — n’ bulunur.
(2.5) ifadesinde @ = m?, b = n” alirsak, ¢ = mn olur. Ote yandan y = 2c oldugundan
y = 2mn dir. Béylece m ile n sayilan aralaninda asal ve y ¢ift olmak tzere (x, y, z)
primitif Pythagorean tggeninin

x=m2—-n2,y=2mn.z=mz+n’ (2.6)
bigiminde verilebilecefini goOstermis olduk. Burada m ve » aralarinda asal
olduggundan, her ikisi de ¢ift olamaz. Eger her ikisi tek isc o zaman x = m’ — n” gift
olacagindan bu da imkinsizdir. Yani m ile n nin her ikisi tek de olamaz. Bundan



dolay1 m ve » nin biri tek iken digeri ¢ift olmalidir. Yukarida y = 2mn oldugundan y,
4 ile boluntr. Buradan her primitif Pythagorean uggeninin ve dolayisiyla her
Pythagorean tggeninin kenarlarindan en az birinin 4 ile boliinebilecegi sonucu ¢ikar.
Bu tespitten dolay1 kenarlannin hepsi asal olan higbir Pythagorean tiggeni yoktur.
Ancak hipoteniisii ve bir kenan asal olan Pythagorean iggenleri vardir.

Omegin ; (3, 4, 5), (19, 180, 181), (79, 3120, 3121) dir. Asal sayilann sayisi
sonsuz oldugundan dolay1 bu tip iiggenlerin sonsuz ¢oklukta olacag: agiktir.

Simdi de m ile n nin biri tek iken digeri ¢ift , aralarinda asal ve m - n olmak
iizere ve (2.6) ile verilen x, y ve z sayilarindan olugan (x, y, z) Gggeninin primitif
Pythagorean tiggeni oldugunu gosterelim.

(m’ — n’)?4 (2mn)? = (m? 4+ n’)? oldugundan (x, y, z) lggeninin Pythagorean
tcgeni olacagr agiktir. Primitif oldufunu gostermek igin x ve y nin aralaninda asal
oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin 4 bir den biyikk bir tamsay1 olmak iizere
(x, ¥) = d olsun. x tek oldugundan d tek olabilir. (2.1) den d, z nin bir bélenidir. O
halde (2.6) dan dolay1 d, m’+ n’ ve m’ - n’ nin de bir bdleni olur. Aym zamanda d,
2n?’ toplami ve 2’ farkinin da bir boleni olur. Ancak d tek say1 oldugundan d, m’ ve
#n’ nin ortak béleni olmalidir. Burada m ile n aralaninda asal oldugundan m’ ve n’ de
aralaninda asal olur. O zaman bunlarin ortak boleni olan d, 1 den bityiik olamaz. Yani
x ve y aralarinda asaldir.

Simdi farkh (x, y, z) Pythagorean uggenleri ile iligkili olarak m ve n nin

durumunu inceleyelim. (2.6) dan 2m” == z + x, 2n” = z - x olur ki burada m ve n dogal

. m .
saylan tamamen x ve z saytlan tarafindan belirlenerek — nin
n

€ €5,

indirgenemez bir kesir oldugu sonucuna vanlir. Béylece asagidaki teoreme ulaginz.

Teorem 2.2 m ile n aralarinda asal, m > n ve m ile n tamsayilan biri tek iken digeri
¢ift olmak (izere, y si ¢ift olan tim primitif (x, y, z) Pythagorean uggenleri
x =m’-n’,y = 2mn, z = m*+n’ formillerinden elde edilir ki y si ¢ift olan bir
(x, y, z) primitif Pythagorean tiggeni yalmz bu yolla bulunur.

Simdide x’+ 7 = z? denklemini

= (4 () @7
bigiminde yazalim. Her zaman y ¢ift oldugundan dolay1 x ve z tek olacaktir. O zaman

z+y=u,z-y=vdersek, u ile v tek ve aralaninda asal olur. Gergekten x ile y
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aralaninda asal, dolayisiyla y ile z de aralarinda asal ve z tek oldugundan (2.7) den
X’ =uv, u=z+y, v=2z-yolup uile v nin her ikisinin de tek oldugu gorilir. O
zaman u ~ k*, v ~ I olacak sekilde aralaninda asal k ve / tek dogal sayilan vardir.

Boylece

kl,z —(ui )=V ) y—(u-v) ==k -1
X S ) S E)y S fu- V) =5 (k-17)
elde edilir ve Teorem 2.2 nin ispat mantifindan su teorem ispatlamis olur.

Teorem 2.3 £ ile / aralarinda asal ve tek dogal sayillar olmak lzere, y si ¢ift olan

tim (x, y, z) primitif Pythagorean uggenleri
kK- k412

z =

*

2 2

formalleri ile verilir ve y bilegeni ¢ift olan her bir primitif Pythagorean tggeni sadece

x=kl, y= , k> ligin (2.8)

bu yolla elde edilir.
Her bir (x, y, z) primitif Pythagorean uggeninden sonsuz sayida primitif
Pythagorean tiggeni uretilebilir [S]. Aksine (x, y) = ¢ igin (x, y, z) bir Pythagorean

Giggeni ise o zaman (—';— , -‘:i . ? ) de bir primitif Pythagorean tiggenidir.

Her hangi bir Pythagorean iggeninin kenarlaninin (2.6) ile verilen elde edilig
formillerinden ve onceki tespitlerimizden bir Pythagorean uggeninin en az bir
kenarimin 4 ile béliinebilecegini biliyoruz. $Simdi de kenarlarindan en az birinin 3 ile
bolinebilecegini ispatlayalim.

Ispatimiza (x, y, z) Pythagorean uggeninin kenarlarindan x ile y nin 3 ile
bolunemedigini farz ederek baglayalim. (2.8) formiillerini g6z oniine alirsak; & ve /
tamsayilar olmak tizere, x ile y yix = 3k+ /, y =3I+ [ bigiminde alahm. Buradan

P+ 3y = 3(3K%+ 3PP £ 2k +2)+2
olur ki bu bir dogal sayinin karesi olamaz. Ciinkii 3 ile bélanebilen bir sayinin karesi
de 3 ile béliinebileceginden 3 ile bolinemeyen 3¢+ 7 bigiminde ki bir dogal sayinin
karesi de (3t+ 1)’ = 3(3F+ 2¢)+1 esitlii sebebiyle 3 ile bolunduginde 1 kalanim
verir. Boylece x’+ ) = 7 ifadesinden asla 2 kalam elde edilmez. Bu ise x ve y nin

her ikisinin de 3 ile boliinememesi kabuliiyle gelisir. Yani x ve y sayilarindan en az
biri 3 ile bolunebilirdir.
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Pythagorean uggenlerini gz 6niine alirsak kenarlanindan biri 3 ile bolanebilen
Pythagorean tggenlerinin aym zamanda bir kenan da 4 ile bélinebilirdir. Omegin;
(3,4, 5), (5, 12, 13), (8, 15, 17) ve (7, 24, 25) primitif Pythagorean tggenlerinin
kenarlan 3 ve 4 ile bolinir.

Simdi de her bir Pythagorean iiggeninin kenarlarndan en az birinin 5 ile
boltinebildigini gosterelim.

flk olarak bir n dogal sayisimn 5 ile bolinemedigini farz edelim. O zaman »,
n =5k + 1 veyan = 5k * 2 seklinde olacaktir. Egger n = 5k I ise n’ = 5(5K°+ 2k)+ 1,
n = 5k+ 2 ise o zaman n’ = 5(5K°+ 4k)+4 dir. 5 ile bolinemeyen bir dogal saymmn
karesi 5 ile bolundiiftnde 1 veya 4 kalamm verir. Eger (x, y, z) Pythagorean
dcgeninde x ve y kenarlan 5 ile bolinemez ise o zaman x’ ve )’ sayilan 5 ile
boliindagiinde 1 yada 4 kalamm verir. Bu ytizden x?+)”, 5 ile bolandugtnde 2 yada
3veya 0 kalamm verir. Eger x’+y” nin degeri 5 ile bolundiginde 2 veya 3 kalanim
veriyor ise 0 zaman bu toplam bir sayimn karesine esit olamaz. Canki higbir sayinn
karesi 5 ile bolindiiginde 2 veya 3 kalamm vermez. Eger x’+)” nin degeri 5 ile
bolindiginde 0 kalanim veriyor ise o zaman 2° 5 ile bolinebilirdir. Buradan z de 5
ile bolunebilirdir. Efer Pythagorean tggeninin x ile y kollanindan higbiri 5 ile
bolinemiyorsa o zaman hipotenilsil 5 ile bolinmelidir.

Bir primitif Pythagorean tggeninin sadece kenarlanndan biri 5 ile
bolunebilirdir. (5, 12, 13), (21, 20, 29) ve (3, 4, 5) Gcgenlerinin 5 ile bolinebilen
kenan, hipotenisii veya kollarindan birisi olur ki bu kollar gift veya tek olabilir.

(3,4,5) tiggeninin kenarlan ardisik dogal sayilardir. Bu 6zelligi saglayan sadece
bir tek primitif Pythagorean tiggeni vardir, n>1 dogal say1 iken Pythagorean tGggeni
n-1,nve n+l kenarlarna sahipse (n— 1)°+n’ = (n + 1)? olmahdir, buradan n’=4n
ise n = 4 olur ve bdylece (3, 4, 5) iiggeni elde edilir.

Ote yandan kenarlan aritmetik olarak artan tim Pythagorean iggenlerini
bulmak kolaydir. n > & ve k ile n dogal sayilan igin, bir Pythagorean tiggeninin
kenarlanmt n—k, n, n+k ile temsil edelim, Buradan (n — k)*+n” = (n + k)? dir. Buda
n’ = 4nk olmas demektir. Yani n = 4k olur. Bu yitzden k = /, 2, 3, ... degerleri igin
(3k, 4k, 5k) Oggenini elde ederiz. Tam bu tggenler (3, 4, 5) Pythagorean tiggenine
benzerdir.
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Simdi de iki kenan ardiik dogal sayilar olan Pythagorean tggenlerini
inceleyelim. fki ardisik dogal say1 her zaman aralaninda asal oldugundan béyle bir
tiggen primitif olmahdur.

z -~ x = 1 olmast imkansizdir, ¢iinkii z ve x tek sayilardir. z — y = 1 oldufunu
varsayalim. Teorem 2.3 den =1 olur .k>1 bir tek say1 iken

k-1 k2 +1
y= S 2T 5 (2.9)
oldugundan / = 1 dir.

(2.9) formiili z — y = 1 olan tim Pythagorean iiggenlerini verir. Bu sekilde
olan ilk on Pythagorean figgeni; (3, 4, 5), (5, 12, 13), (7, 24, 25), (9, 40, 41),
(11, 60, 61), (13, 84, 85), (15, 112, 113), (17, 144, 145), (19, 180, 181),
(21, 220, 221) dir.

Boyle tggenler Moessner * in

(10n —-5) *+[50n(n ~1)+12] *< [50n(n —1)+13] *
esitlifinden de elde edilebilir. Bu esitlikte » = 1, 2, . . ., 10 i¢in; (5, 12, 13),
(15, 112, 113), (25, 312, 313), (35, 612, 613), (45, 1012, 1013),
(55, 1512, 1513), (65, 2112, 2113), (75, 2812, 2813), (85, 3612, 3613),
(95, 4512, 4513) tggenleri elde ederiz.

Hipoteniisit ile bir kenan ardisik olan yani z = y+I olan Pythagorean
tiggenlerini elde etmenin difer bir metodu da, » bir dogal say1 olmak tzere £>1 tek
say1 iken (2.9) formiillerinde £=2n+1 koymaktir. Bu durumda x,y, z

x=2n+1 y=2nm+1), z=2nMm+l)+1 (2.10)
olarak elde edilir. Gergekten burada » yerine degerler verirsek; (3, 4, 5), (5, 12, 13),
(7, 24, 25), (9, 40, 41), (11, 60, 61), (13, 84, 85), (15, 112, 113), (17, 144, 145), (19,
180, 181), (21, 220, 221), . . . olur [15].

x=k,

2.1 Esit Alanh Pythagorean Uggenleri

Kenarlan farkh olan (21, 20, 29) ve (35, 12, 37) primitif Pythagorean
figgenlerinin alanlan egit ve degeri 210 dur. Bunlardan daha kiigik farkh hipoteniislii
ve aym alanlh farkh primitif Pythagorean uggenleri yoktur.
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Gergekten egger hipotentisi 37 den kiigik olan Pythagorean uggenlerini
incelemek istersek o zaman (3, 4, 5), (5, 12, 13), (15, 8, 17) primitif Pythagorean
tiggenlerinin katlan olan agafidaki tggenleri goz oniine almamiz gereklidir.

Y z Alan y z  Alan
3 5 6 18 24 30 216
6 10 24 21 28 35 294
9 12 15 54 5 12 13 30
12 16 20 96 10 24 26 120
15 20 25 150 15 8 17 60

Bu tiggenleri goz oniine alirsak; hipoteniisii 37 den ve alam 210 dan kagik olup
ta alanlan egit olan farkli Pythagorean iggenleri yoktur. Bundan dolay:, farkh
hipotendislit ve esit alanh primitif Pythagorean uggenlerinin en kugik gifti
(21, 20, 29) ve (35, 12, 37) uggen giftleridir,

Ote yandan esit alanh ve aym hipotentslii dik iiggenler kongrilent olmalidir.
Gergekten eger (a,, b,, c,) ve (a,, b,, c,) boyle tggenlervea, 2 b, ,a, 2 b, ise
hipotezden a,b, =a, b, vec,= c, olur. Burada a} + b} = a3+ b} dir ve bdylece

fa,~b,)" = (a,-b,) ve(a,+b,)'=(a,+b,)
elde edilir. Buradan

a,-b,=a,-b, vea,+b,=a,+b,
dir. Buise a, = a, ve b; = b, olmas1 demektir.

(15, 112, 113) primitif Pythagorean tiggeninin alam 840 olup, 840 = 4.210
oldugundan bu, (21, 20, 29) ve (35, 12, 37) iggenlerinin alanlarnin dort katidir.
Bﬁyleée (15, 112, 113) tggeninin alam siras ile (21, 20, 29), (35, 12, 37)
Ucgenlerinin 2 ile carpiimasiyla elde edilen (42, 40, 58) ve (70, 24, 74) Gggenlerinin
her birinin alamna egit oldugundan farkh hipotenisla ve egit alanli (15, 112, 113),
(42, 40, 58), (70, 24, 74) Pythagorean tggenleri elde edilir. Bu tiggenlerden sadece
birisi primitiftir. Ancak aym alana sahip dg farkli primitif Pythagorean tggeni
(4485, 5852, 7373), (19019, 1380, 19069) ve (3059, 8580, 9109) dur ki bunlarin
alan1 13123110 olup, bu alan en kogoktir,
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Simdi farkh hipotentsli ve aym alanh keyfi goklukta Pythagorean tiggeni elde
edilip edilemeyecegini aragtiracafiz. Bu sorunun cevabi Fermat’ in agafidaki

teoremi ile verilir.

Teorem 2.1.1 Her bir n dogal sayis1 igin farkh hipoteniislii ve aym alanli » tane
Pythagorean iggeni vardir.

Lemma 2.1.1 Verilen bir n dogal sayis1 igin farkh hipoteniisla ve aym alanh n
Pythagorean tiggeni var ve onlann birinin hipoteniistt tek say ise, 0 zaman onlardan
birinin hipoteniisii tek olacak sekilde, aym alanh ve farkh hipoteniisld, #+/ tane
Pythagorean tiggeni elde edilir.
ispat. n bir dogal sayy, k=1, 2,..., nvea,<b,<c, olmak dzere n Pythagorean
figgeni (a,, b, , c, ) olsun. Bu Pyrhagorean tggenlerinin hipotentsleri farkh, alanlan
esit ve ¢, tek say1 olsun. Aynca k=1, 2,..., n igin

a, =2 -a’)c,a,, b, =2(2-al)c\b,, c,=2(bl-al)cc, (2.11)
ve

a,,=m-a2) b, =4ab,c’, c,,=4aib’+c,’ (2.12)

olarak alalim. Dikkat edilirse
k=12...,nign (@}, b,, c,) Gggenleri Pythagorean tggenleridir. Ciinkt

onlann kenarlan dogal sayilardir ve bu dggenler (a,, b,, c,) Pythagorean
ticgenlerine benzerdir. (@,,,, b,,, C,,) Oggeni (2.12) formalinden dolayt bir
Pythagorean tggenidir. Conki ¢? = a’+b? olmak tizere

O’ - d) ‘+ 164V (@ + b)) * = [4a°b’ + (@ + b)) 7]
esitligi gergeklendiginden dolay: (a,, b,, ¢,) Pythagorean uggeni olur. Dolayisiyla
a’+ b?=¢? dir. Simdik = 1, 2, ..., n+l igin (a,, b,, c,) Gcgenlerinin
sartlarrmiz1 safladifim gostermeliyiz. Bunun igin k£ = 1, 2, . . ., n olmak {izere
(a,, b,, c,) tggenlerinin her birinin alamim A ile gosterelim. Boylece a, b, = 2A

olurve (2.11)den k=1, 2,...,niken (a,, b,, c,) cgeninin alant

| Y
5 Grby =207 ~ai)c’a b, = 4] - ai)e,’A
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olur. Ote yandan (2.12) ifadesiyle verilen (a.,.,, b.,,,, ,..) Pythagorean uiggeninin

alam, k=1,2,..., n+l igin
1

’2' a'ml b;m =2(b12‘alz)za|blclz=4(b12“112)2012A

olarak bulunur. Béylece (a,, b,, c,) Uggenlerinin aym alanlara sahip oldugu

gorildr.
k=1, 2, ..., niken (a,, b,, c,) Pythagorean uggenlerinin hipotenisleri
farkhidir. Gergekten verilen £k = 1, 2, . . . , n sayilan igin birbirinden farkl

(a,, b, c,) tggenlerinin hipoteniisleri olan ¢, lar (2.11) den hepsi ¢ift oldugundan
dolay: {a,, b}, c,) iggenlerinin hipoteniisleri farkhdir. Bununla beraber (2.12) den
ve hipotezde c, tek olarak verildiginden c_,, tektir. Béylece k = /, 2, ..., n+1 igin
bitdn ¢, sayilan birbirinden farkh olur ki ispat biter.

Lemmamizi; n = 1 i¢in en basit durumunu gbz éniine alarak a,= 3 , b,= 4 ve
¢,= 5 olmak tzere bilinen (3, 4, 5) Pythagorean tuiggenine uygulayalim. (2.11)
formiiliinden ayni alanh (a,, b,, ¢, ) ve (a,, b,, c,) Pythagorean tggenlerini elde
ederiz.

202 —at)c,=2.15=10
oldugundan

a, =703 =210, b, = 70.4 = 280, ¢, = 70.5 = 350 buluruz. Forml (2.12) nin
kullamiimastyla

a,=4*-3%’=49, b,= 4.3.4.5*=1200, c,=4.3%4*+5"=1201
bulunur. Buradan farkl hipoteniislii ve alanlart 29400 e esit olan (210, 280, 350) ve
(49, 1200, 1201) Pythagorean tggenleri elde edilir ki bunlardan (49, 1200, 1201)
Pythagorean tiggeni primitiftir.

Lemmamiz: bu tggenlere uygularsak farkhh hipoteniisliic ve egit alanh g
Pythagorean uggeni buluruz, Bu dggenlerinde kenarlanmin her birinde on
basamaklidan daha bilyik sayilar bulunur. Bununla beraber bdyle d¢ Oc¢geni elde
etmenin diger bir metodunu bulduk, Sdyle ki ti¢ basamaktan daha biyttk olmayan

sayilardan bu tip iiggenlerin kenarlan elde edilir. Benzer gekilde farkh hipoteniislii ve
aym alanh dort Pythagorean uggeni de bulunur. Bunlann kenarlan da dort
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basamaklidan biyitk olmayan sayilardan elde edilir . Yani (518, 1320, 1418),
(280, 2442, 2458), (231, 2960, 2969), (111, 6160, 6161) iggenlerinin alanlan esit
olup 341880 dir. Aymi zamanda kenarlan bes basamaklidan biiyilk olmayan
sayilardan elde edilen boyle bes idc¢gende bulunur ki bu dggenler
(2805, 52416, 52491), (3168, 46410, 46518), (5236, 28080, 28564),
(6006, 24480, 252206), (8580, 17136, 19164) dir. Alanlan da 73513440 a egittir.

Alant A ile verilen Pythagorean uggenlerinin sayisinin sonlu olacag agiktir.
Cunki Pythagorean iggeninin kollart 2A nin ¢arpami olmahdir. Bununla beraber
lemmamizin ispatindan kolayca gériilebilir ki drnegin, alanlar 6 ya esit olan rasyonel
kenarli sonsuz goklukta farkh dik iiggen vardir.

Gergekten; n > 1 igin lemmamizin ispatindan hipoteniislerden birisi tek olan
farkh hipoteniislia ve A alanli n Pythagorean tiggenine sahipsek, d bir dogal sayt
olmak iizere Ad” alanli hipoteniislerden birisi tek olan farkli hipoteniisli 't/ tane
Pythagorean ﬁqgeni vardir.(3, 4, S) iicgeninden baglayarak lemmamizi n-/ kez
uygularsak, m, n ye bagh bir dogal say1 olmak tizere farkl hipoteniislii ve 6m’ alanh
n Pythagorean uggeni elde ederiz. Bu iggenlerin her birinin kenarlanm m ile
kisaltarak rasyonel kenarli ve alam 6 olan n farkli dik iiggen elde ederiz. » dogal
sayistnin keyfiligi sayesinde alam 6 olan rasyonel kenarli farkh dggenlerin sayisi

sonlu olmaz. Bundan dolay1 béyle iiggenler sonsuz gokluktadir.

2.2 Bir Yada Daha Fazla Kenan Kare Olan Pythagorean Uggenleri

Hipotentisii bir dogal sayinn karesi olan sonsuz goklukta primitif Pythagorean
uiggeninin varhim ispatlayabiliriz. ‘

Her n < m < p sartim saglayan n, m, p pozitif tamsayilan igin (1, m, p) herhangi
bir primitif Pythagorean tuggeni olsun. Bu sekilde ki farkli hipoteniislti tiggenlerin
sonsuz ¢oklukta bldugunu biliyoruz. Burada (n, m, p) primitif Pythagorean tiggeni
oldugundan m ile n sayilarinin biri tek iken, digerinin ¢ift ve m ile » nin aralaninda
asal olmasi gerektigi agiktir. Teorem 2.2 de ki gibi x, y ve z sayilart (2.6) formiilleri
ile verildiginde (x, y, z) primitif Pythagorean Uggenini elde ederiz. O zaman

z =m?+n? = p?olur ki boylece hipoteniis bir kareye esittir.
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Omegin; (3, 4, 5) = (n, m, p) primitif Pythagorean uggenini alirsak hipoteniisit
kare olan (x, y, z) = (7, 24, 25) primitif Pythagorean iggenini elde ederiz. Benzer
sekilde (n, m, p) = (5, 12, 13) primitif Pythagorean tggeninden
(x, ¥, 2) = (119, 120, 169) primitif Pythagorean uggeni elde ederiz ki burada
169 = 13? dir. Aym diisiinceden hareketle hipoteniisii bir dogal saymin kiipiine esit
olan primitif Pythagorean tiggenleri de bulunabilir. Omegin; (117, 44, 125) primitif
Pythagorean uggeninde 125 = 5% dir. Benzer sekilde her s dogal sayisi igin
hipoteniisit dogal sayilarin s inci kuvveti olan primitif Pythagorean tggeninin
oldugunu ispatlayabiliriz ve 6zel olarak 5 sayinn s inci kuvvetidir[5].

Kollanmin biri bir dogal saymin karesi olan sonsuz g¢oklukta primitif
Pythagorean iiggeninin oldugunu géstermek de kolaydir.

q ile m tek say1, m ile n aralarinda asal ve n ¢ift say1 olmak uzere (g, n, m)
primitif Pythagorean tGggeni verilsin, Tcorem 2.2 deki gibi x, y ve = degerleri (2.6) da
verilen formiller ile hesaplamrsa, 0 zaman x = m’ — n’= g* olan (x, y, 2
Pythagorean tiggenini elde ederiz ki burada dggenin x kenan g tek sayisimn
karesidir.

Omegin, (9o n, m) = (3, 4, 5) primitif Pythagorean tggeninden
(x, ¥, 2) = (9, 40, 41) primitif Pythagorean tiggenini elde ederiz ki burada 9 = 32 dir.
Yine (g n, m) = (5, 12, 13) primitif Pythagorean  tggeninden de
(x, ¥, 2) = (25, 312, 313) primitif Pythagorean uggenini elde ederiz ki 25 = 5% dir [5].

Benzer sekilde ¢ift say1 olan kenan bir sayinin karesine esit olan sonsuz
coklukta primitif Pythagorean uggeninin varhiginm gostermek de zor degildir. k bir
tek dogal say1 ve k* - 4 ile 4k? aralannda asal olmak i{izere

(k' —4)* +(4k*)% = (k" + 4)°
esitligini alahm. k = 1 igin (3, 22, 5) , k = 3 igin (77, 6%, 85) , k = 5 igin
(621, 102, 629) iiggenlerini elde ederiz.

Simdi iki kenan da bir dogal sayinin karesi olan Pythagorean tiggenlerinin var

olup olmadifim aragtiracagiz. Bu sorunun cevabi Fermat' in u teoremiyle verilir.

Teorem 2.2.1 {ki kenarn da kare olan hig bir Pythagorean tiggeni yoktur.
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Ispat. Verilen bir Pythagorean tggeninin bir kolu ile hipotenistntin veya iki
kolunun da aym zaman da bir dofal sayimin karesi olamayacafim ayn ayn
gosterelim.

a) Iik olarak kollarimn her ikisi de kare olan Pythagorean tggenlerinin varligim
kabul edelim. Bunlarin arasinda hipoteniisi, kollann kare olan diger keyfi
Pythagorean uggenlerinin hipoteniislerinden daha kigik olan (x, y, z) ile temsil

edilen en az birinin olacaf agiktir. Bu kabulimizden dolayr verilen (x, y, z)
Pythagorean tiggeni igin a ile b dogal sayilar olmak tzere x=a* ve );=b 2olur. aile b
nin aralannda asal oldufunu gostermeliyiz. Eger a ile b birden biiyik bir 4 dogal
sayst ile bolinebiliyorsa o zaman a, , b, dopal sayilan igin a = da, ve b = db, dir.
Burada z% = d* (a] +b}) olacagindan z?, d*ile bolinebilirdir. Boylece z d* ile
bolunebilirdir. Yani z = d?z, olacak sekilde bir z, dogal sayis: vardir. Eger
2= d*(@a+ b}) esitligi d* ile boltnirse z7 = (a'+ b]) bulunur ki bu ise
z, < d*z, = z olmasi demektir. Boylece hipotentisi (x, y, z) Uggeninin
hipoteniisinden daha kiigik ve kollannin her ikisi de kare olan bir (@?, 57, z,)
Pythagorean tggeni buluruz. Bu bir geligkidir. Ciinki (x, y, z) Pythagorean tggeni
hipotentsi en kagik olacak sekilde segilmigti. O halde a ile 5 dolayisiyla a? ile 42
aralarinda asaldir. Buradan da (x, y, z) = (@?, b2, 2) tggeni bir primitif Pythagorean
tiggeni olur, Teorem 2.2 den dolay1 da a?, b? sayilanndan biri ¢ift olmahdir. Ote

yandan (2.6) formullerinde m ile » aralarinda asal ve biri tek iken digeri ¢ift olan
dogal sayilar olmak tizere

atl=m*-n? b*=2mn, z= m?+n’ (2.13)
olmahidir. Burada m gift ve 7 tek oldugundan a?+ n® = m? esitliginde a ve n nin her
ikisi de tek olmahdir. Ancak (@, m, n) Pythagorean tggeninde a ve n nin birisi gift
olmast gerektiginden bu imkAnstzdir. Bu yiizden m tek ise bir & dogal says: igin
n = 2k ve m ile n aralaninda asal olmas: gerektifinden dolay: m ile & da aralarinda
asaldir. Ayrica (2.13) deki ikinci esitlikte 52 = 2% mk oldugundan b gifttir. Bir / dogal
sayist igin b = 2/ alahm. /? = mk ve m ile k aralaninda asal oldugundan, m ile k mn
her ikisi de bir saymmn karesi olmahdir. Boylece 7 ile s dogal sayilan igin m = r?,
k =s* olur. Buradan n = 2k = 2s* dir. Ote yandan (2.13) de a* + n>=m?* ve m ile
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n aralarinda asal oldugundan, a ile n de aralaninda asal olmahdir. Bdylece (a, n, m)
bir primitif Pythagorean tggeni olur. Teorem 2.2 den dolay1 n gift olarak alintrsa

n 2mmn,.m miinl (2.14)
olacak sekilde birisi gift digeri tek ve aralaninda asal olan m, , n,dogal sayilarinin
varhgim gosterecegiz. Yukanda n = 2s* oldugundan dolay1 s> = m n, olur. m, ile

n,aralarinda asal oldugundan m, ve n, in her ikisi de bir sayinin karesi olur. Yani

m,= al, n,= b} olacak sekilde a, ve b, dopal sayilan vardir. Ayrica

2

m = r?oldugundan ve (2.14) den dolayi a;+b;= r? bulunur ve boylece

r < r?=m< m*+ n?®=z elde ederiz. Buradan hipotenisi, (x, y, z) Pythagorean
tiggeninin hipotenisinden daha kigik olan (a@?, b}, r) Pythagorean iggenini
buluruz. Bu ise (x, y, z) nin en kiigiitk Pythagorean uggeni segilisiyle geligir.

Boylece kollannin her ikisi de kare olan higbir Pythagorean uggeninin
olmadig gosterilmis olur.

b) Simdi de bir kolu ve hipoteniisii kare olan Pythagorean uggenlerinin var
oldugunu kabul edelim. (x, y, z) bir kolu ve hipoteniisi kare olan en kigik
hipoteniisli ’ythagorean uggeni olsun. Ornegin a ve ¢ dogal sayilar olmak Uzere

= a?, z = ¢? olarak kabul edelim. Simdi (x, y, z) Pythagorean tggeninin primitif
oldugunu gosterelim. Bunun igin x ile z nin aralarinda asal oldugunu gbstermemiz
yeterlidir.

Ik olarak x ile z nin aralaninda asal olmadigim kabul edelim. Yani a ile ¢
aralaninda asal olmasin. O zaman (%, z) = d olacak gekilde birden biyik bir 4 dogal

sayist vardir. Bu taktirde @ = da, ve ¢ = dc, olacak sekilde a,, ¢, dogal sayilan

mevcut oldugundan x =a’*=d *a? vez=c?*=d *c} olur. Boylece
y’=2"-x’=d"(c}~-a})

bulunur ki bunun anlami d* @n, y?yi bdlmesi demektir. O halde d*, y yi boler,

yani y =d’y, olacak yekilde bir y, dogal sayisi vardir. Yukanda z = & cl ved>1

oldugundan c? < z bulunur. x? + y? = z2 ifadesini d ? ile bolersek, af + y? = ¢; olur.

Boylece hipoteniisii ve kollarindan birisi kare olan (a?, y,, c?) Pythagorean tggeni
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elde edilmis olur. Ancak bu yeni tiggen de hipoteniis z den, a? de o’ den kigiiktiir.
Bu ise bir geligkidir, yani (x, y, z) Pythagorean tiggeni primitiftir.
Ote yandan eger y ¢ift ise Teorem 2.2 den dolayi
a’=x=m*-n? y=2mn c’*=z=m?+n?
olacak sekilde aralarinda asal olan ve m > n sartin1 saglayan m ile n dogal sayilan
vardir. Burada ¢® > m? ve (ac)®> = m* - n* oldugundan n* +(ac)?> = m* bulunur.
Ancak (n®, ac, m*) Pythagorean tuggeninin m> hipotenisii = den kigiik,
kollarindan birisi de kare olur ki bu ise (x, y, z) nin en kiigiik olma varsayimi ile
geligir. Ayrica y nin tek olmas: gerektiginden x= ¢ ¢ift olmahdir. Eger a ¢ift ve y
tek ise, a’ + y* = ¢* oldugundan, ¢ tekdir. Buradan
yi=c*-a'=(c*-a?®)(c?+a?)
olur ki y tek oldugundan (c>— a’®) ve (c?+ a?) tek sayilan aralaninda asaldir ve
onlarin ortak carpam, 2¢” ile 2a® nin de bir garpamt oldugundan aym zamanda
z = ¢ ve x = & sayilarmin da bir ¢arpam olur ki bunlar aralarinda asaldir. Son

2

esitlikten dolayt ¢ - a® = r? ve ¢? + a® = s? olacak sekilde s > r sartim saglayan

aralarinda asal r ve s dogal sayilarini bulabiliriz. Béylece 2¢? = *+ 57 olur ki

(

S+r
2

)i+ ( %1 )% =c? dir. f—;—r ve s—;L sayilan dogal sayilar ve s ile r tek ve

aralannda asal oldugundan toplamlan olan s ile farklan olan r de aralarinda asaldr.
Teorem 2.2 den dolay1

sS+r 2 2 S—r
2 2

yada

m* -n*,
2 2
olacak sekilde birisi ¢ift digeri tek ve aralarinda asal olan m ile n dogal sayilan

vardir. Her iki durumda da

2a%=5* —r*=8mnfm*-n?)

s—r s+r
2 . n? = 2mn, ¢~ m?+n?

ve a min Gift olmasindan, a, bir dogal say! olmak iizere

a’ - mn(m. njm n) (2.15)
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buluruz. Burada m ile n aralarinda asal ve birisi gifttir. Ayrica m — n ve m+ n nin
aralarinda asal oldugunu géstermek kolaydir. Ciinkil m ile n nin her biri aralaninda
asal oldugundan m — n, m+n sayilan da aralarinda asal olur. (2.15) denkleminin
safiinda dort carpanin her bir ¢ifti aralarinda asaldir. Bundan dolayt onlann hepsi bir
dogal sayimn karesi olmalidir, Boylece

m=k*n=1* m-n=p? m+n=gq° (2.16)
olacak sekilde & I p wve g dogal saylan vardir. Burada
k*=m><m?+ n*=c < c?=zoldugundan k*- I* = (pg)? olur ki boylece ¥’ < z
bulunur, Burada ( /%, pg, k*) Pythagorean uggeninin k° hipotendst, z den kugak
olur ki bu (x, y, z) Pythagorean tiggeninin en kigiik hipotenisli segilisi ile gelisir.

O halde kollarinin biri ve hipoteniisii kare olan higbir Pythagorean tiggeni
yoktur.

Boylece her hangi iki kenan bir dogal saymnin karesine esit olan hi¢ bir
Pythagorean tuggeninin olmadif gosterilmis olur.

Bu teoremin sonucu olarak ozellikle tim kenarlan kare olan higbir
Pythagorean ftggeni bulunamaz. Bu durumun cebirsel ifadesi x*+ y'= z*
denklemini saglayan ¢t de sifirdan farkli olanx, y, ztamsayilan bulunamaz. Bu ise
asafiida verilen Fermat’in son teoreminin n = 4 igin gergeklenmesi demekdir.

Teorem 2.2.3 n, 2 den bityiik bir dogial say: olmak Gizere x"+ y”"=z" denklemini
saflayan tigi de sifirdan farkh x, y, ztamsayilan yoktur.
Bu teorem Wiles tarafindan 1994 yilinda ispatlanmugtir [21].

Teorem 2.2.4 Alam bir dogal sayinin karesi olan hicbir Pythagorean tiggeni yoktur.
Ispat. Bir (a, b, ¢) Pythagorean tiggeninin alam bir sayinin karesine esit olsun. Bir
dik iggenin alam formiliinden ab = 2s dir. Eger s bir dogal saymmn karesiyse s = n?
olmahdir ki burada ab = 2n’ ise 2ab = 4n’ = (2n)? olur. Aynca ¢ = a® + b%,
c?= (a + b)’- 2ab ve ¢?=(a - b)’ + 2ab oldugundan

c+2n)=(@+b?% c*-(2n)%=(a-b)?
bulunur ki bu son egitlikleri saglayan hicbir tamsayr bulunamaz. Bu ise bir
celigkidir.O halde alam bir dogal sayinin karesine esit olan higbir Pythagorean
tiggeni yoktur.
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3.PYTHAGOREAN SAYILARI

Bu bolumde ise, tezimizin esas konusunu tegkil eden Pythagorean sayilan
tanitilacak, bu sayilann o6zellikleri verilecek, bu sayilann diger say1 sistemieri

( Fibonacci, Lucas ) ile iligkileri incelenecektir.

Tamm 3.1 Bir Pythagorean tiggeninin alamna Pythagorean sayisi denir. Primitif
Pythagorean uggeninin alamna ise primitif Pythagorean sayisi denir.

Bir primitif Pythagorean uggeninden sonsuz sayida primitif Pythagorean
tiggeni uretilebildiginden dolay1 n bir Pythagorean sayis1 iken her bir 7 dogal sayisi
icin ’n de bir Pythagorean sayist belirtir. Ancak bunun tersi her zaman dogru
degildir, yani £’n bir Pythagorean sayist iken n nin her zaman bir Pythagorean sayisi
olmast gerekmez. Gergekten 54 ve 3000 Pythagorean sayilanimi goz onune ahrsak;
54 = 32.6 ve 3000 = 10%.30 oldugundan 6 ve 30 sayilarinin her ikisi de Pythagorean
sayilandir. Ancak 84 ile 990 Pythagorean sayilarina bakacak olursak; 84 = 2221 ve
990 = 32,110 oldugundan ne 21 nede 110 sayisi bir Pythagorean sayisidir.

Tablo 1. 10 000 den kiigik Pythagorean sayilan. (Primitif Pythagorean sayilanmn
altlan gizilerek belirtilmigtir.)

6 24 30 54 60 84 96 120 150 180 210 216 240 270
294 330 336 384 480 486 504 540 546 600 630 720 726 750
756 840 864 924 960 990 1014 1080 1176 1224 1320 1344 1350 1386
1470 1500 1536 1560 1620 1710 1716 1734 1890 1920 1944 2016 2100 2160
2166 2184 2310 2340 2400 2430 2520 2574 2646 2730 2880 2904 2940 2970
3000 3024 3036 3174 3360 3456 3570 3630 3696 3750 3840 3900 3960 4056
4080 4116 4290 4320 4374 4500 4536 4620 4704 4860 4896 4914 5016 5046
5070 5250 5280 5376 5400 5544 5610 5670 5766 5814 5880 6000 6090 6144
6240 6480 6534 6630 6750 6804 6340 6864 6936 7140 7260 7350 7_4AQ 7560
7680 7776 7854 7956 7980 8064 8214 8250 8316 8400 8640 8664 8670 8736
8820 8910 8970 8976 9126 9240 9360_9600 9690 9720
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Eger i inci bindeki primitif Pythagorean sayilanm PP, ile ve i inci bindeki
Pythagorean sayilanim da P, ile gosterirsek; sirasiyla i = /, 2, . . ., /0 olmak tzere
(PP, P,)=(13,34),(6, 19}, (4, 17), (3, 13), (4, 13), (3, 13), (2, 12), (5, 10), (2, 13)
ve (1, 6) dir.

Bu ise  Pythagorean sayillannmin dagihminin olduk¢a dizensiz oldufunu
gosterir.

Yukandaki tablodan su tespitler hemen yapilabilir.

i. Her Pythagorean sayis1 6 ile boltinebilirdir.

ii. Bir Pythagorean sayisinin birler basamaginda 0, 4 veya 6 sayilanndan
birisi bulunur,

iii. flk 150 Pythagorean sayisindan; birler basamagiinda 0 olanlarin sayis: 86,
birler basamaginda 4 olanlann sayis1 31, birler basamaginda 6 olanlann sayis1 33
dir. Boylece birler basamaginda 0 bulunduran Pythagorean sayilar, 4 ve 6
bulunduranlardan daha fazla oldufu goriliir. Verilen bir sayiya kadar olan biittin
Pythagorean sayillannm disiindiigiimiizde birler basamafinda 4 ve 6 bulunduran
Pythagorean sayilan hemen hemen aymdir.

Bu tespitler tesadifi degildir.

Bu gekilde daha bir ¢ok Pythagorean sayisi ve primitif Pythagorean sayisi
tespit edilebilir. Ancak tiim bunlar verilen bir Pythagorean sayisindan daha sonra
gelen yeni bir Pythagorean sayisimn, verilen bu Pythagorean sayisindan hareketle
nasil bulunabilecegini belirtmez. Burada verilen bir n dogal sayisinin Pythagorean
yada primitif Pythagorean sayis1 olmasi igin gerek ve yeter sartlan verecegiz. Ancak
yapilacak tiim bu tespitler gok biiyilk » degerleri igin pek kullamigh degildir.

Teorem 3.1 Verilen bir z dogal sayisinin Pythagorean sayisi olmasi igin gerek ve
yeter sart ab = c¢d = nvea + b = ¢ — d olacak sekilde en az dort farkh a, b, ¢, d
pozitif garpanina sahip olmasidir. ?

ispat. n bir Pythagorean sayis1 olsun. O zaman u ile v aralarinda asal, > v ve
u + va 1(mod2) olmak lizere

n=mluv(’ - V)
olur. Buradan #in

a=mv(u+v), b=mufu- v), c=mufu+v)ved=mv(u— v)
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seklinde dort farkli garpanmin oldugu ve a, b, ¢, d nin ab = cd = n ve
a+b=m@’ +v’) = c— dsartlanm sagladiga agiktir. O halde gerek sart ispatlanmis
olur.

Tersine olarak bir n dogal sayisi, ab = cd == nvea + b = ¢— d olacak gekilde
a, b, ¢ ve dbigiminde dort farkh pozitif garpana sahip olsun . Burada ab = cd = n
ve a+b=c~ d ifadelerinden dyi yok edersek,

&~ cla+b)-ab=0
denklemini elde ederiz. Bu denklemin diskirminant:

A= (a+ b)?+ 4ab > (a + b)* > 0 oldugundan c nin iki reel koki vardir.
Buradan

c= ~;-{a+ b+ 1/(a+b)2 +4ab }

olarak buluruz. ¢ bir tamsay1 olarak verildiginden kok igerisi bir pozitif tamsayinin
karesi olmalidir, yani bir ¢ pozitif tamsayis igin
(a+ by + 4ab =7

olur. Burada

(a+b)*+ d4ab = P vedab = (a+ b~ (a - b’
oldugundan

2a+ by =7+ (a- bf
ifadelerini

Hav b =(t + a= B+ (- a+ b =[t+ (- P+ [t~ @~ BF
bigiminde yeniden yazarsak ¢ + a - b ve t — a + b ifadelerinin her ikisi de ¢ift
tamsay: olarak bulunur. Buradan

t+a-b t—a+b

+b2= 2+ 2
fa+ b) = ( 5 )+ 5 )
olur. Eger
t+a-b t-a+bd
( ) ) =m
ise 0 zaman m , a + b yi boler. Béylece
+b t+a-b t—a+b
(2 ) = (e (2 )P
m 2m 2m

elde edilir ki burada
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t+a-b t(—-a+b a+b

( , ; )

2m 2m m

ticlisii bir primitif Pythagorean tglusidar. Aynica burada u > v, u ile v aralannda

asal ve u + v = 1{mod2) olmak tlizere efer

t+a-b - Juv, t-a+b =u3- vz' a+b - u2+ S
2m 2m m

alinirsa
a= m - w), b=mv’ +w), c=ma’+ u), d=muv- Yy,
bulunur. Sayet

{+a-b t-a+b a+b
= - v2, = 2uv ve = -V
2m 2m m

i

olarak ahimirsa , 0 zaman

a=m@’ - uv), b = m(v’ + uv), ¢ =m(’ + uv), d=muv- v’)
olur ve buradan

n=ab = mw@’ - v)
elde edilir ki buda » in

(2muv, m(d - v?), m(d + vz))
Pythagorean Uggeninin alani olmasi demektir. Béylece n bir Pythagorean sayisi
olur. Burada a + b = ¢ —d = m(# + V) ifadesi de n alanh bir Pythagorean
iicgeninin hipoteniistidilr. Bdylece teoremimiz ispatlanmig olur.

Omegin; 1560 = 65.24 = 104.15 ve 65+24 = 104-15 sartlan saglandigindan
dolay1 1560 Pythagorean sayisidir.

Tamm 3.2 Eger pozitif bir n tamsayisi ab = cd =nvea + b = ¢ — d sartlanm
saglayan dort farkli a, b, ¢, d garpanina sahip ise 0 zaman n sayisina istenmeyen
say1 (nasty number) denir [9].

Ornek 3.1. 30 = 152 = 10.3, 1043 =15 -2; 24 =212 = 46 ve 12-2 = 4+6
oldugundan 24 ve 30 istenmeyen (nasty) sayidir.

Sonu¢ 3.1 » in istenmeyen say1 olmasi i¢in gerck ve yeter sart Pythagorean sayisi
olmasidir. Her istenmeyen says bir Pythagorean sayisi oldugundan dolay: biz bu tip
sayilara Pythagorean sayisi diyoruz.
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Teorem 3.2 Efer 7, s, f, m ortak farklani m olan bir aritmetik diziden alinan
pozitif tamsayilar ve n = rstm ise, o zaman n bir Pythagorean sayisidir. Ayrica s ile

m aralaninda asal ve s + m = 1(mod2) ise, n bir primitif Pythagorean sayisidur.

Ispat. 7, s, t ve m ortak farklar m olan bir aritmetik diziden alindigindan
n =rstm = r(r + m)(r + 2m)m
olur. Burada
a=rir+m), b=_(+2mm, c=F+m)r+2m), d=rm
olarak éllmrsa,
ab=cd=nvea+b=r+2rm+2m’=c- d
olacak sekilde dort farkhi a, b, ¢, d pozitif ¢arpanlan elde edilmig olur. Bdylece
Teorem 3.1 den dolayi » bir Pythagorean sayisi olur.
Ayrica s ile m yani » + m ile m aralannda asal ve biri tek iken digeri ¢ift ise o
zaman s =r + m = u, m=v alirsak
n= uv(uz - vz)
buluruz. Burada yine u > v, v + v = 1(mod2) ve u ile v aralarinda asal olma sartlan

saglandifindan » bir primitif Pythagorean sayisi olur.

Ornek 3.2. m =1 ve r = 2 olmak iizere 24=2.(2+1).(2+2) olup buradan 24=1.2.3.4
olur.

Sonu¢ 3.2 n (n + 1), (n + 2) bigiminde ardigik {i¢ tamsaymn carpimi olan
nfn + 1)(n + 2) sayisi da bir Pythagorean sayisidir. Efer n tek say1 ise o zaman
n(n + 1)(n + 2) Pythagorean sayisi bir primitif Pythagorean sayisidir.

ispat. n, (n+ 1), (n + 2) tamsayrlan 1 ortak farkls bir aritmetik diziden alindigindan

ve

nn+ Dm+2)=nm+)n+2).1
oldugundan dolayi, ardigik @¢ tamsaymmn carpimi bir Pythagorean sayisidir.
Pythagorean tggeni de

(n+2,m+2n,n’+2n+2)
olur. Primitif Pythagorean sayisi olmasi igin (n + 1, 1) = 1 ve n + 1 ile 1 in farkh ¢ift
olmas1 i¢in gerek ve yeter sart n in tek olmasidir. Dolayisiyla nfn + 1)(n + 2) in
primitif Pythagorean sayisi olmasi igin gerek ve yeter sart z in tek say1 olmasidir.
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Sonu¢ 3.3 Bu tip Pythagorean sayilan; bir kenan ile hipotenilisti arasindaki fark 2
olan tiggenlerin alanlanina kargilik gelir.

Ornek 3.3. 345 = 60, 89.10 = 720, 9.10.11 = 990 olup; 60, 720 ve 990
Pythagorean sayilanidir. Ayrica 3 ve 9 tek oldugu igin 60 ve 990 Pythagorean
sayilan primitiftir,

Sonu¢ 3.4 6 Z i sayis1 bir primitif Pythagorean sayisidir.

k=l

ispat. 6 K =nfn+ 1)(2n + 1) olur. n + I ve n sayilan aralarinda asal ve biri tek
k=)

iken digeri ¢ift oldugundan teorem 3.2 den dolay: I(n + [)(2n + I)n bir primitif
Pythagorean sayisidur.

Sonug 3.5 Bu tip Pythagorean sayilan da hipotenisi ile bir kenan ardisik olan
Pythagorean tggenlerinin alanlarina kargilik gelir.

Ornek 3.4.330=5.6.11, 546 = 6.7.13 olup 330 ve 546 Pythagorean sayilan Tablo1
den primitiftir.
Sonu¢ 3.6 I, n inci Fibonacci sayis1 olmak uzere F,,F,,.,F,, sayist da bir
Pythagorean sayisidir. Bu sayimin primitif olmasi igin gerek ve yeter sart ', ., ¢ift
olmasidir.
Ispat. Fibonacci sayilan

F,=1, F,=1ve n22ig¢inF,,= F,+F,,
bigiminde tanimlandifindan

Foy Fopa=(Fopa)’ = 1=(Fppy+ D(Fppy = 1)
oldugu bilinir(Teorem 1.2.4). Buradan

FonFomz Fana=(Fapa— 1) Fipy (Faat 1)
bulunur ki bu ise ii¢ ardisik tamsayinin garpilmas: demektir. O halde Sonug 3.2 den
F oy FonisFana sayist da bir Pythagorean sayiidir. Bu Pythagorean sayisinin

primitif olmas: igin gerek ve yeter sart F,,.,— [ in tek say1 olmasi, yani F,,,, nin

cift sayr olmasidir.
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Ornek 3.8 Tamm1.2.4den F,= 3, Fs=8, Fz= 21 olup F,Fg.Fg= 3.8.2]1 = 504 ve
Fg= 8 ¢ift oldugundan 504 bir primitif Pythagorean sayisidir.
Sonu¢ 3.7 F,,. F,.us F,..,bicimindeki ii¢ ardigik Fibonacci sayisimin garpimi bir
Pythagorean sayisidir. Bu sayimin primitif olmasi igin gerek ve yeter sart /7, , in gift
olmasidir. |
ispat. Fp,Fppy = (Fopn)' =1 = (Fapu= D (Fapu+ 1)
dir.

Fon Fonn Fama = Capu~ D F oy (Fapu+ 1)
Sonug 2.1 den bir Pythagorean sayisidir ve bu sayimn primitif olmasi igin ,,,,— /
tek olmali, yani F,,,, ¢ift olmalidir.
Ornek 3. 6 F.FsFs = 3.58 = 120 ve F3FuFs = 2.3.5=30 bu sayilar
Pythagorean sayisidir.
Sonu¢ 38 F,, F,,, F,,, veF,,, bigiminde ifade edilen dort ardigik  Fibonacci

sayistnin garpimi bir Pythagorean sayisidir. Bu saymnin  primitif olmasi i¢in gerek ve

yeter sart I/, ve I, nin biri tek iken digerinin ¢ift olmasidr.

fspat. F F  F, ., F,.. =(F,.— F,)F, 2 (F,,+F,)F,,
olur,
Fog— Foy FoaveF o+ F
ler I, ortak farkli bir aritmetik dizi olugturdugundan, Teorem 3.2 den dolayr
FoF i F o F oy
bir Pythagorean sayisidir.
(F,y ., sz) =1
oldugundan F ,F ., F ., F .., primitif olmas igin gerek ve yeter sart F,,,, ve F,,,
nin biri tek iken digerinin ¢ift olmasidir.
Omek 3.7 FoF5.FsF; =3.58.13 = 1560 ve Fy. Fy. Fs. Fs = 2.3.5.8 = 240 olup

1560 primitif olmasina ragmen 240 primitif degildir. Clinkii F, ile Fs biri tek digeri
¢ift olmalidir ancak her ikisi de tektir.
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Ornek 3.8 n bir tamsay olmak Gzere bir figgenin kenarlanna = F, ,,, b=F,,, F,
ve ¢ = F;F,, F,, bigiminde verilsin. Bu i¢genin dik t¢gen olup olmadigim
aragtiralim,

boF oy o= (Frg t Fos)(F oy — Fou) =Fop - Fpy,

€=2F 3 Fon

a=Fh,+F,,
dir. Burada F,,, > F,,,, (F,.2, F,4) = 1 ve F,, + F, =l(mod2) oldufundan
b’ + ¢ = o bulunur. O zaman (@, b, ¢) tggeni bir dik Gggen oldugundan
Pythagorean Gggenidir ve a hipoteniisiiditr,

Bir Giggenin alam 4 ile gosterilir ise 4 = %—bc = F,F o F,,F,; olu.

Dolayisiyla A dort ardigik Fibonacci sayisimn garpimi  oldufundan A4 bir
Pythagorean sayisidir.

Sonu¢ 3.9 Dort ardwgk L,, L,,, L,, ve L,; Lucas sayisimn ¢arpimi bir

Pythagorean sayisidir. Bu sayinin primitif Pythagorean sayisi olmasi i¢in gerek ve
yetersart L ., + L ., = 1(mod2) olmasidir.

Ispat. Lucas dizisi
Ly=2,L,=1,n2ligin L,,=L,+ L,
bigiminde tanmimianir.
LyLlpyLpgLps =(Lp— Lpu)Lpa(Lpy* Lyn) L,y
olarak yazlabildiginden , L L, L., L,,, sayisi teorem 3,2 ye gbre bir Pythagorean
sayisidr, L,,,, L,,, aralannda asal oldugundan L,L,L,,,L,.. Pythagorean

n nl

sayisinin primitif olmasi igin gerek ve yeter sart L ., + L ,.,, = 1(mod2) olmasidir.

Tom bu goziemlerden O¢ ardigik tamsaymmn ¢arpim §eklinde sonsuz sayida
Pythagorean ve primitif Pythagorean sayilannin bulundugunu sOyleyebiliriz,
x(x+1)(x+2)(x+3) efer x veya x+3 sayilanndan biri bir tamsayinin karesine esitse,
0 zaman dort ardigtk tamsaymin carpim seklinde olan Pyrhagorean sayilarimn
sayisini da sonsuz olarak buluruz.
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Hemen akla su soru gelir acaba iki ardigik tamsayimin ¢arpimi seklinde olan
sonsuz say1 da Pythagorean ve primitif Pythagorean sayilan da var midir? Bu

sorunun cevabim da asafidaki teoremler ile verelim.

Teorem 3.3 iki ardigck tamsayimin c¢arpimi seklinde olan sonsuz sayida

Pythagorean sayist vardir.

Ispat. @, 1 den buytik bir tamsay1 olmak iizere #;

n=d@- Dd@+1), a>1
olarak verilsin,

(@ Dd@ + 1)
ifadesi ti¢ ardigik tamsaymin garpim oldugundan Sonug 2.1 den dolay: bu ifade bir
Pythagorean sayisidir. Bir saymin karesi ile bir Pythagorean sayisimn garpimi
daima bir Pythagoren sayisidir. Boylece

n=d- Dd@+1)
bir Pythagorean sayisidir. Burada n = a’(a’ — 1) oldugundan, bu say1 iki ardigik
tamsayinin ¢arpimdir.

Simdi de a, 1 den biyilk bir tek dogal say1 olmak tzere ,

a*-3 a*-1
)@~ 2

n=a’(

2 _ 2 _
! ), a’— 2 sayilan ortak farki (- 2 =F

olarak verilsin. Burada 1, (- 4 >

) olan bir

3

2 2
aritmetik dizi, a tek ve (2 > Jre > ! )@ — 2) sayis1 bir Pythagorean sayisi

oldugfundan dolay:

_,a*-3 a-1
n=a(——=)——)@-2

say1s1 da bir Pythagorean sayisidir. Bu son ifade

a'-3a® a*-3a°
n={( 3 ) 5 +1)

bigiminde yazilabildiginden dolay1 » yine iki ardigik tamsayimin ¢arpimidur.

Ornek 3.9 30 = 5.6, 240 = 16.15, 210 = 14.15 olup Tablo 1 den 30, 240 ve 210
Pythagorean sayisidir.
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Teorem 3.4 fki ardigik tamsaymn ¢arpim seklinde olan sonsuz sayida primitif

Pythagorean sayis1 vardir.

Ispat. F . n inci Fibonacci says ve F,,+ F,,=1(mod2) olmak izere
F L F 0 F .2 F . carpim sayisimi g6z ontine alalim. Sonug 3.6 dan ', FF ,,, F .., F .3

bir primitif Pythagorean sayisidir.
FnFMB:F Fn+2+('"l)”

n+l

oldugundan

L L e T v I DY DR 11
ifadesinin sag tarafi iki ardigik tamsayimin ¢arpimina egit olur.

Bununla beraber (a) i¢ ardigik tamsayinin garpimi bigiminde ve (b) iki ardigik
tamsayinin ¢arpim geklinde sonsuz sayida Pythagorean sayis1 bulunmasina ragmen ,
bu iki sari aym anda saglayan sadece 210 ve 6 sayilan vardir. Yani bunlar

6=123=23ve 210 =56.7 = 14.15 oldugundan hem ardigik iki tamsayinn, hem
de ardigik ti¢ tamsayinin garpimina egittir [7].

Teorem 3.5 Her Pythagorean sayis 6 ile boltinebilirdir.

Ispat. Bir n Pythagorean say1s1, u ile v aralaninda asal, u > v ve u + v=1(mod2)
sartlarim saBlayan tamsayilar olmak tizere, her bir n Pythagorean sayis1 m*uv(i’ — v%)
bigimindedir. Daima u ile v biri tek iken digeri ¢ift oldufundan n, 2 ile
bolinebilirdir. Ote yandan bir saymin 6 ile bolinebilmesi igin, hem 2 ye hem de 3 e
boliinmesi gerektiginden biz n = 0(mod3) oldugunu gostermeliyiz.Kigik Fermat
teoreminden dolayr »° = u(mod3) ve v’ = v(mod3) dir. Buradan
n=m'w(l - v) = (v - w'’) = m’(uv - wv) = O(mod3)
olur.

Sonug 3.10 6 min digindaki higbir Pythagorean sayisi miikemmel say1 degildir.

Ispat. n bir Pythagorean sayis1 olsun Teorem 3.5 den dolay: her n Pythagorean
sayis1 6 ile bolinebilirdir. Bu yiizden

n = 0, 3 veya 6 (mod9)
olur. Her Pythagorean sayis: ¢ift oldugundan dolayi tek olmayan bir mitkemmel say1
Pythagorean sayisi olabilir. Aynica her ¢ift mikemmel say1 n ile 27 - [ asal sayilar
olmak tizere 2*/(2"-- 1) bigiminde tammlanir [7]. Buradan 6 nin disindaki her ¢ift
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mitkemmel sayinin 9 modiliine gére 1 e kongriient olarak bulunur, Bu yiizden 6 dan
buyikk ¢ift mikemmel say1 Pythagorean sayisi olamaz. Bundan dolay: hem
Pythagorean hem de mitkemmel say1 olan yegane say1 6 dir.

Asagidaki teorem Pythagorean sayilan igin Teorem 1.2.6 ya benzer bir sonug

Verir.

Teorem 3.6 n bir dogal say1 ve n > 12 olmak iizere n ile 2n arasinda bir

Pythagorean sayis1 vardir.

Ispat. 13 < n < 23 oldugundan Pythagorean sayisi olan 24

24 < n < 29 igin Pythagorean sayist olan 30

30 < n < 53 iken Pythagorean sayisi olan 54 bu sart1 saglar. Buradan
t = 3igin 6(t 1 1)’ ~ 12¢ oldugunu goririiz. Bu yiizden 6(f + 1)° bigimindeki
Pythagorean sayisy, 6t ile 12¢° arasindadir. Boylece

t23igin6’ < n <6t 1) |

igin 6(/ + 1)’ bir Pythagorean sayisi olur. Her bir ¢ pozitif tamsayist igin 6¢° bir
Pythagorean sayis1 oldugundan her n =- 12 igin n ve 2n arasinda bir Pythagorean

sayist vardir.

Ornek3.10 n=13ise 13 < 24 < 26, 16 < 30 < 32 olup 24 ve 30 Pythagorean
saytlaridir.

Asagidaki teorem her bir Pythagorean sayisinin ya [0k yada [0k + 4 veya
10k + 6 seklinde olabilecegini gosterir.

Teorem 3.7 10k, 10k + 4, 10k + 6 formunda sonsuz sayida Pythagorean sayisi

vardir.

ispat. Eger n  Pythagorean sayisi ise o zaman her bir ¢ dogal sayist igin £r inde bir
Pythagorean sayisi oldugunu biliyoruz. Eger n ile tn in her ikisi de Pythagorean
sayisi ise o zaman her bir m pozitif tamsay1 kuvveti i¢in tn inde bir Pythagorean
sayisi oldufu kolayca gosterilebilir. Boylece her bir pozitif m tamsayr kuvveti igin
5" 6, 2" 30, 7" 30 sayilan Pythagorean sayisidir. Bundan dolay1 0k bigiminde
sonsuz, saytda I’ythagorean sayisi vardir. Eier t  10s ' 2 veyat ~ 10s + 3ise , 0
zaman 61’ = 4(mod10) olur. Her bir ¢ pozitif tamsayis1 igin 6¢° bir Pythagorean sayisi

oldugundan, /0k + 4 formunda sonsuz sayida Pythagorean sayisi vardir. Benzer
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sekilde t = 10s + 4vet = 10s + 6 igin 61 = 6(mod10) olacagindan dolay1 10k + 6

seklinde sonsuz sayida Pythagorean sayisi mevcuttur.

Ornek 3.11 60=6.10,54 =510+ 4,924 = 92.10 + 4 , 5376 = 537.10 + 6 olup bu

Pythagorean sayilarimin birler basamaginda sirasiyla 0, 4, 4, 6 bulunur.

Teorem 3.8 Birler basamaginda 2 veya 8 bulunduran higbir Pythagorean sayis

yoktur.

ispat. Her bir Pythagorean sayis1 6 ile bolinebildiginden bu sayilann birler
basamaginda ancak 0, 2, 4, 6 veya 8 sayilarindan birisi bulunabilir. Burada bir
Pythagorean sayisinin birler basamaginda sadece 0, 4 veya 6 sayilarindan birinin
bulunabilecegini gisterecegiz. Verilen f, u, v dogal sayllan, (u, v) = I, u > vve
utv = 1(mod2) sartlarim saglamak iizere her bir Pythagorean sayisi Puv(l - vz)
bigiminde verilir. Eger n tamsayisi

Quv, 1 - V), 1P+ V)
Pythagorean tggeninin alam ise o zaman bu » sayisiin yukarnidaki Pythagorean
sayist olacag agiktir. Bir Pythagorean iiggeninin kenarlarindan birisi, 5 ile
boltnebilirdir. Eger bir Pythagorean uggeninin dik kenarlanndan birisi veya ¢, 5 ile
boliinebilir ise 0 zaman n de 10 ile boliinebilirdir. Boylece » in birler basamaginda
stfir bulunur. $imdi ise ne ¢ nin ne de iggenin dik kenarlanndan birisinin 5 ile
bolinmedigini farz edelim. O zaman

ug 0(modS) , v # O(modS) ve u’ - v/ # O(mods5)
olur. Fakat buradan «’ + v’= 0(mod5) elde ederiz. «’ + v’ tek oldugu zaman

W’ + v = 5(modl0)
olur. Simdi 10 modiiliinii géz Oniine alarak yukandaki kongriians1 saglayan (u, v)
ikililerini (1, 2), (1, 8), (2, 1), (2, 9), (3, 4), (3, 6), (4, 3), (4, 1), (6, 3), (7, 4), (7, 6),
(8, 1), (8,9), (9, 2), (9, 8) olarak buluruz. Her bir (x, v) yazim igin uv(u’ - v*) = 4
veya w(’ — v’) = 6(modl0) olur. Eger ¢ # O(mod5) ise o zaman
=146 9(mod10) olacagindan uv(i’ - v°) nin birler basamaginda sadece 4
veya 6 bulunabilir. Béylece her bir Pythagorean sayisimin birler basamaginda sadece

0, 4 veya 6 sayilarindan birisi bulunabilir.

Sonug¢ 3.9 Ortak farklan 6 veya 24 olacak sekilde dort Pythagorean sayisindan
olugan bir aritmetik dizi yoktur.
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Ispat. iIk olarak 6 ortak fark: igin ispati yapahm. Yanin, n+ 6, n+ 12ven + I8
sayllannmin aymi anda Pythagorean sayis1 olamayacagim gosterecediz. n bir
Pythagorean sayist oldugunda onun birler basamaginda ancak 0, 4 veya 6
sayilarindan birisi bulunabilir. Eger n in birler basamaginda 0 var ise ,0 zaman
n + 12 uin birler basamaginda 2 bulunacaktir. Bu yiizden n + 12 Pythagorean sayisi
olamaz. Eger n in birler basamaginda 4 var ise o zaman n + I8 in birler
basamaginda 8 bulunacagindan n + /8 Pythagorean sayis1 olamaz. Eger n in birler
basamaginda 6 var ise 0 zaman »n + 6 min birler basamaginda 2 bulunacagindan n+6
da Pythagorean sayist olamaz. Boylece n, n 1 6, n ' 12 ve n 1 18 sayilari aym
anda Pythagorean sayisi olamaz.

Simdi de ispati 24 ortak farki igin yapahm. Yani n, n + 24, n + 48, n + 72
sayilarinin aym anda Pythagorean sayisi olamayacafim gosterelim. n Pythagorean
sayist oldugundan birler basamaginda ancak 0, 4 veya 6 sayilanndan birisinin
bulunabilecegini biliyoruz. » in birler basamaginda 0 var ise, 0 zaman n + 48 in
birler basamaginda 8 bulunacagindan dolayr n + 48 Pythagorean sayisi olmaz. Eger
n in birler basamaginda 4 var ise , bu durumda da » + 24 in birler basamaginda 8
bulunur ki bu ise n + 24 sayisimin Pythagorean sayis1 olamayacagnm gosterir. Eger n
in birler basamaginda 6 var ise , o zaman »n + 72 in birler basamaginda 8 vardir ve
n + 72 Pythagorean sayisi olamaz. Yani n, n + 24, n + 48, n + 72 aym zamanda
Pythagorean sayis\ olamaz. Dolayisiyla ortak farklan 6 ve 24 olan dort Pythagorean

sayis1 yoktur.

Sonug 3.10 Ortak farklart 12 ve 18 olacak sekilde ii¢ Pythagorean sayisindan olusan

bir aritmetik dizi yoktur.

ispat. 1lk olarak ispats 12 ortak farki i¢in yapalm. Burada n, n + 12, n + 24
sayilannin aym anda Pythagorean sayisi olmadifimi ispatlamaliyiz. n bir
Pythagorean sayisi oldugundan birler basamaginda yalmzca 0, 4 veya 6
rakamlarindan birisi olmalidir. Eger » in birler basamaginda 0 var ise n + 12 nin
birler basamaginda 2 olacafindan n + 12 bir Pythagorean sayisi olamaz. » in birler
basamaginda 4 var ise 0 zaman n + 24 in birler basamaginda 8 bulunacaktir,
dolayisiyla n + 24 de bir Pythagorean sayis1 olamaz. Yani n, n + 12, n + 24

sayilan aym anda Pythagorean sayisi olmaz.
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Jimdi de ispat1 18 ortak farki igin verelim. Yani n, n + 18, n+ 36 sayilarimn
aymt anda Pythagorean sayis1 olamayacagim gostermeliyiz. n bir Pythagorean sayisi
ise » in birler basamaginda yalniz 0, 4 veya 6 sayilarindan birisi bulunabilir. Eger n
in birler basamaginda 0 var ise , n 1 /8 in birler basamaginda 8 bulunacaktir. Bu
yizden de n + 18 Pythagorean sayis1 degildir. Eger n in birler basamaginda 6 var
ise, 0 zaman n + 36 mn birler basamaginda 2 bulunacaktir. O halde n + 36 sayisi bir
Pythagorean sayisi olamaz. Yani n, n + I8 n + 36 sayillan aym zamanda
Pythagorean sayis degildir. Dolayisiyla 12 ve 18 igin ispat tamamlanmgtir.

Eger L elemanli ve d ortak farka sahip Pythagorean sayilanmn herhangi bir
aritmetik dizisi varsa, o zaman ¢ bir tamsayi olmak iizere /. elemanh ve di’ ortak

farkh Pythagdrean sayilarinin en az bir aritmetik dizisinin bulunabilecegi agiktir .
Konjektiir 3.1 n, n + 6 ve n + 12 sayilan aym zamanda Pythagorean sayisi olamaz.

Konjektiir 3.2 n, n + 24 ve n 1 48 sayilanmn ayni zamanda Pythagorean sayisi
olmas igin gerek ve yeter sart n = 6 olmasidir.

Eger konjektir 3.2 dogru ise konjektir 3.1 de dogrudur. n, n + 6 ve n + 12
sayilanmn aym anda Pythagorean sayisit oldugunu kabul edersek, o zaman
4n, 4n + 24, 4n + 48 sayilan da ayn anda Pythagorean sayisi olur. Eger konjektiir
3.2 dogru ise 4n = 6 olur ki bu »n tamsay1 olduundan imkansizdir. Dolayisiyla eger
3.2 konjektiirii dogru ise konjektir 3.1 de dogrudur. Pythagorean sayilan listemiz
den 120, 150, 180, 210, 240, 270 Pythagorean sayilanmn ortak farki 30 olan bir
aritmetik dizi olugturdugunu biliyoruz. Bu dizinin eleman sayis1 6 dir. Bu aritmetik
diziden ¢ bir tamsay? olmak iizere, ortak farki 30¢ olan en az 6 elemanli bir aritmetik
dizi olugturabiliriz. Ornegin; 480, 600, 720, 840, 960, 1080 ortak farki 120 olan
bir aritmetik dizidir.

Tamm 3.3 iki Pythagorean sayis1 arasindaki fark 6 ise o zaman bu sayilara ikiz
Pythagorean sayilan denir. Ornegin; 10.000 e kadar olan ikiz Pythagorean sayilan
sunlardir. (24, 30), (54, 60), (210, 216), (330, 336), (480, 486), (540, 546),
(720, 726), (750, 756), (1710, 1716), (2160, 2166), (8664, 8670), (8970, 8976)
Tanim 1.2.3 de tamimlanan ikiz asallarin sonlu yada sonsuz oldugu heniiz

bilinmemekle beraber ikiz Pythagorean sayilan igin asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.9 ikiz Pythagorean sayilarinin sayist sonsuzdur,
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ispat. 6 ve 30 Pythagorean sayis1 oldugundan , x ve y nin bitin tamsay degerleri
icin 6x° ve 30y Pythagorean sayilandir. Eger
6x) — 30y = 6veyax’~ 5 = +1
ise 6x° ve 30y’ sayilan ikiz Pythagorean sayilandir,
X’ - 5y2 S |
negatif Pell denklemi
u, + v, 5 =2+45
temel ¢Ozitmiine sahiptir. Burada
-5 =1
negatif Pell denkleminin biitiin géztimleri

(2 + Jg)zn+l = Uy + Vo ‘[5—

ile verilir. Yine (2++/5)* =u, +v,/5 oldugundan dolay:

- 5/=1
denkleminin biitiin ¢éztimleri

2+ d5)" = upy + vy, V5
bigiminde verilir. Buradan bafintilar da

u,=1,v,=0,u,=2,vy=1veu,,= 4u,,+ u,,v,,= 4 ,+ v,
bigiminde rekiirans bagintilan ile verilir. Buradan

- 5= %1
denklemi igin ilk bes ¢oziim (1, 0), (2, 1), (9, 4), (38, 17), (161, 73) olur. Bunlar bize
siras1 ile (6, 0), (24, 30), (486, 480), (8664, 8670), (155526, 155520) ikiz
Pythagorean sayilarim verirler.

Ao 5 = 1lver - 5 =1
denklemlerinin her birinin sonsuz sayida ¢6ziimi mevcut oldugundan dolayr sonsuz
sayida ikiz Pythagorean sayilan da mevcuttur.

6 ve 60 Pythagorean sayilan oldugundan ve

6x° — 60y’ = £6 veya x* — 10/ = £ 1
yazilabileceginden 6x’ ve 60)” sayilan da ikiz Pythagorean sayilan olacaktir.

- 10 = t1
denkleminin tiim ¢dziimleri

10v, = (3+410)
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ile verilir ki burada » gift oldugunda
P [/ )V
Pell denkleminin ¢6ziimleri ve n tek oldugunda
<10 = 1
negatif Pell denkleminin ¢éziimleri bulunur. Bu ¢oézimler u,= 1, v,=0, u,= 3,

v, = I olmak iizere

ov_ .1 v

n+l n

u Ou,,' u,vev

n+2 n+l n+2
rekiirans formiillerinden de elde edilebilir. Bu rekiirans bagintilarindan ilk ¢ézamler
(1, 0), 3, 1, (19, 6), (117,37) olarak bulunur. Bu ¢oziimierden. sirast ile (6, 0),
(54, 60), (2166, 2160), (82134, 82140) ikiz Pythagorean sayilan elde edilir. Yine
6x’ - 60y’ = +1 denkleminin ¢ozimlerinin sayisi sonsuz oldugundan dolay: ikiz

Pythagorean sayilarimn sayisinin da sonsuz oldugu sonucu elde edilir.

Tanmm 3.4 Bir n Pythagorean sayis1 verildiginde, ¢ bir dogal say1 olmak iizere

t> n = m olacak sekilde n den hareketle bir m Pythagorean sayisi elde edilemiyorsa n
ye bagimsiz Pythagorean sayisi denir. Omegin; 6 bagimsiz bir Pythagorean sayisi
olmasina ragmen 24 degildir.

Bir tamsaymnin bagimsiz Pythagorean sayisi olmasi ic,in gerek sartin onun
primitif Pythagorean sayisi  olmasi gerektigini anlanz. Yani her bagimsiz
Pythagorean sayisi bir primitif Pythagorean sayisidir. Ancak tersi her zaman dogru
degildir. Yani her primitif Pythagorean sayisi, bagimsiz Pythagorean sayis: degildir.
Agsagidaki 6rnek gerek sartin yeter olmadigini gosterir.

Ornek 3.12 840 sayisim g6z onine alirsak bu sayr (112, 15, 113) primitif
Pythagorean iiggeninin alam oldugundan primitiftir. Ancak 840 = 4.210 = 22 .210
oldugundan 840 aym zamanda (20, 21, 29) bir bagka primitif Pythagorean
iiggeninin alammin 4 katina esittir. Yani 840 = 4.210 = 22 210 dur. Boylece 840

primitif Pythagorean sayist olmasina ragmen bagimsiz Pythagorean sayisi degildir.

Teorem 3.10 u ile v dogal sayilan (¥, v) = I ve u > v ve u + v = 1(mod2) sartlanm
saglasin. Eger agagidaki sartlardan biri gergekleniyorsa, o zaman uv(u’ - v") primitif
Pythagorean sayisi, bir bagimsiz Pythagorean sayisidir.

a)v = | olmak fizere #, v, u- v ve u ' v sayilaninin her biri tam kare olmayan

tamsayifardir.
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b)v 2 ] olmak lizere u—- v, u + v ve v saytlarimin her biri bir tamsayinin
. uv .
karesi olmayan tamsayilar ve T tektir.

ispat. b bir Pythagorean sayisi ve t de pozitif tamsay1 olmak iizere

w’ - v2) =% (3.1)
oldugunu kabul edelim. b bir Pythagorean sayisi oldugu igin, 7, U, V pozitif
tamsaytlari U/ -V, (U, V) = I ve Ut V= 1(mod2) sartlarini saglamak {izere

b=T2Uv?- V¥ (3.2)
seklinde olmalidir. (3.1) denkleminde b yerine yazilirsa

w(’ —v?) = PT2UVU? - V?) veya wvfu— vifu +v) = £T°UVU*- V) (3.3)
elde edilir.

Eger (a) hipotezi saglamiyorsa yani u, v, u + v ler bir saymnin karesi olmayan
tamsayilar ise 0 zaman uv(u - v)(u + v) carpimi bir kareye esit olmayan tamsayidir.
Ayncauy, u  vveu v sayilan ikiger ikiger aralaninda asaldir ve hipotezden w ile v
u ' v=Hmod2), (u, v) = 1 ve u > v sartlarim saglayan tamsayilardir. O zaman (3.3)
den dolay1 7%= 1 =I'=1= ¢ 7= 1olur

Eger (b) hipotezi saglaniyorsa (3.3) iin sol tarafi tam olarak 4 ile bdlinebilirdir.
wv = O(mod2) ve u + v = 1(mod2) oldugundan T ? tek ve uv = O(mod4) olmahdur.
Buradan (3.3) ifadesini 4 ile bolerek

—?(u— Wt v) = tZTZ%K (7 vy (3.4)

bulunur.(3.4) iin sol tarafi kare olmayan bir tek tamsayi oldugundan /T =1
= I'=1=1=T=1 olur. Bu yiizden wv(s’ — +) bir bagimsiz Pythagorean

sayisidir,

Teorem 3.11 p > 3 bir asal ve v 2 1 , w > 3 kare olmayan tek dogal sayilar
(v = I oldugu durumda) olmak iizere, v ile w min farkli asal bdlenlerinin hepsi p
modiiliine gore 1 e kongritent olsun. Ayrica # bir pozitif tamsay1 olmak iizere w nin

bélenleri olan 7 tek asallan , p den farkh olarak verilsin. ¥ = 2"r’w olmak iizere
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(1, v) = 1 oldugunu kabul edelim. Ayrica » — v, biitim asal bélenlerinin her biri p
modiiliine gore 1 e kongriient olacak sekilde tam kareye esit olmayan bir tamsayi ve

u + vde, tam kareye esit olmayan bir tamsay: olsun. # + v nin asal bélenlerinden

i

birisi ¢ = 1(modp) olacak sekildeki bir sayr olmak {izere, geriye kalan butin asal
bolenleri p modiliine gore 1 e kongriient olsun. n = 1 veya n = 2 olarak kabul

edilsin.

O zaman wv(i’ - v?) primitif Pythagorean sayis1 bagimsiz bir Pythagorean

saysidir.
Ispat. Hipoteze gore q, 7, Py . ---. P, ler farkh tek asallar ve
pys ... =p,= l(modp)

olmak tizere uv(s’ - v’) Pythagorean sayisinin

w’ V) wm v v 2g’p,...p,
seklinde olmasi gerektigi agiktir. ¢ ve b pozitif tamsayilan a > b, (@, b) = | ve
atb= l(mocfZ) sartlarim saglamak iizere

2" p,...p,=Fabfa—b)a + b) (3.5)
bigiminde verildigini ve a nin tek ve & nin ¢ift oldugunu farz edelim. B tek olmak
iizere (3.5) de b = 2B ve t = 2°T olarak alirsak;

29 p,...pn,=T?2%"aB(a - 2*B)(aZ* + B) (3.6)
olur ki burada /< k <n, § 2 0 olmak izere n = 26 + k da ¢ nin tek olmasi
gerektiginden

g’p,...p, T aBa 2'B)* B) 3.7

elde edilir.
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[k olarak 7" > 1 ve T tek i¢in (3.7) nin saglanmadifini ispatlayalim. Bunun i¢in
tersine olarak (3.7) nin baz1 T -~ I ve T tek sayilan igin saglandigim kabul edelim.
Gergektende (3.7) nin sol tarafi, (3.7) nin sag tarafindaki farkl asallarin kuvvetleri

2

bigiminde bir tek sekilde temsil edilir. #* sadece bir asalin karesi oldugundan dolayi

T = r olaca@ agiktir. Boylece (3.7) denklemi

ap, ... p,, = aBa-2B)(a2 + B) (3.8)
olmasim gerektirir. p, =...=p,_ = 1(modp) olduguigin (3.8) de eger ¢ laB ise o
zaman

a 2B=1(modp) veaZ \ B=1(modp)
olacag: agiktir. Buradan

2a = 2(modp) ve 2X''B = O(modp)
olur. Béylece eger ¢ |aB ise 0 zaman

a= l(mod2) ve B = 0(mod2) 3.9
olur ki bu bir geliskidir. Ciinkit B nin bir boleni olan p (3.8) nin sol tarafim da

boleceginden p ning, p,, ..., p, den farkli olmasi ile gelisir. Sonra ¢ | (a - 2"B)

veya ¢ | (@ + 2*B) oldugunu farz edelim. Bu durum (3.8) denkleminde
a = B = lfmodp) olmasimi gerektirir Hem de ql(a — 2*B) ise o zaman
a-2B= g(modp) olmalidir ve a = 1(modp) olduBundan sonugta 2 = g + I(modp)
=> q = lf(modp) olur ki bu da ¢ = Ifmodp) hipotezi ile gelisir. Cunkii
(a-2'B = gfmodp) ve a + 2B = 1(modp) dir.)

Boylece T > I igin (3.8) esitliginin saglanmadi goriiliir. Sonug olarak 7' = 1
ve burada t  2°1 oldupundan 1 2° elde ederiz. Simdi de & 0 oldugunu

gosterelim. Hipoteze gore n = 1 veya n =2 dir. Egern= 1 ise 0 zaman 26 ! k = n ve
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k > 1 oldugundan & - 0 bulunur. n =2 igin de 6= 0 bulmahyiz. Ciinkii 20+ k = n
ve k > 1 oldugundan ancak & = O olabilir. Boylece 6 ~ 0 ve I'= 1 oldugundan

t - 2°T = 1=1 olur ki ispat tamamlanr.

Teorem 3.12 Bagimsiz olmayan primitif Pythagorean sayilarinin sayis sonsuzdur.

ispat. Once k, 1 den bityitk bir tamsay: olmak uizere n sayisinin

no (18K2 1 12k v (62 1 4k v \)(24k7 1 16k v 3)(12K° 1 8k 1 1)
bigiminde verildigini duginelim. Burada

w~ I8+ 12k +2 vev = Gk + 4k + 1
olarak alhirsak, o zaman u ift v tek, » > v ve (u, v) = 1 dir. Boylece
n - uv(u ' v)(u v) olacagindan n bir primitif Pythagorean iggeninin alam olur.
Yani n bir primitif Pythagorean sayisidir. $imdi de n yi

ne 3k D12K 0 8k v 2)(24K7 1 16k v 3)(12K + 8k v 1)

=(3k+ 1)’n

bigiminde tekrar yazarsak a - 12k + 8k + I olmak iizere n' = afa + I)(2a + 1)
olarak bulunur. Béylece sonug 3.2 den n' de bir primitif Pythagorean sayisi olur.
Ancak eger k > 1 ise n bagimsiz. Pythagoreun sayis degildir.

Yukaridaki durumlar igin iki 6zel drnek daha verebiliriz.

Ornek 3.13
n= (18K 1 24k + 8)(6K + 8k + 3)(241° + 32k v 11)(12K + 16k +5), k2]
~(3k v 2P(12) + 16k + 6) (24K 1 32k + 11)(12K° + 16k + 5)
olur ki @ = 12k + 16k + 5 olmak iizere
n=(k+2%(2a+ D@+ 1)

bulunur.

Ornek 3.14
n=(6k+2)(2k+ 1)(8k + 3)(4k + 1), k= 1ve k+1=5
= (3k + 1)(4k 1 2)(8k + 3)(4k + 1)
— 824k + 2)(8k + 3)(4k + 1)
olur ki @ = 4k + 1 olmak tizere

n=salat+ Na+1)
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elde edilir.

Tamm 3.5 Her hangi bir n dogial sayis1 , iki farkli Pythagorean uggeninin alam

olarak yazilabiliyorsa » ye ikiz Pythagorean sayisi denir.

Tamm 3.6 Eer bir n dogal sayis1 ii¢ farkli Pythagorean tggeninin alam olarak
yazilabiliyorsa bu n dogal sayisina tigliz Pythagorean sayis1 denir.

Tanim 3.7 Eger dort farkly Pyvthagorean Gggeninin alam bir n dogal sayisina egitse
bu n dogal sayisina dordiiz Pythagorean sayist denir,

ikinci bolomde verdigimiz farkli hipotenusla (518, 1320, 1418),
(280, 2442, 2458), (231, 2960, 2969), (111, 6160, 6161) tggenlerini alirsak alanlan
aymdir. Dolayisiyla dordiiz Pythagorean sayisi olur.

Tammm 3.8 Eger bir n dogal sayisi beg farkh Pythagorean tggeni olarak
yazilabiliyorsa bu n dogial sayisina besiz Pythagorean sayisi denir.

Yine ikinci bolimde bahsettigimiz bes farkh (2805, 52416, 52491),
(3168, 46410, 46518), (5236, 28080, 28564), (6006, 24480, 25206),
(8580, 17136, 19164) Pythagorean iiggenlerinin alanlann aymidir. Bundan dolay:
tggenlerin alanlan begiz Pythagorean sayilarim olugturur.

Bagimsiz olmayan sonsuz sayida primitif Pythagorean sayilanmin oldugu
Teorem3.11 den dolay: agiktir. Buradan ikiz Pythagorean sayilannin sayisi da
sonsuz sayidadir. n, (40, 42, 58), (70, 24, 74) ve (112, 15, 113) ile verilen ¢
Pythagorean tggeninin alam oldugundan n = 840 bir tigiiz Pythagorean sayisidir.
Boylece her bir f dogal sayisi igin 840¢> bir tgtiz Pythagorean sayisidir.

Baz1 pozitif tamsayilar ikiz primitif Pythagorean sayisidir. Bunlardan 10.000 e
kadar iig tane ikiz primitif Pythagorean sayisi vardir. Bunlar 210, 2730 ve 7980 dir.

n=210, (12, 35, 37) ve (20, 21, 29) primitif Pythagorean Gggenlerinin
alanlarina egittir.

n = 2730 ise (28, 195, 197) ve (60, 91, 109) bigimindeki iki primitif
Pythagorean tiggeninin alamdir.

n = 7980 de (40, 399, 401) ve (168, 95, 193) bigimindeki ifade edilen iki
primitif Pythagorean tiggeninin alamdir.

ki primitif Pythagorean {ggeninin alanina esit olan tim pozitif »

tamsayilarinin bulunmasi problemi enteresan bir problemdir.
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Tamm 3.9 Herhangi bir pozitif n sayist p ile bolindigi zaman, p° ile de
boliinebiliyorsa yani » in asal ¢arpanlara aynilisinda kuvveti bire esit olan higbir asal
carpani yok ise bu n sayisina Powerful say1 denir.

Tamm 3.10 Efer bir n tam sayis1 powerful ve Pythagorean ise bu n tam sayisina
powerful Pythagorean sayis: denir.

Teorem 3.13 Verilen bir say1 Pythagorean sayis1 ise 0 zaman bu say1 bir saymnin
karesine egit degildir.

ispat. Eger bir Pythagorean sayis1 , bir saymin karesine egit olsaydi, o zaman
(u,v) =1,u > vveu+v= 1{mod2) olmak iizere

m'uw( - V) =
olurdu. Buradan

s2

m2

uv(u— v)(u+ v) = =57

olur. Buise a, b, c ve d dogal sayilan olmak iizere

u=a’, v=0 u-v=cfveu+ v=d
olmasim gerektirir. Boylece o’ — b’ = ¢’ ve & + b° = & olarak bulunur ki bu
mimkiin degildir [8]. Eger

(u,v) =1veuwfu — vj(u + v) = s
ise o zaman

u-d, v - B, u-v=cveur v = d*, a*r b = d*
olacak sekilde a, b, ¢ ve d dogal sayilar1 vardir. Buda Fermat’ in son teoreminden
dolay1 bir primitif Pythagorean sayisi bir tam saymmn & mc1 kuvveti olamaz

(yani ¥ + y* = 2 nin trivial olmayan ¢6ziimt yoktur.)
Teorem 3.14 Sonsuz sayida powerful Pythagorean sayisi vardir.

Ispat. Eger n bir Pythagorean sayis1 ise o zaman her ¢ ve m pozitif tam sayilan igin
n ™ *! powerful Pythagoreandir.

En kiigiik powerful Pythagorean sayist 6° = 216 dir. Diger bazt powerful
Pythagorean sayilan £6°, £2"30°, P5™6°, #7™30° dir.

Teorem 3.15 Lucas dizisinde Pythagorean sayisi yoktur.
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Ispat. Pythagorean sayisi 6 ile béliinebildiginden ve bu sayinin birler basamaginda 0
veya 4 yada 6 sayilarindan birinin bulunmasi gerektigini biliyoruz. » inci Lucas
sayisinin Pythagorean sayisi olmasi igin L, = 0 (mod6) ve L., = 0, 4 veya 6(modl()
olmasi gerek sarttir. Ayn ayn olarak 6 modiliine ve 10 modaline gore Lucas
dizisini géz 6niine alahm.

6 moduliinde Lucas dizisi

<2,1,3,4,1,50,5,5,4,3,1,4,5,3,2,5,1,0, 1, 1,2,3,5>2, 1, 3,...
seklindedir. Periyodu 24 tiir. Boylece /.,,,, = 0 (mod6) ve L ,,.s = 0 (mod6) elde
edilir.

10 modiliinde Lucas dizisi

<2,1,3,4,7,1,8,9,7,6,3,9>2, 1, ... seklindedir ve periyodu 12 dir.

Lowre = Tiagre = 8modl0), Loye = Ly, = 8(modl0) olur. O halde

Lucas sayilan 6 ile bélindigiinde birler basamaginda 8 rakami bulunur ki bu ytizden

Lucas sayilan Pythagorean sayisi degillerdir.
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