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Ist iletimi problemlerinin ¢6ziimiinde degiskenlerine ayirma metodu yaygin
olarak kullanilir.

Bu ¢aligmada birlesik elemanlarda sicaklik dagiliminin bulundugu zaman
olusan spektral problemin o6zdegerleri ve Ozfonksiyonlan incelenmis ve sicaklik
dagilim igin/formiil yazilmugtir.

Baz 6zel haller i¢in agik formiiller elde edilmis ve genel haller igin asimtotik
formiiller i)ulunmustur.

Anahtar kelimeler: Sicaklik Dagiimi, Ozdeger, Ozfonksiyon, Spektral
Problem, Birlesik Elemanlar.
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The method of seperation of variables has been widely used in the solution of

heat-conduction problems.

In this study the eigenvalues and eigenfunctions of the spectral problem arising

in finding of the heat distribution in a composite medium consisting of two layers in

contact are investigated and formula for the heat distribution is written.

In some private conditions, the clear formulas were obtained and in some

general conditions, asymptotic formulas were found.
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SEMBOLLER

a Yiizeyler igin temas noktasi

b Cismin bittigi nokta

C Katsayl

c Birim hacim i¢in 1s1 kapasitesi

h Yiizey birim katsayist

K Termal difuzivite

R(x,t) x noktast ve t zamanmndaki 1s1 Gretim miktart
t Zaman

U(x,t) x noktasi ve t zamamndaki sicaklik fonksiyonu
U, Cevre sicakhg:

U, U(x,t) fonksiyonun t’ye gore kismi tiirevi
Ux  U(x,t) fonksiyonun x’e gore kismi tiirevi
y(x)  Ozfonksiyon (Eigenfunction)

A Ozdeger (Eigenvalue)

oy Mal‘zemenin porozite katsayisi

B, Malzemenin termal iletim katsayis

p 1WK



GIRIS

Bu ¢aligmada,

U=kU, (0<x<a,t>0) }

U, =kU, (@<x<b,t>0) )]
U@, t)=0, U(b,t)=0 (dis siur kogullarr) 2)

U(a—0,t)=alU(a+0,t) i¢ temas

U,(a—0,t)=bU_(a+0,t| | kosullan ©)

U(x,00=f(x), 0<x<b (baslangi¢ kosulu) 4)

(k,k,,a,B,€ R)
diferensiyel denklem sisiteminin, degigkenlerine ayirma yontemi (Fourier yontemi) ile
¢cozimii incelenecektir (Oturang, 1995).

Degiskenlerine ayirma yontemi ile ¢oziim bulmada 6zdeger ve ozvektorlerin
(6zfonksiyonlarin) teorik olarak incelenmesi spektral teori bilimi gercevesi icinde
arastirilmaktadir.

Esitlik (1)’in fiziksel anlamu;

a—U%t’ﬁ =K %ﬁ{ak(x, t) - h[U(x,t) - U,] (5)
denklemine karsilik gelir. Esitlik (5) literatiirde bir boyutlu sicaklik dagilimi denklemi
olarak bilinir (Churchill, 1972).

Burada, c, birim hacim bagina “is1 kapasitesi”, R(x, t), t zamaninda x yolu
boyunca. “iiretilen 151, K, “termal difuzivite”, h pozitif degerli “yiizey 1s1 transfer
katsayist” ve Up “gevre sicakligr”dur.

Ist iletim ka‘tsayllan B; ve B, olan iki malzemenin “a” smnnda temas ettikleri

varsayilsin, (Sekil 1).



x<a X>a
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Sekil 1
x = a noktasinda genelde 1s1 tiretimi ve 1s1 absorbsiyonu olabilir. Bu durumda,

lim f(x) = f(a-0) ve lim f(x) = f(a+0)
X—>a X—a
x<a X>a

gosterimleri kullamilmak tizere, Esitlik (3)’tin 6zel hali olarak,
o1 U(a-0, t) = o, U(at0, t)

Bl Ux(a_oa t) = BZ Ux(a'+0: t)
esitlikleri yazilabilir (Ozisik, 1980). Burada o, o, ve By, B2 pozitif sabitlerdir.



BOLUM 1
DEGISKENLERE AYIRMA YONTEMI

Degiskenlere ayirma yontemi ile kismi tiirevli diferensiyel denklem, adi
tiirevli diferensiyel denklem Sturm-Lioville denklemi tipinde olur.
Bu ydntem 1s1 iletim denklemi ile anlatmak miimkiindiir. 0 £ x < L olmak

lizere,

*T(x,t) 1 IT(x,t)
—_—2 = , 0<x<L,t>0
ox? o ot Xtz (6)

(7
K%}{iq-h’l‘:O , x=L, t>0 (®)
T=F(x) , t=0, 0<x<L ©)

kismi tiirevli denklemi sinir ve baslangi¢ sartlan verilsin. Esitlik (6) ile verilen
diferensiyel denklem iginde 1st iiretimi ve evaporasyon hali olmayan literatiirde bir
boyutlu 1s1 iletim denklemi olarak verilen bir kismi tiirevli diferensiyel denklemdir.

Bu denklemi ¢dzmek igin Esitlik (10) ile verilen doniisiim yapabilir.

T(x,t) = X(x)- T(t) (10)

Esitlik (10) zamana bagh ayrilmis esitliktir. Esitlik (10), Esitlik (6) da yerine

konulursa,



1 dX(x)_ 1 dI(®) .
X(x) dx*  ol(t) dt an

ifadesi elde edilir. Bu esitlikte sol taraftaki ifade sadece x degiskenli uzayin
fonksiyonudur. Sag taraftaki ifade ise t degiskenine baghdir. Bu esitlikteki her iki
ifadenin ayn sabite esit oldugu digiinilirse,

B € Rigin,

1 X _ 1 O _ g (12)
X(x) dx*  of(t) dt

2
-,
elde edilir. Bu durumda T'(t) fonksiyonu I(t)=e d formundaki bir ¢oziime sahip

olup,

ar® +af’T(t)=0
dt (13)

adi tiirevli diferensiyel denklemi elde edilir. Burada B¥nin negatif segilmesi I'(t)

¢Oziimiiniin t — oo durumu igin sifira yaklagmast durumunu olugturmak igindir. o ve

pozitif ifadeler olduklarina gore I'(t)’nin sifira yaklagmast igin bir fiziksel beklentidir.

Diger taraftan

d*X(x) . . _
= +B°X(x)=0, 0<x<L (14)

diferensiyel denklemi de saglanr.

Esitlik (10) un siur sartlarina uygulanmast ile

dX
x0T (15)
k-(i—X-+hX=0 , x=L ‘

dx (16)

bulunur .




Tamm. Esitlik (14) ve (15) denklemleriyle tanimlanan yardimct probleme &zdeger
problemi denir.

B=PBm , m=123. ayinm parametresinin sadece belirli degerleri icin
¢oziimlere sahiptir.
Tanim. X(Bm, x) uygun ¢dziimiine problemin dzfonksiyonu denir.

B , 6zdeger degil ise yani B # Bn ise problem asikar ¢dziime sahiptir, yani
x = 0’dir. X(Bm, x) 6zfonksiyonlar1 ve By, 6zdegerleri elde edilebilir ise yukaridaki ist

iletimi probleminin ¢6ziimii, sicaklik dagilimi, T(x, t)

T(x,t) = i C.X(B., x)e‘aﬂzmx (17

m=1

olarak verilir. Esitlik (9)’da verilen baslangi¢ sartindan yararlanarak ,

F(x) =iCmX(ﬁm,X) , 0<x<L (18)

yazilabilir .
Bu sonug, Esitlik (15), (16) dzdeger probleminin X(Bn, x) 6zfonksiyonlarinin
terimlerinde 0 < x < L araliginda tanimli olan keyfi F(x) fonksiyonunun ifadesidir.

Cn bilinmeyen katsayilan

L 0, m#0
[X (B 0)X(B,, x)dx =
0 N(ﬁ) , m=0 (19)

ile verilen 6zfonksiyonlarin ortogonalligi kullanarak belirlenebilir. Burada, norm,

N(Bmw),

L
N(B.) = [[X (B, 0] dx (20)

tle tanimlidir .

Cn katsayilarini belirlemek igin



L
IX(ﬂm,x)dx
0

operatori ile Egitlik (18) denkleminin her iki yammt kullanmakla mimkiin olabilir.

Esitlik (19) ile verilen ortogonal 6zelligi de kullanarak

1
C =
" N(B.)s

elde edilir.

L X)F(x)dx 1)

Ejsitlik (6) ile verilen 1st-iletimi denkleminin simir kosullan

oT
-k,—+hT=0, x=0, t>0
lax 1

T
ky 5+, T=0, x=L, t>0

(22)

olarak degistirmek miimkiindiir.
Esitlikler (6), (22), (9) denklemi, Egsitlik (10) ile degiskenlerine ayrlarak
incelenirse, 6zdeger probleminin X(Bn, x) 6zfonksiyonlar,

X(B,,x)=B, cosf_x+H,sinf_x (23)

ile verilir. Burada By, degerleri,

H,+H,
tan B L—%:(—;l—l—{z—) (242)
transendental denkleminin kokleridir. Norm N(By,) ise
N(B) = | (B, +H L+ 2) +H,
) B’ +H, (24b)

ile verilir. Burada

H, =-h—1 ve H, _h,
k, k,

olarak alinmustir.
Burada ozfonksiyonlarin belirlenmesi gerekir. Ayrica 6zdegerlerin sayis1 da

onemlidir. Bo6lim 2’de ele alinacak olan problemin oOzdegerleri incelenecek

ozfonksiyon denklemi elde edilecektir (Ozisik, 1980).



BOLUM 2

BIRLESIK ELEMANLARDA SICAKLIK DAGILIMININ SPEKTRAL
' ANALIZI

2.1. Degiskenlerine Ayirma Yontemi Yardimci Spektral Problem

(4) baslangig kosulunu dikkate almaksizin (1) denkleminin (2) ve (3) kosullarim

saglayan ¢ozimiini
Uxt)=e™y(x), 0(x(b (25)

seklinde arayalim, burada A kompleks degerler alabilir paramatredir, y(x) fonksiyonu

ise t’ye bagli olmayip A‘ya bagli olabilir.

(25) ifadesi (1), (2) ve (3) de yerine konuldugunda,

~y" (x) =Apiy(x) 5 0(x( a}

(26)
—y (x)=Apjy(x) ; a{x (b
y(©)=y(®)=0 27)
y(a—0) = ay(a+0) }

(28)
y'(@a-0)=By’(a+0)| -

elde edilir. Burada p, =1/ K, , p, =1/.,/K, olarak alinmustir (Bulavin, 1968 ve

Mulholland, 1972).

Tamim: Eger bir kompleks A degerinde (26), (27), (28) probleminin 6zdes olarak sifir
olmayan bir y(x) ¢6ziimii varsa, bu A deZerine (26), (27), (28) probleminin &zdegeri

ve y(x) ¢oziimiine de A 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu denir.



Boylece (1), (2), (3) probleminin (25) seklinde ¢oéziimiinin varligi i¢in gerek ve yeter
kosul A’nin (26), (27), (28) probleminin 6zdegeri ve y(x)’in de bu 6zdegere karsilik

gelen 6zfonksiyonu olmasidir.

(26), (27), (28) probleminin bitin Ozdegerlerinden olusan kimeye bu
problemin spektr’i denir. Ozdegerlerin incelenmesi problemine de spektral problem
denir (Atkinson, 1964 ve Bellman, 1953).

2.2. Spektral Problemin Incelenmesi

Onerme 1: (26), (27), (28) probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat: A kompleks degerli (26), (27), (28) probleminin 6zdegeri ve y(x)’de bu
ozdegere karsilik gelen dzfonksiyon olsun. Esitlik (26) ile verilen denklemler y (y’nin

eslenidi) ile garpilip taumli olduklan araliklarda integre edilirse;

[y () yx dx = Ap? [y dx
0 0

ve

b __ M b
~[y"(x) Y0 dx = Ap} [ly(x)[ dx

elde edilir. Bu iki esitlikten; sirasiyla

~y'(a=0) y@=0) + [y'x) y® dx=2p} [lyx[’dx
) 0 0

. b b
~y'@+0) Ya+0) + [y'®) &) dx =Ap} Iy dx
elde edilir. Esitlik (28)’den

—aB y’'@+0) ya+0) + j |y’ )" dx = Ap? j |y dx (29)
0 0



-y @+0) ya+0) + [y’ dx= Ap} [lyeof* ax (30)

elde edilir. Esitlik (30)’un her iki tarafim of} ile ¢arpilip esitlik (29) ile taraf tarafa

toplanirsa,
a 2 b 2 a 2 b 2
[ly' )] dx—aB|ly'(x)] dx=2p} [ly(x)| dx—opAp? [ly(x)] dx
0 a 0 a

elde edilir. Bu son egitliklerden,

a b
Jly'col ax-ap fly'cof ax
- 2 G1)

a b
p? [y (of ax-app [y (x)* dx

yazilabilir. Esitlik (31)’den gorilecegi lizere A reeldir.

Onerme 2: (26), (27), (28) probleminin birbirinden farkli A; ve A, 6zdegerlerine
karsilik gelen y;(x) ve ya(x) 6zfonksiyonlar: agagidaki “ortogonallik” bagmntisiu saglar.
<¥1.Yy2>=0 olmak iizere
a - b -
Pl [y, ¥, dx + afp} [y, (0 ¥, (0 dx = 0 (32)
0 a

dur.

Ispat: Once 0 < x < a arahgint inceleyelim.
- 7)) =M1 pi’ yi(x) (33)

- 72"(%) = A2 p1” y2(x) (34)

Esitlik (33)’in her iki tarafini y, (x) ile esitlik (34)’tin eslegini alip her iki tarafim y;(x)

ile qarpéllm
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=y1(®) ¥,() = Ap} (%) ¥, (%)
-y, (%) y;(x) = xzpf y1(x) y,(x)
Bu iki denklemi birbirinden ¢ikarip 0 < x <a aralifinda integralleyelim

[y, 750049 (0 Y2001 dx = (b -Ay) p? 3,0 7360 dx
0 0

kismi integrasyon ile ¢oziilip sinirlar igin egitlik (27) ve (28) yazilirsa
-y1(a-0)y,(a—0)+y,(a-0)y;@@-0)=A; —A,)p; [y,(x) y,x)dx (35)
0
elde edilir.

Esitlik (33) ve (34) i¢in ayni islemler 0 < x <b aralii igin yapilirsa,

- y1(%) =M p2” Ni(x)
- y2"(%) = A2 p2” ya(x)

alindiginda,
"YI (x) y,(x) = A‘lpg ¥1(x) y,(x)

—y, () ¥2(x) = A,p} y,(x) y,(x)

yazilabilir. Bu iki denklem birbirinden gikanilip 0 < x < b araliginda integrallenirse,

esitlik (27) ve (28) yardimu ile;

Yl (a+0)y;(a+0)—y,@+0);a+0) = ~A,)ph | ¥1(X) 7,00 dx (36)
0

elde edilir. Esitlikler (28), (35) ve (36) yardu ile A; # A, oldugu igin,

b2 [%,(0 720 dx + B p? [, (0) ;0 dx = 0

elde edilir.
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Onerme 3: (26), (27), (28) probleminin dzdegerleri bir kathdir. Yani her 6zdegere

sadece bir tane lineer bagimsiz 6zfonksiyon karsilik gelir.

Ispat: Bir A 6zdegerine iki tane lineer bagimsiz yi(x) ve y(x) ézfonksiyonlarinin
karsibk geldigini varsayallm. O halde (0, a) ve (a, b) araliklarindan en az birisi

tizerinde y1(X) ve y2(x) 6zfonksiyonlar: birbirileri ile lineer bagimsiz olmalidir.

Aksini kabul edelim; y»(x) = C1yi(x) (0 <x<a), y2(x) =Cayi(x) (a < x <b) olacak

sekilde C, ve C; sabitleri vardir. Bu ifadeler esitlik (3)’de yerine yazilirsa sirasiyla,

yi(a-0) = ayi(at0) y2(a-0) = ay,(at+0)

ve

y'(@-0) =B y/'(at0) , y2'(a-0) = B y,'(a+0)
Cl yl(a—O) =0 Cz yl(a+0)
Ciy/(a-0)=B C; yi'(at0)

Buradan, C; = C; oldugu gorilir. Ciinkii y(x) # 0 dir. O halde her 6zdegere sadece
bir tane lineer bagimsiz 6zfonksiyon karsilik gelir. Ozdegerleri incelemek igin onlarin
sagladid1 denklemi (karakteristik denklemi) bulalim. Bu amagla ¢(x, A) O<x<
a) ile

-Y'() =h p1” y(x) (0<x<a) (37)

o0, A\)=0 ,¢'(0,A\)=1ve (38)

y(x,A) (a<x<b)ilede,

- Y00 = Ap2” y(x) (a<x<b) (39)

denkleminin

v ({,A)=0,y (b1=1 (40)



baglangi¢ sartlarim saglayan ¢oziimii gosterilsin.
Onerme 4. (26), (27), (28) probleminin A dzdegerleri

o(a—0,A) oa¥(a+0,A)
xX(A) =
¢’(a—0,\) BY'(a+0,\)

x(A) =P @(a-0, ) ¥(a+0, A) - o ¢’(a-0, A) P (at0, A)
fonksiyonunun kokleri ile gakigir.

Ispat: Esitlik (37) y(0) =0 sartuu saglayan ¢oziimii y(x) =C; ¢(x,\) (0<x<a) seklinde,
esitlik (39)’nin y(b) = 0 sartit saglayan ¢oziimii de y(x) = C; ¥(x, A) (a<x<b)
seklindedir. O halde y(x) ¢oziimiiniin esitlik (28) sartint saglamast igin

C q)(a-O, 7\,) =0 Cy W(at0, 7\,)
C1 (p'(a—O, )\,) = B Cz W (a+0, 7\.)

esitlikleri saglanmalidir. y(x)’in trival olmamasi i¢in C; ve Cy’lerden en az biri sifirdan
farkli olmalidir. Buradan,

o(a—0,A) o¥(a+0,))

xXA) = 0

©’(a—0,A) B¥’(a+0,A) B

elde edilir.

Esitlik (26), (27), (28) probleminin 6zdegerlerinin varligim incelemek icin bu
ozdegerlerin sagladig1 denklem (karakteristik denklem) elde edilmelidir. Esitlik (26) da

A = s? yazilirsa

V(%) =" pi° y(x) 0<x<



13

-y'(x) =5 ps’ y(x) 0<x<b
elde edilir. Egitlik (26) nin Esitlik (28) kosullarnini saglayan genel ¢6ziimii
yoo=CSPX | gx<a
$

(41)

sinsp,(b—x) a<x<b
s

y(x)=C,

seklinde olur, burada C, ve C; keyfi sabitlerdir.

sinsp,a —aC, sinsp,(b—a)

S S.

C,

p\C, cossp,a=—Lp,C, cossp,(b-a)
elde edilir. Buradan

C, sinsp,a —aC, sinsp,(b—a) -0
s

s
ve
C,p, cossp,a+C,fp, cossp,(b—a)=0
seklinde elde edilir. Bu son iki denklemde katsasilar matrisinin determinanti
sinsp,a —a sinsp,(b~-a)

A(s) = s ] =0
p,cossp,a  Pp, cossp,(b-a)

olarak yazilir. Bu determinant agilirsa,

Ssp,a cossp,(b—a)+ap, cossplaw =0
s s

= Bp,

©

2

= B2 {singp,a+p,(b—a)]+singpa-p,(b-a)]}+

|
w

+0r —l;—;{sins[pla+ p,(b—2)]-singp,a—p,(b-2)]}=0

1 : 1 .
(0P +Bp)sins{p,a+ py (b-2)]=—-(ap, - Bp,)sing[p,a = p, (b-2)] =0



bulunur.
A=ap,+fp, , B=ap, - fp,
(42)
d=patp,(b-2a), y=pa-p,(b-a)
olmak iizere
A(s Asinsé +Bsins 0
()= ( Y)= “3)
seklinde elde edilir. Buradan
elde edilir.
Burada
A>0 , —o< B <
‘_ ap, —fp,| _,
Al lop,+fp, (45)
8>O,-w<y<m
i ' _|pa-p,o-a)|
p1a+p2 (b- a)l (46)

A (0) #0 oldugu gosterilebilir. Dogrudan da,
eger Y= 0 ise (43) den

A(O);%As #0

eger y= 0 ise yine (43) den

14



AQ0) = %(A6+By)
=%(apz +Bp, ) pia+p,(b-a)+(ap, - Bp,)[pia—p,(b-a)]

1 '
=~ {oap] +a(b-a)p,p, + ap\p, + b -a)p} +ap] ~a(b—a)pp,

—Bap,p, +B(b-a)p3}

=oap; +B(b—a)p; =0
bulunur.

Bu sonugtan sonra asagidaki 6zel durumlar incelenebilir.

i) B=0 olsun. [¢:>p[a=p2(b—a)]=>A(s)=%smsg

So = 0 degeri (26), (27) problemi igin 6zdeger vermiyor. Ciinkii bu deger igin (26).

(27) problemini yalnizca sifir ¢éziimii vardir. Ayrica A (0) # 0 oldugunu da biliyoruz.

A(s)z0=sd=nn, (n==x1,+2,.)=>S,;=nn/8, n==%1,12, ...

= An=8,"=(nn/8’=[(r/pa+pyb-a)nl’ , n=1,2,3, ..
(41)de C, =1 kabul edilerek

sins, p,a

C=—
©  osins, p,(b—a)

elde edilir. O halde 6z fonksiyonlar

glmsinsnp,x , 0€£x<a
=

08, S:Il::;il(i—a)'Sins"pZ(b_x) , a<Xxshb (47)
n=1,23,..

seklinde elde edilir.
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i) y=0olsun [< pja= p;(b-a)]

yukaridaki durum ile ayni olan sonug elde edilir.

Higbir 6n sart vermeden Egsitlik (43) tn s koklerinin varligi ve bu koklerin
sayistin incelenmesi problemi (Ozigik, 1980) spektral teori galigmalar igin dnemlidir.

Koklerin varligi ve bu koklerin sonsuz sayida olmasi kompleks degiskenli
fonksiyonlar teorisinden bilinen Rouche teoreminden yararlanilarak incelenebilir.
ROUCHE TEOREMI: f{(z) ve g(z) fonksiyonlar: basit ve kapalt T egrisinin iginde ve
tizerinde analitik (holomorf) olsunlar. Eger T" higbir sifir yerinden gegmiyorsa ve T"
lizerinde |f(z)| > |g(2)| ise, o halde f(z) + g(z ) ve f(z) fonksiyonlarimn I' igindeki stfir
yerlerinin sayist aymdir,

Teorem. Egsitlik (44) Gn sonsuz sayida kokii vardir. S, (n=1, 2, ...,) koklerd,

S, = L -£<rn<£ , h=1,2 3, .
0 2 2
seklindedir.
Ispat. A = s olmak tizere
s8 =7z, s=%z = 7L=sz=(—g—) z’ (43)
7r2
D(A) = CD( i zz) = 0.(2) (49)
o . .Y
®,(z) = — (A sin iz~ Bsin - 71z) (50)
27z )

T, ile {z: |Rez|=n+l, |Imz|=n+l}
2 2

karesinin ¢evresi gosterilsin.
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I=r,, f(z)=£A—sinnz, g(z)=ﬁsinlnz
2z 2z &6

kabul edilsin. O halde ®(z) = f(z) + g(z) Rouche teoreminin ifadesine gore,

sm nz
Bsm—nzi l—’
sin7mz

|A sinmz >

{B/A] < 1 oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla

.Y
— Tz
sm6

sin7mz

<1 (zeT, ve n yeterince biiyiik)

oldugunu gostermek yeterlidir. z= ¢ + it olmak {izere, I';’nin dik kenarlar {izerinde

0'=i(n+-1—)
2

sin7z = sin n[i( n+ —2!-) + ir} =+(-1)"Chzrr

sin=mz{ =

sin Lz < l(e""’"’"‘”)

0 2

O halde,

Y
s |
sin 7z l e ye

ol el . ool 1

—nt|
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5=i(n+l)
2

o halde |c| < 1 oldugundan, Vn igin

sinz—ﬂz

9 <1
SN 72
a:i(n-*—;-)

elde edilir.

I'y’in yatay kenarlan {izerinde:

T=i(n+l)
2

sintmz| ., sl 1)
.6 Sze _Ze (1 5)”
sinzz ce™ ¢

ft] = e ciinka, {4 <1

O halde yeterince biyiik n ler igin

elde edilir.

O halde Rouche teoreminin ifadesine gore, biyik n ler ig¢in @(z)
fonksiyonunun T, i¢indeki sifir yerlerinin sayist (1/z).sinwz fonksiyonunun T, igindeki

sifir yerlerinin sayist kadardir. 1/z sin ®z’nin T, igindeki sifirlan

mm(m==x1,+2 .. +n)dir ve bunlarn sayisi 2n dir.
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mm (m==*1,+2, ..., +n)dir ve bunlarin sayis1 2n dir.
Esitlik (49) den goriilecegi iizere, & (z) ¢ift fonksiyondur. O halde @& (z) nin Iy

icindeki kkler,
“Zny ~Zn-1y «ovy ~Z), o Zp.l, Zn

seklinde yazilabilir. Benzer gekilde (Rouche teoreminin yardimiyla) kolayca

gorilebilir ki, z, kokii

(-3 +3)
n—-—, nt+—
2 2

araliinda bulunur.

1 1
n-—<z,<n+-—
2 2

(51)
Esitlik (49) dan s, =(®w/ 8) 2, , zn= (/) s, Esitlik (51) den.

n —% < 7—;-5,‘ <n +-;— buradan, I', = s, —nm olmak iizere.

elde edilir.

(26), (27), (28) probleminin A, = sn2 Ozdegerine karsilik gelen vn(X) dzfonksiyonu -

yn(X)=isinSnp1x, 0<x<a
S

n

sins, p,a
os, sins, p,(b—a)

Ya(X)= sins, p,(b—x), a<x<b

seklinde bulunur.
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2.3. Sicakhik Dagilimi I¢in Formiil

(1), (2), (3), (4) probleminin U(x, t) ¢6ziimi

UG, = 3,C, e
n=1
serisi geklinde bulunur, burada C, sayilan Esitlik (4) baslangig kosulundaki f{x) igin

yazilan

fx) =3 C,y,(x)

n=]

ayrilig formiiliinden

a b
(fy,) PiIEGOY.COdx+oBR3 Gy, (dx
Cn= o 1 = 0 a

= = b
(yu 'Yn> piji(x)dx+aBp§jyi(X)dx
0 a

n=1, 2,3, ... olarak elde edilir.
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SONUC

(26), (27), (28) olarak verilen birlesik elemanlarda sicaklik dagilimi problemi
bu ¢aligma ile degiskenlerine ayrilarak incelenmigtir.

Spektral analizi yapilan problemde 6zdegerlerin reel olusu, 6zfonksiyonlarin
ortogonalligi, 6zdegerleri, katlihg: gibi 6nemli spektr ozellikler incelendikten sonra
Ozdegerlerin sayisinin sonsuz tane oldugu ifade ve ispat edilmigtir. Koklerin
asumtotikligi problemi bu ¢aligmada ele alinmamustir. S6z konusu problem halen Ege
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali biinyesinde verilen bir
doktora galismast ile incelenmektedir. Onemli olan iki galismanin birlestirilip (Bulvain,
1968)’in genel halinin ¢oziimiini elde etmektir,

Bu ¢alismanin orjinalligi (Ozigik, 1980)’de belirtilmektedir. Séz konusu
literatiirde gok katl: birlesik elemanlar i¢in bazi temel formiiller verilmis fakat spektral
analiz yapilmamustir. Bu ¢alismada problemin biitiin spektr ozellikleri analiz edilmis

ozdegerler ve dzfonksiyonlar incelenmistir.
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