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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
2x2 BLOK MATRISLER iCIN ESITSIZLIKLER

Ziibeyde ULUKOK

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Danmisman: Yrd. Do¢. Dr. Ramazan TURKMEN
2009, 77 Sayfa

Jiiri: Prof. Dr. Durmus BOZKURT
Yrd. Do¢. Dr. Ramazan TURKMEN
Yrd. Doc. Dr. Saadet ARSLAN

Lineer cebir ve matris teori matematik bilim dalinda temel bir aragtir. Matris teori,
matematigin en zengin dallarindan biridir. Matris teori, uygulamali matematigi i¢eren ¢esitli
alanlarda, bilgisayar bilimlerinde, ekonomide (iktisatta), mithendisliklerde, istatistik ve diger
birgok alanda genis bir sekilde kullamlmaktadir. Ozellikle blok matrisler, gesitli matris
problemlerinde 6zellikle matris esitsizlikleri tiiretmek de onemli rol oynamaktadir.

Biz bu c¢aligmanin temeli olarak, ilk 6nce pozitif yari tanimli blok matrislerin singiiler
degerleri i¢in bazi esitsizlikler verecegiz. Daha sonra blok matrislerin o6zelliklerinden
faydalanarak pozitif yari tanimli matrislerin ve pozitif yart tanimli blok matrislerin
carpimlarinin, Hadamard ¢arpimlarinin ve toplamlarinin izleri i¢in elde edilen esitsizlikleri

verecegiz.

ANAHTAR KELIMELER: Oz degerler, Singiiler Degerler, Pozitif Yari Tanimli Matrisler,
Blok Matrisler, Iz Esitsizlikleri, Hadamard Carpimlar, Matris Esitsizlikleri.
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INEQUALITIES FOR 2x2 BLOCK MATRICES
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Linear algebra and matrix theory are fundamental tools in mathematical disciplines.
Matrix theory is one of the richest branches of mathematics. Matrix theory is widely used in a
variety of areas including applied math, computer science, economics, engineering, operations
research, statistics, and others. Especially, block matrices play an important role in various
matrix problems, specially in deriving matrix inequalities.

In the first step of this study, we established some inequalities for singular values of
positive semidefinite block matrices. Also, we got some inequalities on traces of product,
Hadamard product and sum of positive semidefinite matrices and positive semidefinite block

matrices by using properties of block matrices.

KEYWORDS: Eigenvalues, Singular Values, Positive Semidefinite Matrices, Block

Matrices, Trace Inequalities, Hadamard Product, Matrix Inequalities.

v



ICINDEKILER

OZET iii
ABSTRACT iv
ONSOZ v
1. GIRIS 1
2. BAZIOZEL TIiPTEKi MATRISLER 5
2.1.  Hermityen Matrisler 5
2.2, Pozitif Taniml1 ve Pozitif Yari Tanimli Matrisler 9
23.  Matris Aynisimlari 15
3.  BLOKMATRISLER 18
3.1.  Blok Matrislerin Elemanter Islemleri 18
3.2.  Blok Matrislerin Determinanti ve Tersi 20
33. AB ve BA Matrislerinin Oz Degerleri 24
3.4.  Sureklilik Argiman 26
3.5.  Blok Matrislerin Schur Tamamlayanlari 26
3.6.  Pozitif Yar1 Tanimli1 Blok Matrisler 38
3.7.  Kronecker Carpim ve Hadamard Carpim 41
3.8.  Schur Tamamlayanlari ve Hadamard Carpimlar 44
3.9.  Majorizasyon Esitsizlikleri 47
4.  POZITIF YARI TANIMLI BLOK MATRiSLERIN SINGULER
DEGERLERI iCIN ESITSIZLIKLER 54
5. POZITIF YARI TANIMLI MATRISLER iCiN iZ ESITSIiZLIKLERI
63
6.  SONUC VE ONERILER 75

7. KAYNAKLAR 76

vi



ONSOZ

Bu tez galismasi, Selguk Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii Ogretim
Uyesi Yrd. Dog. Dr. Ramazan TURKMEN damsmanliginda hazirlanarak, Selguk
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Bu ¢alisma, matris teoride 6nemli bir yere sahip olan blok matrislerle ve pozitif
yart tanimlt matrislerle ilgili esitsizlikler tizerine hazirlanmigtir. Caligmanin birinci
boliimii ‘GIRIS e ayrilmus, ikici boliimde baz1 6zel tipteki matrisler ve ozellikleri ele
alinmistir. Uglincii boliimde ise blok matrislerin temel 6zellikleri ve blok matrislerle
ilgili bilinen egitsizlikler ele alinmistir. Dordinct bélumde, pozitif yari tanimli blok
matrislerin singiiler degerleri i¢in elde edilen esitsizlikler verilmigtir. Besinci
bolimde ise pozitif yart tamimli matrisler ve pozitif yart tanimli blok matrislerin
izleri ile ilgili elde edilen esitsizlikler sunulmustur.

Bu caligmada benden her turlii yardimlarnini esirgemeyen degerli hocam Yrd.
Dog. Dr. Ramazan TURKMEN’e ve desteklerinden dolay1 TUBITAK’a

tesekkurlerimi sunarim.

Ziibeyde ULUKOK
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1. GIRIS

Bu bolimde, ilk olarak matrislerin 6z degerleri ve singiiler degerleri tizerine
yapilan caligmalar hakkinda bilgi verecegiz.
Bhatia ve Kittaneh (2000), herhangi 4 ve B matrisleri igin aritmetik-

geometrik ortalama esitsizligi olarak bilinen,
2s, AB" <s, AA+B'B, j=12,.
singiler deger esitsizligini vermistir.
Zhan (2004), Bhatia ve Kittaneh (2000) tarafindan verilen esitsizligin blok

matrisleri kullanarak yeni bir ispatin1 vermigtir. Ayrica Zhan, 4, B e M pozitif yari
taniml1 matrisler ve {O Bj matrisi, A ve B matrislerinin direk toplamini belirtmek

ve j=1,2,...,n olmak lizere,
s, A-B <s, A®B
sonucunu elde etmisgtir.

Wang, Xi ve Zhang (1999), 4 ve B ayni mertebeden pozitif yarn tanimli

matrisler olmak tizere,

s A=B <,,s A+B

ve sonug olarak,

s A-B <,s A+B

oldugunu gostermiglerdir. Ayrica bu yazarlar 4 ve B ayni mertebeden pozitif yari

taniml1 matrisler ve U ve J° herhangi kontraksin matrisler olmak tizere,
r A—B <tr|A-UBV|<tr A+B ,
A>0 ve B>0 matrisleri igin,
A A'B 24 A/B,®0

ve A>20, B>C >0 ve A+C >0 olmak tzere,



A A+B 'B =i A+C 'C

esitsizliklerini elde etmiglerdir.

M K
Tao (2006), M eM,, NeM,, r=min m,n olmak iizere verilen (K N]

pozitif yari tamml1 blok matrisi i¢in j=1,2,...,r olacak sekilde,
25, K <s, G\{/I ];j
esitsizligini vermistir.

Ikinci olarak, matrislerin izleri iizerine yapilan baz1 ¢alismalarin temel sonuglari
verilecektir. Daha sonraki bolimlerde bu sonuglarla elde ettigimiz bazi sonuglar
karsilagtirilacaktir.

Iz esitsizlikleri birgok alanda oldukga kullamslidir. Ornegin iz esitsizlikleri,
kontrol teoride, bircok girdi ve ¢iktili iletisim sistemlerinde ortaya ¢ikmaktadir.
Dolayisiyla literatiirde de matrislerin izleri ile ilgili bir¢gok ¢alisma mevcuttur. Simdi
bu ¢aligmanin hazirlanmasinda temel teskil eden bazi 6nemli ¢aligmalarin sonuglarini
kisaca verecegiz.

Zhang ve Wang (1995), pozitif yart tanimli nxn A ve B matrisleri igin «,

p reel sayilar ve *“ o> Hadamard ¢arpimi belirtmek tizere,
iz AoB “ <iz A"oB* , a<0Oyadaa>1,
ve
iz AeB “>iz A"-B* , 0<a<l

esitsizliklerini elde etmislerdir. Ayrica Zhang ve Wang, 4 ve B pozitif yar tanimli

matrisler olmak tzere,

iz AB " <iz A*B* |05|Zl
ve

iz AB “ >iz A"B* , |(x|£l
esitsizliklerini elde etmiglerdir.

Chang (1999), herhangi 4 ve B Hermityen matrisleri ve pozitif £ tamsayist



i¢in,
iz AB® <iz A~ B
oldugunu gostermistir.
Yang (2000), Chang’in elde ettigi sonuglar1 2 dssiinii herhangi tek ve cift
tamsayilara genellestirerek, ayni mertebeden pozitif yar tanimlt 4 ve B matrisleri

ve n=1,2,... tamsayist i¢in,

n

0<iz AB Znﬁ izA : izA* " izB*

Ve

n

0<iz AB i < izA izB izA* ! izB*

oldugunu gostermistir.
Yang ve Teo (2001), yukarida verilen Yang’in elde ettigi sonuglar

genellestirmis, A ve B pozitif yari tanimli matrisler ve m bir tamsay1 olmak tizere,

1/2

iz AB " < izA*"izB*"
esitsizligini vermiglerdir.

Dannan (2001), A ve B pozitif tanimli matrisler ve m > 0 olmak tzere,

O<iz AB " < iz AB

2

m ve s, m>s olacak sekilde pozitif tamsayilar olmak tizere,

m/s

0<iz AB ’”<[z‘z AB }

2

i=12,..,k olmak tizere 4 >0 ve B, >0 matrisleri i¢in,

k 2 k k
(izz AB, J < (izz A? j (izz B’ j
i=1 i=1 '
ve AB >0 ise

ERRENES

=1

esitsizliklerini elde etmistir. Ayrica, pozitif tanimli nxn A ve B matrisleri igin m

herhangi bir pozitif tamsay1 olmak tizere,



n det AB " <iz A"B"

ve
A>0, B>0 ve AB=BA matrisleri i¢in m herhangi bir pozitif tamsay1 olmak

uzere,
2"V det 4" +B" >[det A+B |
ve
2"z A" +B" 2iz A+B"
oldugunu ispatlamistir.

Yang ve Feng (2002), nxn tipinde herhangi 4 ve B matrisleri igin,

meN

2

iz 4B | <iz 4 anp " SiZ|: 44" BB '”}
ve
‘l’z AB Zm‘SiZ A"4BB" "
SiZ|: 44" BB ’”}
) . 1277 L oml Lm
SZZ|: A4 } iz 44" iz BB
2 m-1 m

S[iz A4 ”1 [iz 44" [z B8 |", 1<meN.

oldugunu ispatlamiglardir. Ayrica, 4 ve B n-kare Hermityen matrisleri igin,

iz AB " £|l'z AB 2m|£l'z A28 "

172

. . /2, 1/2
<iz A*"B*™ < jzA*™ ' izB*™

esitsizliklerini elde etmiglerdir.



2. BAZI OZEL TIiPTEKI MATRISLER

Bu bolumde, matematigin bir¢ok alaninda ve diger alanlarda sik kullanilan bazi

ozel tipteki matrisler ele alinacaktir.

2.1. Hermityen Matrisler

Tamm 2.1.1. 4, nxn kompleks matris olsun. Eger 4" = A oluyorsa A matrisine
Hermityen matris denir.

Simdi A, B €M, i¢in bazi incelemeler verelim:

1) Her Ae M icin A+ A", AA" ve A"A matrisleri Hermityendir.

2) A, bir Hermityen matris ise k=12,...n icin A*’da Hermityendir. A4,

singiiler degilse 4™’ de Hermityendir.

3) A4, B Hermityen matrislerse a, b reel sayilart i¢in a4+bHB matrisi de
Hermityendir.

4) A Hermityense kosegen elemanlarinin timii reeldir (Horn ve Johnson
1985).

Teorem 2.1.2. A<M, Hermityen matris olsun. Bu takdirde,
i) Her xe C” i¢in x"Ax reeldir,
ii) A matrisinin tiim 6z degerleri reeldir,

iii) Her S e M, i¢in S$"AS Hermityendir (Horn ve Johnson 1985).
Ispat: i) x'Ax = x"Ax T X A'x=x"Ax oldugundan x*Ax eslenik transpozuna

esittir. Boylece x"Ax reeldir.

ii) Ax=Ax ve x"x=1 ise bu durumda



A=Ax"x=x"Ax =x"Ax
olur. Boylece (i)’ den istenen elde edilir.

iii) Son olarak,
S°AS =84S =S8"AS

oldugundan S*AS Hermityendir.
Teorem 2.1.3. A= [al.]] e M, verilsin. Bu durumda, 4 matrisinin Hermityen olmasi
icin gerek ve yeter sart asagidaki ifadelerden en az birini saglamasidir:

i) Her x € C" igin x"Ax reeldir,

ii) A matrisinin tim 6z degerleri reeldir,

iii) Her S e M, igin S"AS Hermityendir (Horn ve Johnson 1985).

Teorem 2.1.4. (Hermityen Matrisler icin Spectral Teoremi)

AeM, verilsin. Bu durumda 4 matrisinin Hermityen olmas: i¢in gerek ve
yeter sart 4A=UAU" olacak sekilde bir U € M, iiniter matrisinin ve bir reel kogegen
A € M, matrisinin varligidir. Ustelik, A nin simetrik olmasi igin gerek ve yeter sart
A= PAP" olacak sekilde bir reel ortogonal P M, matrisinin ve bir reel kosegen

A e M, matrisinin varligidir (Horn ve Johnson 1985).

2.1.1. Oz Deger ve Singiiler Deger Esitsizlikleri

Bu bolimde, minimum-maksimum Teoremi ve yer degistirme (interlacing)
Teoremi kullanilarak bazi 6z deger ve singiiler deger esitsizlikleri tiiretilecektir.
Teorem 2.1.1.1. A, BeM  Hermityen matrisler olsun. Bu durumda, i=1,2,....n
icin

AzB=4 A 24 B

dir. Bu esitsizlik Weyl’in monotonluk prensibi olarak adlandirilir. Fischer-Courant



(min-max) Teoreminden, x € C” igin
A>B = x"Ax > x"Bx
seklindedir (Zhang 1999).
Teorem 2.1.1.2. (Rayleigh-Ritz) 4 <M  bir Hermityen matris olsun. Bu durumda
A matrisinin 6z degerlert 4, =4 >4, >---> 4 =4, olmak lizere,
AXx <x"Ax < Ax"x

£

x Ax

Asin = A, = min——=minx Ax
x=0 ¥ X x x=1

Ve

*

x Ax

A = /4 =max = maxx" Ax
x>0 X X x"x=1

dir (Zhang 1999).
Teorem 2.1.1.3. (Courant-Fischer) A<M/, bir Hermityen matris olsun. Bu
durumda S*, C"’in k—boyutlu keyfi bir alt uzayin belirtmek iizere,

A, A =max min x"Ax

S xeS* xx=1

dir (Zhang 1999).

A
Teorem 2.1.1.4. (Yer Degistirme Teoremi) 7, H :(B*

B
CJ olacak sekilde bir

nxn Hermityen matris ve 1 <m<n olmak tizere A m—Xkare matrisi, A ’1n bir esas

alt matrisi olsun. Bu durumda, k =1,2,...,m igin

A 0 <A A <4 H

dir. Ozel olarak m=n—1 alindiginda,
A H <A, A<i, H<-<i H<iA<i H

olur (Zhang 1999).

Teorem 2.1.1.5. A, Be M, Hermityen matrisler olsun. Bu durumda,
i)l A+A4 B <A A+B <4 A+4 B,
ii) A20veB>0ise , A A B <4 AB <A A A4 B,

iii) A>0veB>01ise a4, B <4 A-B <a,A B



seklindedir (Zhang 1999).
Ispat: i) x, C”’de birim vektor olsun. Bu takdirde,

xAx+minx'Bx<x" A+ B x<x"Ax+maxx Bx
X

X

dir. Boylece,
X'Ax+A, B <x" A+B x<x'Ax+ 4 B
olup (i)’ deki sonu¢ minimum maksimum Teoreminin bir uygulamasidir.

ii) 4, AB =4, B"4B" oldugunu biliyoruz. Ayrica 4 A I—A>0 dir. Boylece,
B"AB" <B"ABV+B"” 4 AI1-4 B”=4 A B

olur. Teorem 2.1.1.1°in uygulamast ile (ii) elde edilir.

iii) Pozitif yari tanimli iki matrisin Hadamard c¢arpimininda pozitif yari tanimli
oldugunu biliyoruz. Aynica, A4 B I-B=0 ve B-A, B [=0’dir. Her iki
esitsizligi 4 ile Hadamard olarak ¢arparsak,

Ao A BI—-B 20, Ao B—A, B 1 >0

olup
A B IoA <AB<A B I-4

dir. /ToA=kos a,,a,,...,a, dir. Teorem 2.1.1.5’den her i degeri igin

alA B <A AB <a i B
elde edilir.
Teorem 2.1.1.6. 4 ve B kompleks matrisler olsun. Bu durumda, 4 ve B mxn
matrislerse,
s, A +s, B <s, A+B <s, A +s, B
ve A, mxn ve B, nxm matrislerse,
s, As, B <s, AB <s, As, B
dir (Zhang 1999).

Ispat: X, rankX = r olacak sekilde bir mx#n matris olmak iizere

[+ 3)



Hermityen matrisini ele alalim. 1=12,...,r i¢in 5, X , X ’in singiler degerlerini

belirtmek tizere bu matrisin 6z degerleri,

m+n=2r

s, X o,s, X L8 X ,0,.,0,—s, X ,..,=s, X ,—s, X

0 4 0 B
ve
A0 B* 0

Hermityen matrislere onceki teoremi uygularsak verilen singiiler deger esitsizlikleri

seklindedir.

elde edilir. Carpim Uzerine verilen esitsizlikler igin

s, AB =\, BAAB = |} A ABB

oldugunu bilmek yeterlidir.

2.2.  Pozitif Taniml ve Pozitif Yar1 Tanimhh Matrisler

Bu bolimde, pozitif yart tanimli matrislerin temel o6zellikleri, bu matrisleri
iceren esitsizlikler ve sik kullanilan teknikler ele alinacaktir.
Tammm 2.2.1. A, nxn Hermityen matris olsun. Her x € C"igin x"4Ax>0 oluyorsa
A matrisi pozitif yari tanimli olarak adlandirilir ve 4> 0 ile gosterilir.
Tanmmm 2.2.2. 4, nxn Hermityen matris olsun. Sifirdan farkli her xe C” igin
x"Ax >0 oluyorsa A matrisi pozitif tammli olarak adlandinlir ve A>0 ile
gosterilir.

Bu tanimlara gére 4 nxn kompleks matris ise her nxm X matrisi i¢in

A>0 X'AX >0

dir.
Teorem 2.2.3. Ayn1 mertebeden pozitif yart tanimli (pozitif tanimli) iki matrisin
toplam1 da pozitif yart tanimli (pozitif tanimli) dir (Horn ve Johnson 1985).

Ispat: A ve B pozitif yari tanimli matrisler ve @, b >0 olsun. Herhangi bir xe C”
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icin
x" aA+bB x=a x"Ax +b x'Bx =0

dir.

Pozitif yari tanimli (pozitif tanimli) matrislerin lineer kombinasyonu da pozitif
yar1 tanimli (pozitif tanimli) dir.
Teorem 2.2.4. Pozitif tanimli (pozitif yan tanimli) bir matrisin tim 6z degerleri
pozitif reel (nonnegatif reel) sayidir (Horn ve Johnson 1985).
Ispat: 4 pozitif tanimli matris, 2, 4 nin bir 6z degeri ve x, A ya karsilik gelen 6z
vektor olsun. Buna gore,

x'Ax=x"Ax = Ax"x

dir. Boylece, iki pozitif sayinin orani pozitif olacagindan,

P x Ax

x'x
degeri pozitiftir.
Teorem 2.2.5. Pozitif tanimli bir matrisin herhangi bir esas alt matrisi pozitif

tanimlidir (Horn ve Johnson 1985).

Ispat: S, 1,2,...n ’in bir alt camlesi olsun. Pozitif tanimli 4 € M, matrisinin § ile
indislenen satir ve sttunlarinin silinmesiyle elde edilen matris 4 § olsun. Bu
durumda 4 § , A matrisinin bir esas alt matrisi ve det4 S , A matrisinin bir esas
minoradur. xe C”, § ile indislenen bilesenleri keyfi elemanlar digerleri sifir olan
sifirdan farkli bir vektér olsun. x § , sifir olan bilesenleri silinerek x’den elde
edilen vektor olsun. Boylece,
xS 48 xS =x"4x>0
olur. Bu, x § #0 oldugundan A § matrisinin pozitif tanimli oldugunu gosterir.

Sonug 2.2.6. Pozitif yart tanimli bir matrisin izi, determinantt ve tiim esas mindrleri
negatif olmayan reel sayilardir.

Ispat1 Teorem 2.2.4 ve Teorem 2.2.5’den kolaylikla goriiliir.
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Teorem 2.2.7. A€M, i¢in asagidaki ifadeler denktir:
1. A, pozitif yart tammlidur,
2. Herhangi bir B matrisi i¢in 4= B"B olarak yazilabilir,
3. Ustiiggen bir C matrisi i¢in 4=C"C olarak yazilabilir,
4. Kosegen elemanlart negatif olmayan sayilardan olusan st tggen bir D
matrisi igin 4= D"D olarak yazilabilir (Zhang 1999).
Teorem 2.2.8. A<M Hermityen matrisinin pozitif tanimli olmasi i¢in gerek ve

yeter sart 6z degerlerinin pozitif olmasidir.
Benzer sekilde, Hermityen bir matrisin pozitif yar1 tanimli olmasi i¢in gerek ve

yeter sart 6z degerlerinin negatif olmamasidir (Horn ve Johnson 1985).
Ispat: A matrisinin her bir 6z degeri pozitifse sifirdan farkli herhangi bir x e C”
i¢in, 4 ’nin 6z degerlerinden olusan D =kos d,,...,d  kosegen matrisi ve U/ Uniter

matrisi i¢in y = Ux olmak Uzere;

2>O

XAx=xU'DUx=y'Dy=Ydyy =>4d|y
zyzyz i y;
i=1 i=1

olup, A matrisi pozitif tanimlidir.
Sonuc 2.2.9. Ae M, pozitif yar1 taniml matris ise k=1,2,...,n igin 4"da pozitif
yart tanimlidir.
Ispat: 4 nin 6z degerleri A,.., A ise A" ’mn o6z degerleri A", A%,.., A" seklindedir.
Buradan A4 matrisinin pozitif yar1 tanimli oldugunu gérmek kolaydir.
Teorem 2.2.10. A, nxn kompleks matris olsun. A nin pozitif yari tanimli olmasi
icin gerek ve yeter sart A ’ler negatif olmayan reel sayilar olmak tizere
A=Ukos A,..,A U

olacak sekilde bir U tniter matrisinin varligidir (Zhang 1999).

Biliyoruz ki, negatif olmayan her say: negatif olmayan tek bir karekoke sahiptir.
Bunun bir benzeri matrisler i¢in de mevcuttur.
Teorem 2.2.11. A>0 olsun. Bu durumda

B'=4

olacak sekilde bir tek B >0 matrisi vardir (Zhang 1999).
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Ispat: U bir uniter matris olmak tzere A=U'kds A,A,.,A U ve
Utkos A2 it
B=Ukos A%, A/%,.., A4/ U olsun. Bu durumda B pozitif yarn tanmimli ve

B* = A dir.
Bu sekildeki B matrisinin tekligini gostermek icin C* = A olacak sekilde bir C
matrisinin oldugunu varsayalim. C ’nin 6z degerleri 4 'nin 6z degerlerinin negatif

olmayan karekokleri oldugundan, bir }” Giniter matrisi i¢in

C=V'kog AV A% AR v
yazilabilir. Buna gore 7'=U} olmak iizere 4 =B =C" 6zdesliginden,
Tkos 2,2,,..,A, =kos 4,4, A T

elde edilir. Gerekli hesaplamalarla 7 vej i¢in

1A, =4t
olur. Buradan
V2 412
tl.jﬂvj =1 1

yazilabilir. Boylece,
Tkos AP, 20, A0 =kos AP0, A0 T

dir. T yerine UV yazilirsa B =C olup istenen elde edilmistir.

2.2.1. Pozitif Yar1 Tanimh Matris Cifti

Bu bolimde, Hermityen matrisler reel sayilarin genellestirilmesi ve pozitif yari
taniml1 matrisler de pozitif reel sayilarin genellestirilmesi oldugundan reel sayilar
icin var olan kismi siralama bagintisi ve bazi esitsizliklerin matrisler i¢in de var olup
olmadig: ele alinacaktir.

Tanmm 2.2.1.1. 4,BeM  Hermityen matrisler olsun. 4A—B matrisi pozitif yari



13

taniml1 ise 4> B yazilir. Benzer sekilde, 4—B matrisi pozitif tanimli ise 4> B
yazilir.
Hermityen matrisler ctmlesi tzerinde Lowner kismi siralamast  olarak
adlandirilan '>" bagintis1 bir kismi siralama bagintisidir. Yani,
1. A bir Hermityen matris olmak tizere, 4> 4,
2. A>BveB>A ise A=B ve
3. A>Bve B>(C 1se A>C
dir.
A20< X AX 20 ifadesi asagidaki gibi genellestirilebilir:
X uygun mertebeden herhangi bir kompleks matris olmak iizere,
A>B< X AX > X'BX 3)
dir.
Teorem 2.2.1.2. 4>0 ve B >0 ayni tipte matrisler olsun. Bu takdirde,
1. A+B=B,
2. A*BA"? >0,
3.tr AB <trA-trB,

4. AB’nin 0z degerleri negatif degildir. Ayrica, AB ’nin pozitif yan tanimli
olmast i¢in gerek ve yeter sart AB = BA olmasidir (Zhang 1999).
Ispat: 1. Pozitif yart tanimli matrisler igin Léwner kismi siralamasinin yansima
ozelliginden
B>B
yazabiliriz. Ayrica A>0 oldugundan A+ B > B elde edilir.
2. (3) esitsizliginde B=0 ve X = B"* olarak alinirsa 4"°BA"* >0 elde edilir.
3. Uniter benzerlik doniisimii ile, A=U"DU ,

tr AB =tr U'DUB =tr DUBU"

olur. A=kos A,4,..,4, oldugunu varsayalim. Ayrica, b,,,b,,,..,b, "ler B

matrisinin késegen elemanlart olsun. Bu durumda,
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ir AB =Ab,+A,b,+...+A0b

n-nn

< A+A 4+ +A4, b, +b,+.. 4D
=trAwrB
elde edilir.
4. X veY aym tipte kare matrisler olmak tizere XY ve YX' matrislerinin ayni 6z

degerlere sahip oldugunu biliyoruz. Buna gore,

AB=A" AVB

olup AB ile A?BA"* matrislerinin 6z degerleri ayn1 ve A4"°BA"? >0 oldugundan
A AB =0’dr.

Genel olarak AB matrisi pozitif yart tanimli degildir. Ancak A4 ve B degismeli
matrislerse bu takdirde 4B, Hermityendir. Ayrica 6z degerleri negatif olmadigindan

AB>0’dir. Tersine, AB >0 ise aym1 zamanda Hermityendir ve
AB= AB =B'A"=BA
oldugundan A4B matrisi degismelidir.
Teorem 2.2.1.3. A> B >0 olsun. Bu takdirde,
1. rank A >rank B ,

2. det A >det B ,

3. AveB singiiler degilse, B~ > A
dir (Zhang 1999).

Her pozitif yart tamimli matris pozitif yart tanimli bir karekoke sahiptir.
Karekok, pozitif yart tanimli matrisler igin Lowner kismi siralamasinda karekokler
alindiginda korunan bir monoton matris fonksiyonudur.

Teorem 2.2.1.4. A ve B pozitif yar1 taniml1 matrisler olsun. Bu takdirde,
A>B= AV >B"

dir (Zhang 1999).

ispat: A4Y>—BY*’nin Hermityen oldugunu biliyoruz. Oz degerlerin negatif

olmadigini gostermeliyiz.

A —B? x=4x, x#0
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olsun. Bu durumda
B"x=A"x—Ax
dir. Cauchy-Schwarz esitsizligi, her x, y € C” i¢in

172 1/2

‘x* y‘ < x'x
oldugunu ifade eder. Buna gore
/2

E3 *® 1/2 *® 1
X Ax= x Ax x Ax
* 1/2 « 1/2
x Ax x Bx
> x*AV* By
=x"A" Ax-Ax

=x"Ax— Ax A" x

v

olur. Béylece, her x € C” igin Ax*4"*x >0 oldugundan 1> 0 elde edilir.

2.3. Matris Ayrisimlan

Teorem 2.3.1. m<n olmak tzere AeM, , ve rankA=k <m olsun. Bu durumda,

A=XAY olacak sekilde bir X eM  uUniter matrisi, kosegen elemanlar

AzA =24 >4, ==4,=0 olan bir A€M, kosegen matris ve ortonormal

satirh bir Y e M~ matrisi vardir. A=kos A,..,A, matrisi her zaman tek bir

sekilde belirlenir ve A°,...,A4° , AA"’in 6z degerleridir. X matrisinin siitunlart

AA" 1 6z vektorleridir. 44" farkli 6z degerlere sahipse bu durumda X, 6 R
i,

olmak tizere kosegen elemanlart D =kos e”,...,e"" olacak sekilde belirlenir. Yani,

A= X,AY, = X,AY, ise bu durumda X, =X D’ dir. X verilirse ve rankA=m ise ¥

tek bir gekilde belirlenir. A reel ise bu durumda X ve Y reel olarak belirlenebilir

(Horn ve Johnson 1985).
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Teorem 2.3.2. (Singiiler Deger Ayrisimi)
AeM,, ve rankA=k olsun. Bu durumda, V' eM, ve W eM, uniter

matrisler olmak tizere,
A=V 2w

seklinde yazilabilir. ZZI:S,-]}EM,”)” matrisi, i# j igin s, =0 ve g=min m,n

olmak uzere, s, 25, 225, >5,,,,="=5,=0 seklindedir. 5, = 5, saylan

AA" matrisinin 6z degerlerinin negatif olmayan karekokleridir. Bu yiizden tek bir
sekilde belirlenirler. J7 matrisinin situnlarnt 44" ’in 6z vektorleri ve W matrisinin
situnlart 4°A4’°nin 6z vektorleridir. m<n ve AA" farkli 6z degerlere sahipse bu

i,

durumda 7, 6 €R olmak iizere kosegen elemanlart D = kos e ... e olacak

sekilde belirlenir. Yani, A=V, 2W," =V, 2W, ise bu durumda, V, =V, D’dir. m<n
ise bu durumda W asla tek bir sekilde belirlenmez. n=m=%k ve }J verilirse bu
durumda W tek bir sekilde belirlenir. n<m ise V" ve W ’nin tekligi A" ele alinarak
belirlenir. 4 reel ise bu durumda ¥, > ve W reel olarak alinabilir (Horn ve
Johnson 1985).

Ispat: Genelligi bozmaksizin m <n oldugunu varsayalim (Aksi takdirde 4" ile 4

yer degistirecek). X, AeM, ve YeM, K olacak sekilde A=XAY olarak
yazilabilir. V=X, >= A:0 eM, , ve W= [Y* :S*} e M, seklinde tanimlansin.

W ’nin siitunlart C”’de ortonormal bir ciimle olsun. ¥ ’1n siitunlan zaten ortonormal

olarak segilmisti. Bu yizden m<n ise S"eM, , ’in siitunlart /¥ tUniter olacak

sekilde secilebilir. Buna gore V2 W = XAY = A elde edilir. Bu ifadelerin tekligi
Teorem 2.3.1°den elde edilir.

g=min m,n olmak iizere > 'min s, =s, kosegen elemanlart A€M, ’in singiler

degerleri olarak bilinir ve }” ve W matrislerinin siitunlar sirastyla 4 'nin sol ve sag
singiiler vektorleridir. Bu ¢carpim A “nin singiiler deger ayrisimi olarak bilinir.
Teorem 2.3.3. (Polar Ayrisim) Herhangi bir kare A matrisi icin A= PU olacak

sekilde pozitif yart tanimli bir P matrisi ve bir U Uniter matrisi vardir (Zhang
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1999).
Teorem 2.3.4. (LU Ayrisimi) A€M, olsun. Bu durumda 4= LU olacak sekilde

bir L e M, alt iggen matrisi ve U e M Ust tiggen matrisi vardir (Horn ve Johnson

1985).
Teorem 2.3.5. (Spectral Ayrisim) A4, 6z degerleri A,4,,..,A olan bir n—kare

matris olsun. Bu durumda 4 matrisinin normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
U'AU =kios A,A,,.., 2,

olacak sekilde bir I/ uniter matrisinin var olmasidir (Zhang 1999).
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3. BLOK MATRISLER

Bu bolumde, blok matris teknikleri ele alinacaktir. Bu bolimdeki konular
elemanter iglemleri, blok matrislerin determinantlari ve terslerini, pozitif yart tanimli

blok matrisleri ve bu matrislerle ilgili olan bazi esitsizlikleri igerir.

3.1. Blok Matrislerin Elemanter Islemleri

Blok matris kavrami matris teoride temel bir aragtir. Blok matrisleri kullanma

teknikleri bilinen nimerik matrislerinkine benzer. a,b,c,d € C olmak tizere,

a b
c d
matrisini ele alarak baslayalim. Elemanter satir islemlerinin bir uygulamasi olarak

verilen matrisin 2. satirin1 =3 ile garparak 1. satira ekleyelim. Yani,

1 3\a b a-3c¢ b-3d
(O lj(c dJ:( c d j
dir. Biliyoruz ki, bir matrise 3. tip elemanter satir iglemi uygulandiginda matrisin
determinant1 degismez.
Matrisler i¢in elemanter satir ve elemanter siitun iglemleri lineer cebirde énemli

rol oynar. Bu iglemler agsagidaki gibi blok matrislere genellestirilebilir:

1. Iki (blok) satir (siitun) yer degistirebilir,

2. Bir (blok) satir (situn) soldan (sagdan) singiiler olmayan ayni tipte bir

matrisle ¢arpilabilir,
3. Bir (blok) satir (siitun) bir matrisle c¢arpilip bagka bir satira (siituna)

eklenebilir.
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AeM,, DeM, veX eM,  olmak iizere,

@ 5)

matrisi i¢in 3. tip elemanter satir iglemi,
A B A B
%
C D C+X4 D+XB

Birim matrise tek bir elemanter satir islemi uygulanarak elde edilen matrise,

m

seklindedir.

genellestirilmis elemanter matris denir. Ornegin,

0 1, I, 0
o, o)<l 1)

matrisleri 1. ve 3. tip genellestirilmis elemanter matrislerdir.

Teorem 3.1.1. G, / birim matrisine elemanter satir (stitun) islemi uygulanarak elde
edilen genellestirilmis elemanter matris olsun. Eger bu ayni elemanter satir (situn)
islemi bir A4 blok matrisine de uygulanirsa sonu¢ matrisi GA (AG) seklindedir
(Zhang 1999).

Ispat: Bunu gostermek igin 2x2 blok matrisleri ele alacagiz. Genel durum 2x2

blok matrislerin bir benzeridir.

A, mxm ve D, nxn matrisler olmak tizere,

A B
C D
matrisine 3. tip elemanter satir islemi uygulayalim. Yani, ilk satirt soldan nxm

tipinde bir £ matrisi ile ¢arpip ikinci satira ekleyelim. Bu takdirde,
I, 0)A4 B) ( A4 B
E I )\C D) \C+EA D+EB

Bir uygulama olarak A terslenebilir bir matris ise, birinci satirn CA™' ile carpip

elde edilir.

ikinci satirdan gikararak ve birinci siitunu A”'B ile ¢arpip ikinci siitundan c¢ikararak

alt-sol ve tist-sag matrisleri O olan matrisi elde ederiz. Yani,
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A B A B A 0
— —
C D 0 D-CA™'B 0 D-CA™'B

veya
I, 04 BYI, —A‘IB_A 0
-c4* 1, )\C D)lo I, ) \0 D-CA'B
dir.
3.2. Blok Matrislerin Determinanti ve Tersi

A ve D, sirayla m ve n- kare matrisler olmak tlizere,

o4 B ,
_(c Dj ®

seklinde bir blok matris verilsin. Bu bolimde, bu sekildeki blok matrislerin
determinant ve tersleri incelenecektir. Sonuglar, matris teoride hemen hemen her
alanda kullaniglt ve temel bir aractir. Ayrica, sonuglar matris hesaplamalarinda ve
matris esitsizliklerinde de énemli bir rol oynamaktadir.
Teorem 3.2.1. M , (1)’ de verilen blok matris olsun. Bu takdirde, A tersinir bir matris
ise

detM =detAdet D—CA™'B
ve AC =CA ise

detM =det AD-CB

seklindedir (Zhang 1999).

Ispat: 4™ mevcut oldugunda,

I, 0Y4 B (4 B
-CA" I, \C D) (0 D-CA'B

oldugunu goérmek kolaydir. Her iki tarafin determinantt alinirsa
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A B
0 D-CA'R
=detAdet D—-CA'B

detM = ‘

elde edilir.

A ve C degismeli matrislerse bu durumda A4, B, C ve D ayni tipte matrislerdir.

Bu 6zdegsligi sturekli argiman olarak adlandirilan bir metot ile gosterecegiz.

Ik olarak, A, tersinir bir matris olsun. Ayn1 mertebeden herhangi X ve Y matrisleri

i¢in,
det XY =det X detY
oldugundan
detM =detAdet D—CA™'B
=det AD-ACA™B
=det AD-CAA™'B
=det AD-CB
elde edilir.

Ikinci olarak, A matrisinin singiiler oldugunu varsayalim. £’a bagli bir polinom

olarak det A+&l sonlu sayida sifira sahip oldugu icin O<e&<¢d olmak tzere

det A+&l #0 olacak sekilde & >0 segilebilir. Yani, €€ 0,0 igin A+¢&l

A+el B
M, =
e )

olsun. A+¢&l ve C degismeli matrislerdir. Buna gore, 0 <& <& olmak iizere,

tersinirdir.

detM,=det A+el D-CB
dir. Ustteki esitligin her iki yani da £’a bagli siirekli fonksiyonlardir. £ — 0" igin
detM =det AD-CB
dir.

Simdi de blok matrislerin terslerini inceleyelim.
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A B
Teorem 3.2.2. M = (C DJ tersinir bir blok matris ve 4, D, X ve V' kare matrisler

olmak tlizere, bu matrisin ters matrisi
Iy X Y
U
det A =det} detM (4)

2 e

matrisini ele alalim. Her iki tarafin determinanti1 alinirsa,

A B I7Y A 0
det det =det
C D oV C 1

detM det) =det A

olsun. Bu durumda,

dir (Zhang 1999).
ispat:

elde edilir.
Burada 4 matrisinin singtler olmasi igin gerek ve yeter sart }J~ matrisinin singtler

olmasidir.

Teorem 3.2.3. M ve M ' Teorem 3.2.2 de tanimlanan matrisler olsun. Bu durumda,
X=A"+4"B D-CA'B 'CA"
Y=-A4'B D-CA'B
U=- D-CA'B 4"
V=D-CA'B

esitlikleri gecerlidir (Zhang 1999).

Ispat: M matrisinin tersini eklemeli matris metodu ile inceleyelim. Buna gére,
A B I 0
C D 0 [

blok matrisine satir islemleri uygulayabiliriz. 1. satir soldan A" ile ¢arpilirsa
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I A'B 4" 0
C D 0 I
elde edilir. 1. satinn Cile carpip 2.satirdan ¢ikardigimizda
1 A'B A0
0 D-CA'B -CA™" I

elde edilir. 2. satin  D—CA'B  ile carparsak,

I A'B A 0
0 I —D-CA'B 'CA" D-CA'B

elde edilir. 2. satirn A~'B kat1 1. satirdan ¢ikartilirsa M blok matrisinin tersi
A +A'B D-CA'B 'CA' -A'B D-CA'B
— D-CA'B ' CA” D-CA'B

olur.

Biliyoruz ki, A ve B n kare matrisler olmak tizere,

1

AB  =B'4"
esitligi vardir. Toplam ve farkta boyle bir durum s6z konusu degildir. Simdi, matris
toplamlarinin tersini ifade eden bir teorem verelim.
Teorem 3.2.4. AcM, ve BeM, singller olmayan matrisler, C ve D sirasiyla

mxn ve nxm matrisler olsun. A+ CBD matrisi singiiler degilse bu takdirde,

1

A+CBD "= A4 -47C B +DAC " DA™ (5)
dir (Zhang 1999).
Ispat: ik olarak B +DA™'C matrisinin singiiler olmadigini gésterelim. X ve ¥

sirastyla mxn ve nxm matrisler olmak tizere;

[n Y m

X |7y 1,
det I — XY =det I, —YX

I X

(6)

esitligi mevcuttur. O halde,
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det B'+DA'C =detB'det I +BDA'C
=det B det I, +A'CBD
=detB 'det A 'det A+CBD
Buna gore,
A+CBD A'-A4"'C B'+DA'C " DA

=1 ~C B'+DA'C DA +CBDA"

~CBDA'C(B™ +DA™'C)"' DA™

=1 -C B'+DA'C -B+BDA'C B'+D4'C ~ DA’

=1 -C I +BDA'C B'+DA"C ~ -B DA

—1 -C B B'+DA’C B+DA'C  -B DA
=1 -C B-B DA™
=1
olup, ispat tamamlanir.
Tersleri igeren birgok sayida ozdeslik (5) ifadesinden tiretilebilir. Asagida

verilen 6zdeglikler buna ornektir.
A+B ' =A -4 Blrat 4

Ve

A+UV = A —AU T4V AT AT

3.3. AB ve BA Matrislerinin Oz Degerleri

A ve B ayni mertebeden kare matrisler olmak tizere AB ve BA matrisleri
genel olarak esit degildir. Ama bu matrislerin 6z degerleri hakkinda ayni seyler

sOylenemez. Bu, matris teoride ¢ok onemli bir sonugtur. Asagidaki Teorem bu
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konuya agiklik getirecektir.

Teorem 3.3.1. AveB sirastyla mxnvenxm kompleks matrisler olsun. Bu
takdirde, AB ve BA katliliklar1 dahil olmak tzere sifirdan farkli olan ayni 6z
degerlere sahiptir (Zhang 1999).

Ispat: Ispat: yapmak i¢in determinantlar1 kullanalim. Blok matrislerin carpimindan,
1, —A\Al, A4) (Al,-AB 0
o A\ B 1)\ AiAB Al
I 0 \Al, A Al A
B AL\ B I ) |0 Al -BA

elde edilir. (6) esitligini kullanarak,
A"det Al —AB =A"det Al —BA

Ve

elde edilir. Boylece, A#0 olmak tzere det A/, —AB =0 olmast igin gerek ve
yeter sart det A/ —BA =0 olmasidir. Buna gore, AB ve BA matrisleri katliliklar

dahil olmak tizere sifirdan farkli olan ayn1 6z degerlere sahiptir.

. I
Ispat2: P :[ (;” j matrisini ele alalim. det P # 0O oldugundan P~ mevcuttur. Bu

GO E G

. AB O
olacaktir.  Yani,
B 0

n

durumda

0 O
matrisleri  benzerdir. Boylece
B BA

AB ve BAmatrislerinin ayni 6z degerlere sahip oldugu gorilir.
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3.4. Siireklilik Argiimani

Matris teoride sik kullanilan tekniklerden birisi de siireklilik argiimanidir.
Omegin bu teknik AB ve BA matrislerinin 6z degerlerinin aym oldugunu

gostermekte kullanilir. A tersinir bir matris ise
AB=A BA A"

oldugundan AB ve BA matrisleri ayn1 6z degerlere sahiptir diyebiliriz.

A singilerse 4+ &l matrisini ele alalim. Her &, 0 <& <6 i¢in A+ &l matrisi
tersinir olacak sekilde & >0 secilsin. Buna gore, her ¢ 0,0 i¢in A+&l B ve
B A+¢&l matrisleri ayn1 6z deger ciimlesine sahiptir.

Karakteristik polinomlar esitleyecek olursak,

det Al— A+el B =det AI-B A+¢l , O<g<d

yazabiliriz. Her iki taraf & ’in strekli fonksiyonlart oldugundan ¢ — 0" igin
det Al —AB =det Al -BA

olup AB ve BA ayn1 6z degerlere sahiptir.

Bu yaklagim matris problemlerinde oldukg¢a 6nemli bir yaklagimdir.
3.5. Blok Matrislerin Schur Tamamlayanlari

P
Baglica esas alt matrisi P olan M =(R gj kompleks blok matrisi igin

S—RP'Q Schur tamamlayan terimi 1968 yilinda Emilie Haynsworth tarafindan

yayinlanan iki makalede gosterilmigtir.

P
M :(R gj matrisinde P matrisinin  Schur  tamamlayamt  ig¢in
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M/P=S8S-RP7Q notasyonu ilk olarak 1968 yilinda Haynsworth tarafindan

kullanilmgtir.

3.5.1. Schur Tamamlayani ve Gauss Eliminasyon

Bir nxn lineer denklem sistemini ¢6zmenin bir yolu da katsayilar matrisini tst
ticgen forma doniistiiren Gauss eliminasyon metodudur. Ornek olarak, A7, 1,1

indisli eleman sifirdan farkli olan 7xn tipindeki katsayilar matrisini belirtmek tzere

Mz =0 homojen lineer denklem sistemini ele alalim.

M:(a ij
¢ D

b ve ¢, n—1 x1 situn vektorler, D, n-1 - kare matris ve a#0 olsun. Bu

T
Mz =0 ve “ b o =0
0 D-ca'd" \y

sistemleri denk sistemlerdir. Boylece problem, daha basit bir lineer denklem

takdirde,

sistemine indirgenir: D —ca '’ y=0. Bu diisiince baslica esas alt matrisi singiiler

olmayan Az =0 lineer denklem sistemine genisletilebilir.

A B
M = (7)
C D
blok matrisi verilsin. Burada 4 matrisinin singiler olmadigin1 varsayalim ve M ile

X
} alalim. Mz =0 lineer denklem sistemi asagidaki lineer

uyumlu olarak z :£
y

sistem ¢iftine esittir. Yani,
Ax+By=0 (8)
Cx+Dy=0 ©)
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yazabiliriz. (8) ifadesini —CA™ ile carparak (9) ifadesine ilave edersek x vektor
degiskeni yok edilir ve D—CA™'B y=0 gibi daha basit bir lineer denklem sistemi
elde edilirr D—-CA'B matrisi, M/A ile belirtilir ve M ’de A’min Schur

tamamlayan1 olarak ya da M ’in A ’ya bagli Schur tamamlayani1 olarak adlandirilir.
Benzer dugtinceyle, D matrisi singtler degilse M ’de D 'nin Schur tamamlayant;

M/D=A-BD'C

(& o)5))

homojen olmayan lineer denklem sisteminin ¢oziimini yapmak ig¢in Schur

seklindedir.

tamamlayanlarini kullanabiliriz. Yani,

1 1

x=M/D  u-BDYv y=M/A v-CAu

seklindedir.

Schur tamamlayanlari matris analizin bir¢ok alaninda temel bir arag olarak
kullanilir ve matris esitsizliklerinin zengin bir kaynagidir. Lineer sistemlerle ve
matris problemleri ile ilgili olarak Schur tamamlayanlar teknigini kullanma klasik bir
disincedir.

I. Schur tarafindan gosterilen ve Gantmacher tarafindan Schur formuli olarak

adlandirilan inli determinantsal 6zdeslik agsagida verilmistir.

A B
Teorem 3.5.1.1 (Schur Formiilii) M =[C DJ blok matrisi verilsin. 4 matrisi

singiiler degilse bu takdirde,
det M/ A =detM /det A (10)

dir (Zhang 2005).

Ispat: Blok Gauss eliminasyon asagidaki ¢arpimi verir.

A BY (1T 0)4 B
C D) \c4a' T)l0 D-CA'B

Burada her iki tarafin determinanti alinirsa;
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detM =detl.det A det D—CA'B

olur. D-CA'B =M /A oldugunu biliyoruz. Buna gore,

detM =det A.detM / A

det M/ A =detM /det A

elde edilir.

(10) ifadesinin direkt sonucu: 4 singiiler degilse M ’'nin singiler olmamast i¢in
gerek ve yeter sart M/ A’ nin singiiler olmamasidir.

Schur formiilt, blok matrislerin karakteristik polinomlarini hesaplamak i¢in de
kullanilabilir. A blok matrisinde, A ve C matrislerinin degismeli olduklarin
varsayalim. Bu takdirde,

det A7-M =det AI-A det] AI-M | AI-A |
=det] AI-4 AI-D -CB]
dir.

Banachiewicz tarafindan verilen asagidaki kullanigli formiil, elemanlart Schur

tamamlayanlarini igeren matrisin tersini verir.

Teorem 3.5.1.2. M, (7)de verilen blok matris olsun ve M ve A matrislerinin

singiler olmadigin1 varsayalim. Bu takdirde, M / A singuler degildir ve
M- AT+ ATBM I A)TICAT —AT'B(M 1 A
—~(M/A)'CA™ M/ A"
dir. Boylece M "’in (2,2) indisli blogu (M /A)" ve (M™'),, =(M/A)"
dir (Zhang 2005).

Ispat: Verilen hipotez altinda,
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4 BY (1 0y4 O I A'B
C D) \-ca? 1){lo M/A)\o I
olup, her iki tarafin tersini yazdigimizda;
o[ 4B Y4 o Y'( 1 o)
0 1 0 M/A) \CAT" 1

(I -4"B)(4" 0 ( I o]
o I 0 WM/ \-ca' T

(AT ATBMIAYICAT —ATBM / 4)!
(M A)y'cA™ (M ] A)"

elde edilir.

Benzer diisiinceyle M ™" i¢in asagidaki alternatif gosterimlerde verilebilir:

2

oo @Dyt —ATB(M Ay
\=DcMmM /DY (M4

Ve

-1 -1
M-IZ[AO 8J+[A[BJ(M/A)-I ca™r I .

Ayrica 4, B, C ve D aynit mertebeden kare matrislerse,
Ve [ M/DY'  (C—DB'4)" ]
(B-AC'D)" M/ A"
olur. M ™" matrislerinin (1,1) indisli bloklari karsilastirildiginda,
A-BD'C =A +ABM/A)'CA!
=-C"'D(B-AC'D)™
=—(C-DB"4)"' DB
—C'D D-CA'B " c4”
=A"'B(D-CA™B)"' DB

ozdeslikleri elde edilir. Schur tamamlayani sadece baslica esas alt matrise gore degil

singiiler olmayan herhangi bir alt matrise gore de sekillenebilir. o ve f,
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1,2,3,..,n cumlesinin alt cimleleri olan indis ciimleleri olsunlar. |0(|, indis

cumlesinin kardinalitesini (eleman sayisini) gostersin ve onun tamamlayani da

a’= 1,2,...n /o ile gosterilsin. A «,f , A matrisinin « satir ve S situn indisli
bir alt matrisi olsun. Burada, & ve £ ’nin her ikisi de artan ve dogal siradadir.

Genellikle A a,a i¢in A « ifadesini kullanacagiz. |05|=|ﬂ| ve Aa,p,
singiler degilse 4°da A «, ’° nin Schur tamamlayam, 4/ A4 «,f |

AlA a,p =4[, p|-A[ o, B] 4 o, ‘1A[a,ﬁ0] (11)

seklindedir. 4/ A « vyerine A/« almak daha elverisli olacaktir. Simdi bu konunun

daha iyi anlagilmasi i¢in niimerik bir 6rnek verelim.

1 2 1 0

. 31 -1 2 L

Ornek 3.5.1.3. A= L1 o1 matrisini ele alalim. f= 1,2 ve a= 3,4
2 0 -1 1

sirastyla satir ve situn indis cimleleri olmak tzere, f°= 3,4 ve «‘= 1,2 dir. Bu

durumda,

a. a 1 0 . a, a 1 2
A[ac,ﬂ”]:(az a:j:(—l Zj A[a’ﬂ]: aH al2 :(3 lj

_ a3 A _ I -1 c __a33 a34__ 21
Al _[a a J_[z oj Al ]= a, a {—1 1
41 42 43 44

R O O s e

elde edilir.

olup
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3.5.2. Boliim (Quotient) Formiilii

1965 yilinda Crabtree ve Haynsworth, Schur tamamlayani i¢in bir bolim
formula vermistir. Bu formuller Ostrowski tarafindan yeniden kanitlanmistir. Bu
formule baz1 yaklagimlar ve bu formiiliin baz1 uygulamalar birkag kisi taratindan da
verilmisgtir.

Bu kisimda bolim formuliinden elde edilen bir matris 6zdesligi verecegiz. M ,
(7) ile verilen blok matris olsun ve 4 matrisinin singtler olmadigini varsayalim.

Buna gore asagidaki teoremi ifade edelim:

A B X 0 u Vv
Teorem 3.5.2.1. M = L= JR= ayni mertebeden blok
C D Yy Z 0o w

matrisler olsun. A, X ve U matrislerinin kx4 tipinde olduklarini ve singtler olmadik

larini varsayalim. o= 1,2,....k olsun. Bu takdirde,
IMR/a= Lla M/a Rla =L[a"| M/4 R[a*],

dir. Yani,

IMR | XAU = L/X M/A R/U =Z M/AW

olur (Zhang 2005).
Ispat: : Ilk olarak ZMR garpimim hesaplayacak olursak

LMR:[ XAU XAV + XBW j
YAU+ZCU YAV + ZCV +YBW + ZDW
olur. Buna gore,
LMR | XAU =YAV +ZCV +YBW + ZDW
~ YAU+ZCU XAU ™' XAV + XBW
=YAV + ZCV +YBW + ZDW

~ YA+ZC A AV +BW
=7ZDW —ZCA™'BW

=Z D-CA'BW

=Z M/AW

elde edilir. Ayrica,
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L=(X Oj:»L/X:Z—Y)(lo:Z:L[a”}
Yy Z

ve
u Vv ;
R= —R/U=W-0U V=W=R[a€]
0o w
oldugundan,
IMR/XAU = L/ X M/A RIW
=L[a”] M/a R[a”]
olur.

Simdi teoremin bazi 6zel durumlarini inceleyelim:

Durum 1: X =U =1 oldugunu varsayalim. Bu takdirde,

LMR/A=Z(M | AW (12)
olur.

J, tim elemanlari bir olan kare matris olsun. Z =} =.J ise (12) ifadesi

I 0\A BYI V
v o)E o) o)
carpimindaki 4 ’nin Schur tamamlayaninin s.J oldugunu gosterir. Burada s, M/ A
matrisinin tim elemanlarinin toplamint belirtir. Tabii ki s/, ¥ ve }/ matrislerinden
bagimsizdir ve ranki birdir. Yani;
K:(z 0][/1 BJ([ V]
Yy JANC DANO J
_( A AV +BJ j
YA+JC YAV +JCV +YBJ +JDJ
K/A=J(D-CA'B)J

seklindedir. Omek olarak bir 4 matrisini ele alalim,

1 2 3 I T 11 2 3)y1 11 I 11
A=-1 1 2|=J4/={1 1 1|-1 1 2|1 1 1|=10]1 1 1
1 0 1 I 11){1 O 1)1 1 1 I 11

A matrisinin elemanlar toplami 10 olup JAJ =10/ bulunur.
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W singiler degilse ve Z=W"" ise (12) ifadesi LMR/ A’ ’nin M /A’ya benzer
oldugunu gosterir. Boylece M / A nin 6z degerlerinin hesaplanmasiyla LMR/ A nin
0z degerleri elde edilebilir ve ¥ ve 7 ’nin segilisine ve /¥ 'nin singller olmamasina
bagli degildir.

Son olarak (12) ifadesi; N matrisi, bir alt tiggen, kosegen ve st liggen matrisin
carpimi olarak yazilirsa, yani N =LAU ise

Nla=(L/ax)N o) U/)
oldugunu gosterir.
Durum 2: X =7 =U =W =1 oldugunu varsayalim. Bu takdirde
IMR/A=M/A (13)

1 0\(4 B\1I -A'B) (A4 0
-c4 INC D)o 1 ) \0 M/4
ifadesinden agik olarak elde edilmektedir.

Eger V=0 (yani R=1)ise bu takdirde
(IM) A=M/A (14)

olup, bu esitlik

olur.

(13) ve (14) esitlikleri A ’nin tamamlayan siitunlarina (satirlarina) uygulanan
satirlar (situnlar) i¢in blok Gauss eliminasyonun A’nin Schur tamamlayanini
degistirmeyecegini gosterir. Yani, A4 ’min situn (satir) tamamlayanlart tzerinde
yapilan G¢ elemanter satir (sttun) islemi A nin Schur tamamlayani tizerinde higbir
etkiye sahip degildir. Bu o6nemli gercek bolim formilini kanitlamak igin
kullanilacaktir.

Durum 3: M =1oldugunu varsayalim. O halde LMR = LR, bir blok alt li¢gen

matrisin ve bir blok Ust Giggen matrisin ¢arpimidir ve
(LR)/a=(L/a)R/a)=L[a" |R[a*] (15)
olup, L, ve L, gibi iki blok alt iiggen matris aldigimizda,
LL, /la=(/a)L,/x)
elde edilir.
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R, ve R,, ust iggen blok matrisler olsun. Bu takdirde,
RR, /la= R/a (R)/a)
dir. (15)’in 6zel hali olarak,
(LL)Y a=(L/a)L /a)=(La (I« ] (16)

ifadesini yazabiliriz.

Pozitif tammli herhangi bir N matrisi, bir alt tiggen 7. matrisleri icin N =L
olarak yazilabilir. Eger L matrisinin kosegen elemanlar1 pozitifse bu ¢arpim N ’in
Cholesky carpimi olarak adlandirilir. Boylece egSer N 'nin Cholesky carpimina

sahipsek (16) 6zdesligi, N/« Schur tamamlayaninin Cholesky ¢arpimini saglar.
Bir blok alt iggen /. matrisi i¢in,

(L) a<(L'/a)L/a) (17)

dir.
T, LU ayrigimina sahip bir kare matris olsun. 7 matrisinin ¢ indisli singtler

olmayan herhangi bir baglica esas alt matrisini ele alalim. Bu takdirde (17) ifadesi

T'T ja< T la Tla (18)
oldugunu gosterir. Gergekten,

I'T Ja= ULLU /a

Ul (L) e |(U/a)
U'la L'la Lla Ula [ 17 'den]

IA

T"ila Tla [15 'den}

elde edilir.

%

. (U 0 .
Durum 4: L=R = (V* W*J oldugunu varsayalim. Bu takdirde, Teorem 3.5.2.1

RMR /a= R'/laa M/a Rl/a (19)

oldugunu gosterir.

L'ML /a igin (19) ifadesinin herhangi bir benzeri olmamasina ragmen M matrisi

pozitif tanimli ise bu takdirde,
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LML la< IML [ |= I'/a M|a"| Lia (20)
esitsizligi vardir. Daha genel olarak N pozitif yar1 tanimli matris ve 7 ’de N ile

ayni mertebeden bir matris olsun. N « ve 1" « singiiler degilse bu takdirde,

I'NT /a< T"/a N[ ] T/a (21)

T:(z OJ(T(O:) * j
* ] 0 T/

seklinde yazilarak (20) ifadesinden kanitlanabilir.
Durum 5: Teorem 3.5.1.2°deki

olur. Bu esitsizlik,

Ala " =Aa]

temel 6zdesligi birgok matris probleminde kullamslidir. Ornegin bu formiil, M
matris tersleri sinifinin Schur tamamlayani altinda kapali oldugunu gostermek igin
anahtar formuldir.

Eger A, LU c¢arpimina sahipse (15) ifadesi kullanilarak hos bir ispat
yapilabilir.

A=LU=A"=U"L"

dir. Bu takdirde,

Ala = LaUa]
=U"! [a”}L’l [0{”}
=U'"«a
4 a=4"a"]
dir (Zhang 2005).
Simdi, Schur Tamamlayan: i¢in Crabtree-Haynsworth bolim formilini

verelim.

Teorem 3.5.2.2 (Boliim Formiilii)

A B E F .
M = ve A= olmak tizere, M, A, E singuler olmayan kare
C D G H

matrisler olsun. Bu takdirde, A/FE, M /FE nin singiler olmayan esas alt matrisidir
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Ve

M/A= M/E | A/E
dir (Zhang 2005).
ispat:

olarak yazilabilir. O halde

H B) (GY
M/E = -| T |ETF B
c, D) \C
H BZ G -1 -1
= -| T E'F ETB
c, D) \C
(H B) (GE'F GE'B
C, D) \CE'F CE'B
(H-GE'F B,-GE™B,
C,-CE'F D-CE'B,
( 4/E  B,-GE'B,
C,-CE'F D-CE'B,

olup, A4, singiler degilse A/FE’de singiler degildir. Boylece M /E / A/E iyi

tanimlidir.
1 0
L= .,
-CA~ 1
seklinde tanimlansin.
E F B
A B "
LM = . 1=|G H B, |=M
0 D-CA B
0 0 M/A

olup, LM /A =M/ A ifadesinden LM /E =M /E = M/E=M/E elde edilir.
Diger yandan,
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3 H B, G
M/E = -| et F OB
0 M/4) |0

(4/E B,-GE”'B,
0 M/ A

olur. Boylece,

(A}/Ej/ AJE =M/A= MJE | AJE =M/ A

bulunur.

3.6. Pozitif Yar:1 Tanimh Blok Matrisler

Bu boéluimde, pozitif yar1 tanimli blok matrisler ve 6zellikleri ilgili bilinen bazi
tanim ve ozellikleri verecegiz.

Tanim 3.6.1. 4

\,» 4 matrisinin bir kare alt matrisi olmak tizere,

A_(An AlzJ (22)
R

kare kompleks blok matrisi verilsin. 4,, singtler degilse

( [ OjA[[ _AI_IIAIZJ - [All O j
_A21A111 1 0 1 0 Azz _A21A111A12

yazilabilir. ;111 =A,—A,A4 A, ifadesi A’da A,’in Schur tamamlayani olarak
adlandirilir. Her iki tarafin determinanti alinirsa

det A=det A, det A,
elde edilir.

A pozitif tammli bir matris ise bu takdirde 4, singtler degildir ve

A, >A4,>0

11 —

dir.
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Teorem 3.6.2. (Fischer Esitsizligi) 4, (22)’de tanimlanan pozitif yari tanimli blok
matris olsun. Bu takdirde,

det A<det A detA4,,
dir. Esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter sart her iki tarafin sifir olmasi yada 4, =0

olmasidir. Ayrica, 4, 4,,, 4,, ve A,, bloklar1 ayn1 mertebeden kare matrislerse,

|det A12|2 <det A4, detA4,

dir (Zhang 1999).
Ispat: X =-4.'4, olsun. Bu durumda,

I 0|4, A,|I X
detA=det|
X 1ll4, 4o 1

= det »
0 Azz_A21A11A12
= detd, det[4,—A4,44,] < detd, det4,

elde edilir. Ikinci esitsizligi elde etmek igin

AZZ Z A21A1_11A12 = O
ve herhangi X ve Y kare matrisler olmak iizere,

det XY =det X detY

oldugunu hatirlayacak olursak
|det A12|2 <det A, detA4,

elde edilir.

Teorem 3.6.3. (Hadamard Esitsizligi) 4 = [al.]} € M, pozitif yart tanimlt olsun. Bu

takdirde,
det A< Haﬁ
i=1
dir. Ayrica, A pozitif tanimli oldugunda esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter sart
A ’nin kosegen matris olmasidir (Zhang 1999).
Ispat: A4 singilerse detA=0 ve A pozitif yart tanimli oldugundan tiim késegen

elemanlar1 pozitiftir. Bu durumda esitsizlik saglanacaktir. Bu yizden tim a, # 0
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olmak lizere A matrisinin singiler olmadigin1 varsayalim. D =kos d,,d,,....,d

olmak iizere d, = a;"* seklinde tammlansin. B = DAD olsun. Bu durumda B matrisi

kosegen elemanlart 1 olan pozitif yar1 tanimli bir matristir. Aritmetik-geometrik
ortalama esitsizligi ile
n n Yn
n:trB:Z/ii B Zn(H/L. B J =n detB "
=1 =1

olup, bu det B <1 oldugunu gosterir. Boylece,
detA=det D'BD™ =]]a,detB<]]a,
i=1 i=1

elde edilir.

Teorem 3.6.4. A<M, pozitif tamimli matris ve B, bir #xm matris olsun. O halde

herhangi bir X e M pozitif yar tanimli matrisi i¢in,

A B -
>0 X2BAB
B X

dir (Zhang 1999).

Ispat: Gerek sart acik oldugundan sadece yeter sart igin ispat yapmak yeterlidir.

Y =—A"'B olsun. Buna gore,

1, 0 A4 B\, -A'B
B4t I )\B x)lo I

(4 0
lo X-B4'B

olup, boylece ispat tamamlanmig olur.
Teorem 3.6.5. H ve K ayn tipte iki Hermityen matris olsun. O halde
H K
>0 H>2£K
K H
dir (Zhang 2001).
Bu bolumdeki teoremler g6z ontnde bulundurularak pozitif yart tanimli

matrislere birkag¢ 6rnek verelim:
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2

: T O |
Herhangi X > A4>0 i¢in >0
A X

. (A B
1. A>B>0ise >0,
B A4

1 X
2. Herhangi bir X matrisi igin (X* j >0,
3. A=0ve B=0 ayni mertebeden matrislerse, | >0

s
4. A herhangi bir mxn matrisise | ™
A s Al

A 1
5. A, pozitif tammli bir matris ise (1 lj >0,

... [A4A AB
6. A ve B ayni mertebeden matrisler ise [ j >0,

B’A BB

>

o

(Zhang

I1+4'4 A+B
7. AveB aym mertebeden matrisler ise [ " " J

A+B I[+BB
1999).

3.7.  Kronecker Carpim ve Hadamard Carpim

Matrisler fakli yollarla ¢arpilabilir. Bu ¢arpimlardan ikisi, bildigimiz anlamdaki
carpim kadar Onemli olan ve birgok alanda kullanilan Kronecker g¢arpim ve
Hadamard ¢arpimdir. Bu ¢arpimlar agagida tantmlanmaisgtir.

A ve B sirasiyla mxn ve sxt tipinde matrisler olmak tizere, 4 ve B matrislerinin

Kronecker ¢arpimi,;
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anB alZB ot alnB
(@B < a,B a,B - a,B
amlB amZB o amnB

seklindedir.

Ayni mertebeden 4 ve B matrislerinin Hadamard carpimi;
AeB= ab,
seklindedir.

Kronecker ¢carpimin baz1 6zellikleri agagida verilmistir:

Teorem 3.7.1. 4, B, C ve D aym tipte matrisler olmak iizere;
1. A®B C®D = AC ® BD ,

2. A®B =A"®B",

1

3. A ve B tersinir matrislerse 4® B =A4"®B",

4. A ve B uniter matrislerse A® B uniterdir (Zhang 1999).
Teorem 3.7.2. A, BeM _ olsun. Bu durumda 4B Hadamard ¢arpimi satir ve
situnlart 1, n+2, 2n+3,..., n> tzerinde dizilen A®B Kronecker garpimimin bir
esas alt matrisidir (Zhang 1999).
Ispat: e,, 1=1,2,..,n olmak tzere i. bileseni 1 ve diger bilesenleri O olan n
bilesenli bir vektor ve

E= ¢ ®e,..e Qc¢

olsun. Her i vej ¢iftiigin £ A®B FE’nin i,j indisli elemant,
ab, = e/Ae, ® e/Be, = e ®e, " A®B e, ®e,
seklindedir. Boylece,
E" A®B E=A-B

dir. Bu Ao B’nin A® B ’nin bir esas alt matrisi oldugunu gosterir.
Teorem 3.7.3. A>0 ve B>0 olsun. Bu durumda, A®B >0
dir (Zhang 1999).
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Teorem 3.7.4. (Schur) A ve B n-kare matrisler olsun. Bu durumda,
A>20ve B20=>A-B>0

ve
A>0ve B>0=>A4-B>0

dir (Zhang 1999).

Ispat: xe C” i¢in kosegen iizerindeki x bilesenli n-kare kosegen matris kdsx ile
belirtilsin. Buna gore,

x" Ao B x=tr kosx'AkosxB"

Y 11 Yy
=t [sz k(')'§x*A2A2kO'§x(BZJ
1 (1 Yy
=1 Azk()';x(BzJ A2k0§x(B2J >0

olup, istenen elde edilmistir.

~

Teorem 3.7.5. A, B, C n-kare matrisler olmak tizere

A B
] >0
o

olsun. O halde ' iglemi '=' ve '+' islemlerini belirtmek tzere,

A*xC > (B *B)
ve AB = BA ise

ACA > BB
dir (Zhang 2001).

Teorem 3.7.6. H,ReM,k ve K,SeM, pozitif tanimli matrisler olsun. O halde

herhangi 4,CeM, .B,DeM, , ve rankU =r ya da rank} =r olacak sekildeki

p.m?

ve herhangi a, b reel sayilart igin

m

UVeM,
a’ AH'A* ® BK'B* +b> CR7C* ® DS™'D*

aAU @ B+bCV ' ®D UHU QK +VRV'®S

v

x aUA"®B +bVC" @ D"

dir (Zhang 2000).
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3.8.  Schur Tamamlayanlar1 ve Hadamard Carpimlar

Bu bolimde, Schur tamamlayanlarini kullanarak Hadamard ¢arpimlar ve matris

toplamlari i¢in bazi esitsizlikler verilecektir.

A B
B" B'A'B

pozitif yar1 taniml1 bir matristir. Bu tipteki matrisler, matris esitsizlikleri elde etmek

Teorem 3.6.4°e gore A>0 ise

icin 6nemli bir aracgtir. Asagida bu sekilde elde edilen esitsizlikleri igeren bazi
teoremler verilmigtir.
Teorem 3.8.1 A ve B pozitif tammli »n kare matrisler ve C ve D herhangi mxn

tipinde matrisler olsun. Bu durumda,

C+D A+B ' C+D "<CA'C'+DB'D’ (23)
ve

CoD AoB ™~ CoD < CA'C" o« DB'D’ (24)

dir (Wang ve Zhang 1997).

X:A C VeY:B D *
C cA'Cr D DB'D

olmak tzere, X >0,V >0, X+Y>0veXoY 20’dirr X+Y>0 ve XoY=>0

ispat:

matrislerinin 1,1 indisli bloklarinin Schur tamamlayanlarn ile istenen elde edilmisg

olur.

Teorem 3.8.2. 4 ve B ayni tipte matrisler olmak iizere,
A:(All AIZJ ve B:(Bll BIZJ
AZI AZZ BZI B22

A, +B,z2A4,+5B, (25)

11 —

olsun. Bu takdirde,

Ve
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A

1

IOB > A

24,08, (26)
dir (Zhang 1999).

ispat:

24 :(All A12 J l/\g :(Bll B12 ]
AZI AZIAI_IIAIZ ’ B21 B21B1_11B12
olsun. (25) esitsizligi, A+ B de A, + B, ’in Schur tamamlayam alinarak ve (23)
esitsizligi kullanilarak elde edilir.
(26) esitsizligi igin,
AZZ > AZlAl_llA

12>

B 2 BZIBI_IIBI 2

2 =
esitsizliklerini ele alalim. Buna gore,
Ay e B21B1_11B12 +B,,0 A21A1_11A12
22 A21A1_11A12 © B21B1_11B12
olur.
4,°B,= 4, _A21A111A12 ° B, _leBﬂlBlz
<A4,,°B, - A21A111A12 © leBﬂlBlz
Ustteki esitsizligin sag tarafina (24) uygulanirsa,
Azz oB,, - A21A1_11A12 © B21B1_11B12
-1
<A4,°B,- 4,°B, 4,°B, A,°B,
=A4,°B,
elde edilir. Boylece,
A11 °B, = An ° B,
olur.
Ayrica, asagida ispatt Schur tamamlayanlarn kullanilarak yapilan, Oppenheim
tarafindan gosterilen bir determinant esitsizligini verecegiz.

Teorem 3.8.3. (Oppenheim) A4 ve B kosegen elemanlarnt sirastyla a, ve b, olan

pozitif yar1 tammli matrisler olsun. Bu durumda,
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Haﬁbﬁ >det AoB 2aya,,a, detB>detAdetB
i=1

dir (Zhang 1999).
Ispat: Ik ve son esitsizlikler Hadamard determinantsal esitsizliginin direkt

sonucudur. Ikinci esitsizligi gosterecegiz.

B, onceki teoremin ispatindaki gibi olsun. AoB matrisini ele alalim ve
matrislerin mertebesi olan » tizerinden timevarim kullanilacak.

n="2 ise ispat agiktir. »>2 oldugunu varsayalim ve

leBﬂlBlz = Bzz - Bn

oldugunu hatirlayalim. 4o B matrisinde A4, B, ’in Schur tamamlayani alinirsa,
-1
Apo By =By — AyoB, A,0B,  A,°B, 20
ya da
-1
ApoBy— AyoBy AyoB,  A,oB, 24y,°B),
elde edilir. Ustteki esitsizligin sol tarafi 4o B’de A, B,,’in Schur tamamlayamdir.

Determinantlar alinarak,

det A4,0B, =det 4,5,
her iki taraf det 4, B,, ile ¢arpilirsa,

det AocB >det A ,¢B, det 4,8,

elde edilir.

Teoremde ki esitsizlikler,

ﬁaﬁbﬁZﬁ&. A°B Zﬁaﬁ)ui B Zﬁil AB :ﬁil A4 B .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

seklinde 6z degerler cinsinden yazilabilir.
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3.9. Majorizasyon Esitsizlikleri

Esitsizlikler, matematigin hemen hemen tiim dallarinda temel bir rol oynar.
Bununla birlikte belli esitsizlik tirleri ig¢in majorizasyon kavrami esitsizlikler
tiiretmek icin son derece gii¢lii ve kullanisli bir teori olarak ortaya ¢ikmistir. Ustelik,
majorizasyon metotlariyla bir esitsizlik tiiretme, dogal genellestirmeleri one siirmek
ve daha iyi anlagilmasini saglamak i¢in oldukg¢a kullaniglidir.

Majorizasyon Uzerine Issai Schur (1923)’un 6ncii ¢aligmasi, ‘pozitif yari tanimli
bir matrisin 6z degerleri, kdsegen elemanlarin1 majorize eder’ kesfiyle majorizasyon
kavram1 matris teoriye de girmistir. Bu kesif Hadamard’in determinant esitsizliginin
daha 1yi anlagilmasini saglamistir. Schur’un kesfiyle sayisiz majorizasyon esitsizligi
matris teoriye girmistir. Bu majorizasyonlar, matris toplam ya da matris
carpimlarinin 6z degerlerini ve singiiler degerlerini igeren 6zdesliklerdir.

Bu bolumde ¢aligmamizda bize yardimci olacak bazi majorizasyon tanimlart ve

majorizasyon esitsizlikleri verilecektir

Tanim 3.9.1. x= Xx,X,,..X, ,V= V,V,....,», €R” vektorleri i¢in

k=12,..nve x, 2x,>--2Xx,, y, =y, =--->y, olmak lizere,

ise x, y tarafindan zayif majorize edilir denir ve x < y ile gosterilir. x < y’ye ek

olarak le. = Z y, saglantyorsa x, y tarafindan majorize edilir denir ve x <y ile
i=1 i=1

gosterilir (Marshall ve Olkin 1979).
Tamim 3.9.2. Tim elemanlar negatif olmayan ve tim satir toplamlart 1 olan kare

matrise sfokastik matris denir (Marshall ve Olkin 1979).

Tanm 3.9.3. P= p, nxn matrisolsun. i,j=1,2,.,n igin p, 20 ve
Yop,=L j=12..n > p,=1 i=12..n
i J

ise P ’ye duble stokastik denir (Marshall ve Olkin 1979).
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Tanmm 3.94. 0= g, olsun %:7,,2. olacak sekilde I'= y, varsa O matrisi

2 . . . .
ortostokastik olarak adlandinlir. g, = |u olacak sekilde bir U uniter matrisi varsa

J
QO matrisi iiniter stokastik olarak adlandirilir. (Yani, ortostokastik matrisler tniter

stokastiktir ve uniter stokastik matrisler duble stokastiktir (Marshall ve Olkin 1979).

Teorem 3.9.5. x <y olmasi i¢in gerek ve yeter sart x = yP olacak sekilde bir P
duble stokastik matrisin var olmasidir (Marshall ve Olkin 1979).
Teorem 3.9.6. H , kosegen elemanlart #,h,,...,h ve 0z degerlert A,4,,...,4, olan
bir Hermityen matris olsun. Bu takdirde,

h,h,. .h < 4,4, . .4
dir (Marshall ve Olkin 1979).
Ispat: Burada H Hermityen matris oldugu ic¢in kosegen elemanlarinin ve 6z

degerlerinin reel oldugunu ve bundan dolay:1 siralanabilecegini hatirlatmakta fayda

vardir. Yani,

seklindedir.
AsAosn A, ler H in 6z degerleri olmak tizere H =UD,U" olacak sekilde bir U
Uniter matrisi vardir.

H matrisinin, #,h,,....4, kosegen elemanlan p, :”1-,-”?7 olmak tizere
hl_ :Zul_ju_l_j/lj = Zpijﬂ,j, i=12,..n
j j

seklindedir. U uniter matris oldugundan Tanim 3.9.4’den P= p, , duble

stokastiktir. Sonug olarak,
h,h,. .h = A, A, A P
dir. Buna gore Teorem 3.9.5’den 2< A4 elde edilir.

Teorem 3.9.7. f t bir konveks fonksiyon olsun. Bu durumda,

x-<wy:> f x] 7f x2 7"'7f xn -<w f yl 7f y2 7"'7f yn

dir (Zhan 2002).
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Teorem 3.9.8. g 7 bir artan konveks fonksiyon olsun. Bu durumda,

X<, y=> g% .8 % ,..8%X, =<, 8V .8V, .8V,
dir (Zhan 2002).
Tanmm 3.9.9. x= x,x,,..,x, ve Y= J,¥,,...y, vektorlerinin bilesenleri negatif

olmasin. Bu takdirde £ =1,2,...,n olmak uizere

k
<[l
1 i=1

ise x, y tarafindan zayif log-majorize edilir denir ve x <

k

y ile gosterilir.

wlog

»’ye ek olarak sz- = H y, ise x, y tarafindan log-majorize edilir denir ve

i=1 i=1

x =<

wlog

x =<, y ile gosterilir (Marshall ve Olkin 1979).

log
. P - . * 1/2 . 9 . .
Bir 4 matrisinin mutlak degeri ‘A‘E A4 ile tanimlanir. 4’ nin singiler

degerleri |A| ‘nin 6z degerleri olarak tanimlanir. Buna goére A4 ’nin singtler degerleri
A'"A’nin 6z degerlerinin negatif olmayan karekokleridir. Pozitif yari tanimli
matrisler i¢in singiler ve 6z degerler aynidir.

Teorem 3.9.10. A, 6z degerleri |A1 A|2...2|/1n A| ve singiler degerleri

s, A =25, A z---=2s, A 20 olan nxn kompleks matris olsun. Bu takdirde,

k=12, .. n-1 olmak iizere,
k k

[TA 4|<]]s 4

i=1 i=1

]i[ii A ‘zﬁsl. A
i=l i=l

dir (Marshall ve Olkin 1979).

2

Teorem 3.9.11. A4eM,,, BeM,, ve g=mmn n,pm olsun. A4, B, AB

matrislerinin singuler degerleri sirastyla s A 2ezs A4 20,
s B z2s, B 20 ve s AB 2--25_ . AB >0 ile belittilsin. Bu

takdirde, £ =1,...,q i¢in,
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ﬁsl. AB Sﬁsi A s, B
i=1 i=1

dir (Marshall ve Olkin 1979).

m=n=p ise k=n i¢in esitlik saglanir.
Teorem 3.9.12. A, singtler degerleri 5, 4 25, A =---25, A =20 ve 6z degerleri

|ﬂ1 A |2...2|1n A | olan bir matris olsun. Bu durumda, £=1,2,...,»n i¢in

k

2

i=1

k

A A|<Y s 4
i=1

dir. Ozel olarak,

1. ‘trA‘SZn:sl. A
i=l

2. k=1,2,...,n ve herhangi bir p >0 i¢in Zk:‘/il A ‘pSZk: s, A g
i=1

i=1

k k
3. A, singiler olmayan bir matris ise her pe R i¢in ‘)bl A ‘p < Z s, A !
i=1

i=1
dir (Marshall ve Olkin 1979).

Teorem 3.9.13. A4, B, A+ Be M, , matrislerinin singiler degerleri ¢=min m,n
olmak lzere sirastyla s, A =25, A 225 420,
s, B 2s, B>--2>s B >0ves A+B 25, A+B >---25, A+B >0 olsun.

Bu durumda, £=1,2,...,q igin
k k k
s, A+B SZSI. A +Zsl. B
i=1 i=1 i=1
dir (Horn ve Johnson 1991).
Teorem 3.9.14. Le M M eM, veX €M, , verilsin. Bu takdirde,
L X
. eM,,, (27)
X M
matrisinin pozitif yart tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart L ve A/ matrislerinin

pozitif yari tammli olmasi ve X =L""CM"’ olacak sekilde bir CeM,
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(s... C <1)kontraksin matrisinin var olmasidir.

XeM,, 6 ve X = [*CM"* olmak tizere (27) formunda pozitif yari tanimli blok

matris olsun. Bu takdirde, £ =1,2,...,g =min m,n olmak izere,
k k

[Ts x =[1s Lcm™

i=l i=1

k
SHSI. "5 Cs, MV

i=1

k
SHSI. L I/ZSI. M "
i=1

dir. Bu teorem daha genel olarak asagidaki gibi ifade edilir (Horn ve Johnson 1991).

Teorem 3.9.15. LeM M eM, ve X e M,  olmak lizere,

n

L X
® e]\4m+n
{Xi M}

pozitif yar1 taniml1 blok matris olsun. Bu takdirde L ve A pozitif yart taniml1 ve her
p>0veher k=12, min mn igin
k

[1s? x Sﬁsj’/z L s M

i1 i1

dir (Horn ve Mathias 2000).

Teorem 3.9.16. A4, B € M, Hermityen matrisler olsun. Bu durumda,
AA+B <1 A+4A B

dir (Zhang 1999).

Lemma 3.9.17. A, B e M, Hermityen matrisler olsun. Bu durumda,

s AeB <,5 A os B

dir.
XeM, C igin X, [X* OJ Hermityen matrisi belirtsin. Buradan,
AX =5 X, .5, X ,—s X, -5 X

(28)
s X =5 X5 X ..., X5, X
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seklindedir. Yukaridaki Lemmanin genellestirmesini ifade eden teorem asagida
verilmigtir (Zhang 1988).
Teorem 3.9.18. Herhangi A, BeM, C ig¢in,

s AeB <,5 A os B

dir. (Zhang 1988).
ispat:

0 4 0 B
A=| ., ve B=| |
(o o)l o)

blok matrisleri verilsin. Bu durumda,

0 4B 0 4B
AsB=| | - * — 4B
4B 0 4:B" 0

yazabiliriz. Lemma 3.9.17°den

s AeB <, s A os B,
yani,

s AeB <, s A os B
dir. Buna gore (28)’den

s AeB <,5 A os B
elde edilir.
Teorem 3.9.19. A ve B ayn tipte pozitif yar1 taniml1 matrisler olsun. Bu takdirde,

logs(A—-B) =<, logs(A+B)
ifadesi gecerlidir. Sonug olarak,
s(A-B)=<,, s(A+B)

olup, boylece,

|4-B

ui

dir (Wang ve ark. 1999).

A B
Teorem 3.9.20. (B* CJZO olmak tlizere A mxm, C,nxn ve B, mxn

kompleks  matrisler olsun.  rank(B)=r  olsun. Bu takdirde, i<r
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isey, =max A A, A C , u= p,p,..., 1, aksitakdirde sifir olmak tizere,
logs B <, logu

dir. Boylece, s B <, u yazilir. Ayrica, 4,B ve C ayni tipte kare matrislerse,
log|/1 B |<W log

dir (Zhang 2001).
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4. POZITIF YARI TANIMLI BLOK MATRISLERIN SINGULER
DEGERLERI iCIN ESITSIZLIKLER

Bu bolimde, pozitif yar1 tanimli blok matrislerin singiiler degerleri igin alt ve
ust sinirlar elde edilmigtir. Ayrica elde edilen sinirlarla daha 6nce bulunan sinirlar
arasinda ortaya ¢ikan bazi bagintilar verilmigtir.

Bu bolimde, tanimlanan herhangi bir nxn X matrisi igin 6z degerleri ve

singiiler degerler1 swrasiyla 4, X ,A4, X ,.,4 X ve s X ,5, X ,.,s X
olmak tzere |4 X |>|4, X [2-2[4, X | ve 5 X =5, X =25, X 20

seklinde olacaktir.

Teorem 4.1. AcM, , CeM_ ve r=min m,n olmak tzere pozitif yari taniml

A B
(B* C] blok matrisi verilsin. Bu takdirde j=1,2,...,r igin

A B
s, A®C —-s, B <s,| <s. A®C +s, B
J J B C J
dir.
. .. 4 B . o :
Ispat: Pozitif yar1 tanimli [B* Cj blok matrisi asagidaki gibi iki Hermityen blok
matrisin toplami seklinde yazilabilir.
A B A O 0 B
. = +| (29)
B C 0 C B 0

A ve Bayni mertebeden mxn matrisler ise
s, A+A, B <s, A+B <s, A +4 B (30)

esitsizligi Bolum 2.1.1 de verilmisti. Buna gore (29) ve (30) ifadelerini kullanarak;

0 B A B 0 B
s, ADC +4,| <s| . <s, A®C +4| _,
B 0 B C B 0

yazabiliriz.
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0 B
H=(B* Oj blok Hermityen matris olsun. s, B ,s, B ,...s. B ’ler B

matrisinin singtler degerlert ise,
s, B,s, B,.,s, B.,0,.,0,—s B ,.,—s, B,-s, B
cimlesi Hermityen A matrisinin 6z degerler ciimlesidir. Boylece A matrisinin

ozelliklerinden faydalanarak B matrisine gecilebilir. Buna gore,
A H =—s B ve4 H =5 B

oldugundan, j=1,2,...,r igin,
A B
s; A®C -5 B <s,| | <s. A®C +s B
B C !

elde edilir.
Bir sonraki Teoremin ispatinda kullanacagimiz bir teoremi ifade edelim:

Teorem 4.2. A ve B Hermityen matrisler olmak tzere,

AA—-AB <A1 A-B
dir (Horn ve Johnson 1991).

A B
Teorem 4.3. A4,B ve C n-kare kompleks matrisler olmak iizere, (B* Cj pozitif

yart tanimli blok matris olsun. Bu takdirde, £ =1,2,...,n i¢in

k k A B k
Zsj A®C -s, B SZS’(B* ngzsj A®C +s;, B
j=1 j=1 j=1

dir.

ispat: k=12, .,n i¢in, verilen pozitif yar1 tanimli blok matrisin 6z degerleri,

o (s )

: 0 B
<M A, A®C +/1]( \ oj

Teorem 3.9.16 kullanilarak,

£4(1 1)

j=1

~.
Il b
KR

J=1 B

k
=>4 A®C +s, B

j=

seklinde yazilabilir.
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A B
[ ]ZO, A C>20ved, A®C =5, A®C oldugundan k=12, .. n igin
B* C J J

k A B k
Zs][ jsz;sj A®C +5; B
=

j=1
. 1 : : 5 : . .
yazabiliriz. Ayrica o 1/ Uniter matris oldugundan Hermityen matrisler i¢in

Spectral Teoreminden,
I 04 BYI 0) (A -B
0 -I\B" C)\0o -I) \-B" C
. (4 B A -B C
olur. Yani, . ve . matrisleri Uiniter olarak denk olup aym 6z
B C -B" C
degerlere sahiptirler. Boylece Teorem 4.3’ den

O P X

j=1 j=1

k k A B
>, A®C -5, B SZ%’[B* CJ

J=1 j=l

Zk:ﬂ;[A BJ

j=1

k k A B
Yy, 4GC -3, B 23 ( j
=

olup, istenen elde edilmistir.

A B
Teorem 4.4. A,B ve C n-kare kompleks matrisler olmak iizere, (B* Cj pozitif

yart tanimli blok matris olsun. Bu takdirde, £ =1,2,...,n i¢in

S mo <551 1)

j=1 j=1

dir.

. A B C B L -
Ispat: . ve matrisleri permiitasyonel olarak benzerdir ve
B C B A

A B . C B
. >0 ise > 0’dir. Buna gore,
B C B A
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A B N C B [ A+C B+ B >0
B C B A) \B+B A+C |
dir. Teorem 3.9.16’dan
k * k A B B’
Z’I- A+Cl B+B Z C
"\B+B" A+C ) “3 B 4
- i (A BJ

j=l
elde edilir. Ayrica >0 matrisi i¢in 2s, K <s_ |
K° N ! \K" N

IA

oldugunu

biliyoruz. Buna gore,

S, hek <3 (A Bj

j=1

olup, ispat tamamlanir.

A B
Teorem 4.5. A4,B ve C n-kare kompleks matrisler olmak iizere, (B* Cj pozitif
yart taniml1 blok matris olsun. Bu takdirde, j=1,2,...,»n i¢in
A B
—;t A+B+B +C < /1 .
B C

Ve

%z}.[mc- B+B' ]s;tj[; ﬁj

dir.
Ispat: A<M bir Hermityen matris ise ¥V =1, sartini saglayan herhangi bir mxn
V' matrisi ve 1 =1,2,...,m i¢in 0z degerlerin yer degistirme teoreminden,

A, A <A VAV <A A (1)

1
yazilabilir. 7, nxnbirim matris olmak tzere V:%[J kompleks matris olsun.

Buna gore, (31) esitsizligini kullanarak

A B
—/1 A+B+B +C </1
B C
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1
elde edilir. Benzer sekilde V" = 1 olarak segilirse
J2\ -1
1 . A B
—A A+C—-(B+B) <4|
2 \B* C
elde edilir.

Teorem 4.6. Her i =1,2,...,n i¢in A ’ler nxn pozitif yar1 tanimli matrisleri belirtsin.

Bu takdirde,
1 z » ,
ﬁsj[;AiJssj @A , j=L2,..,n
dir.
1
. . : . A -
Ispat: [, nxn birim matris olmak tzere, V=T . |, n” xn matris olsun. Buna
nl:
1
gore,
. 1 0 A4, 01117
VMY =—1 1 I/ : =l -
-\/; . \/; .
0 0 - A 1
_1 A+A+..+A4, (32)

l 1
Vg
n; '

olup, (32) esitligini kullanarak

elde edilir.
Bir sonraki Teoremin ispatinda kullanacagimiz bir teoremi ifade edelim.
Teorem 4.7. x,>--->x,>0 ve y =-->y >0 vektorlen £=12,.,n igin
k

k k k
x, < Hyl. esitsizligini sagliyorsa k=1,2,...,n i¢in le. < Zyl. esitsizligini de
1 i=1

i= i=1 i=1
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saglar (Marshall ve Olkin 1979).

Sonuc 4.8. 4 ve B pozitif yari tanimli matrisler olsun. Bu takdirde,
%logs(A -B)=<,, %logs(A +B)=<, logs(A® B)
dir.
Ispat: A veB nxn pozitif yari tanimli matrisler olsun. Bu takdirde j=1,2,...,n
olmak tizere,
s, A-B <s, A®B (32)

dir. Teorem 4.6, Teorem 3.9.13 ve (32) esitsizliginden

k

lej A-B _—Hs A+B <Hs A®B , j=12,.
2 j=1 j=1 j=1

yazabiliriz ve Teorem 4.7’den

1 k 1 k k
EZ —Z Zs A®B , j=1,2 .
J=1 j=1

J=1

l\.)

olup, istenen elde edilir.
Simdi, bu bolimde elde edilen singller deger esitsizlikleri ile daha 6nce elde
edilmis olan singiiler deger esitsizliklerini kargilastirmak i¢in bir 6rnek verelim.

-1 1 1 4 1 1 1

-1 -1

1
e 1 . ..
Ornek 4.9: X = : olmak tzere M = XX = matrisi
1

oS = O
—_—
o W
N WO ==

pozitif yari tammlidir. Bu matrisi,

4 1 1 1 . (1 0O 3 2
A= , B= , B = ve(C =
NS NS A

A B
M=|"_ T |>0

seklinde yazabiliriz. Buna gore M matrisinin 6z degerleri azalan sirada,

s J13 5 13

A M =64, M :5+—=4302 A M =22, M :5——=0 697

olmak tuzere,

seklindedir. Ayrica, B matrisinin singiiler degerleri sirasiyla,
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o, B =—5 l~l618V60 B =£—150,618
2 2 2 2
. 9 4 - .
dirr K=A+B +B+(C= 4 4 >0 olmak iizere, K matrisinin 6z degerleri azalan
sirada,
A K _ B Y 11006, A K =£——“:1783
2 2 2
4 1 0 O
o A4 0Y |13 0 0 L
seklindedir. A@C = = olmak iizere bu matrisin singutler
0 C 0 0 3 2
0 0 2 3

degerleri azalan sirada,
o, ADC =5, 0, ADC =4,618 o, ADC =238, 0, ADC =1

seklindedir.

A B
Buna gore 25, B <s ’(B* CJ esitsizliginde, j =1 ig¢in,

A B
2s, B <y, B

2.1,618=3,236<6
A B P . .
olur. s, A®C —s; B <s, B <5, A®C +s, B esitsizliginde ise j=1
i¢in,
A B
s, A®C —s, B <5 B <s, A®C +s, B

5-1,618=3,382<6<5+1,618=6,618

olup, blok matrislerin singiiler degerleri i¢in bir 6nceki sonugtan daha yakin deger

1 . A4 By . ... .
vermektedir. =4, A+B+B +C S/l.( . jesltsmhglndelse J =1 1¢in,
2 ’ C

121 A+B+B +C <4 4B
2 B C
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%.11,216:5,608£6

olup, blok matrislerin singiiler degerleri i¢in 6nceki iki sonugtan daha yakin deger
vermektedir.

Pozitif yart tammli bir blok matrisin elemanlarina bagli olan, asagidaki
majorizasyon esitsizligini verelim.

Teorem 4.10. A4, B,C n—kare kompleks matrisler olmak tizere,

A B
>0
> ol
olsun. Bu takdirde,
2s(B) =<, s(A4A)+s(C)
ve
s*(B) =, s(4)s(C)

dir.

Ispat: B=0 oldugunu varsayalim. B=UDV", D =kos(s,(B),s,(B),....s(B)), U

ve V' U'U=VV =I sartim1 saglayan nxn kismi Uniter matrisler olmak iizere B

matrisinin bir singtler deger ayrisim1 olsun. O halde,
U o0y 4 B)U 0) (UAU UBV >0
o V'\B Ccjo V) WVBU VCV)

U'BV =D =kés(s,(B),...,s,(B))

yazilabilir.

oldugunu biliyoruz. Teorem 3.7.5’den
U'BV +V'BU<U AU +V'CV
yazilir. Weyl’in monotonluk prensibi ve Teorem 3.9.16’dan

L[5 51(B) .
D4 - + - <Y AU AU+ 4,07°CV)
5,(B) s(B)]

olup, 6z degerler i¢in yer degistirme teoreminden (interlacing teorem),

2ﬁ s,(B) si 5,(4) +5,(C)
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elde edilir. Buna gore 2s(B) <, s(A4)+s(C) dir. Ayrica, Teorem 3.7.5’den

U'BV oV'B'U U AU -V'CV
yazilabilir. Benzer sekilde, Weyl’in monotonluk prensibi ile,
5(B) 5(B)
A, o <s;,(UAUVCYV)
$,(B) $,(B)
elde edilir. Herhangi A ve B matrisi i¢in s(A° B) =<, s(4)s(B) oldugunu biliyoruz.

Buna gore,

1

k k k
D S BYS D s (UAU V' CVY<Y s (U AU)s (VCY)
J j=1 7=l
k
<
j=1

5,;(A)s;(C)

olup, boylece
s*(B) <, s(4)s(C)
elde edilir.
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5. POZITIiF YARI TANIMLI MATRISLER iCiN iZ ESITSiZLIKLERI

Bu boliimde, pozitif yart tanimli herhangi matrislerin ve pozitif yar1 tanimli blok
matrislerin ¢arpimlari, toplamlart ve Hadamard c¢arpimlar igin elde edilen iz
esitsizlikleri verilecektir.

Teorem 5.1. AveB pozitif yart tanimli matrisler olsun. Bu takdirde, mve n

tamsayilar olmak izere,
2iz(AB)™" <iz(AB)”" +iz(AB)”"
ve
iz(A"" 0 A <iz( A" 0 A7)
dir.
Ispat: A pozitif yar1 taniml1 bir matris ise m bir tamsay1 olmak iizere 4™ de pozitif

yar1 tanimlidir. O halde,

Am O Am An A2m Am+n
= >0
An O O O Am+n A2n

dir. Teorem 3.7.5’den
Am+n+Am+n SA2m+A2n

yazilabilir. Weyl’in monotonluk prensibi ve majorizasyon esitsizliginden

22,(A™) < A (A" + A7)
k k k
22/1].(/1””") Sz/ij(Azm + A7) SZﬂ,j(Azm) +ﬂ,j(A2”)
j=l j=l j=l
olur. k =n igin
2iz( A" <iz( AT+ A7) = iz( A7) +iz(A™) (33)

esitsizligi her 4>0 matrisi igin dogru oldugundan A,B>0 igin D=B'2AB">0
olmak tizere (33) esitligt D matrisi i¢inde dogrudur. Yani,
2iz(D™") <iz(D*™) +iz( D)

dir. Boylece,



2iz(AB)"" <iz(AB)”" +iz(AB)”"
elde edilir. Benzer sekilde, Teorem 3.7.5’den

Am+noAm+n <A2moA2n

yazilabilir. Boylece Weyl’in monotonluk prensibinden,
iZ(Am+n OAm+n) SlZ(Azm OAZn)

olur.
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Teorem 5.2. Ave B pozitif yart tanimli matrisler olsun. ‘o> Hadamard kuvveti

belirtmek tizere,
2k 2 ok
iz(AoB) SiZ|: AoB }

dir.

. X
Ispat: A,B>01se AcB=0 oldugunu biliyoruz. X =4oB ve K :(lj olsun.

Buna gore

dir. O halde
2 2 2 2
M°2:X XOX X:XoX XOXZO
X I X I XoX 1
olur. Bu sekilde devam edilirse,

2 2 2

M- X 0X%0..0X® XoXo.oX 0
XoXo.oX 7

dir. Teorem 3.7.5°den

-k

(AoB)* <Io AoB .

yazabiliriz. A , herhangi bir matris ise

S A (HD)<S 4, (H)

oldugunu biliyoruz. Bu esitsizlik ve Weyl’in monotonluk prensibi kullanilarak £ =n

icin



elde edilir.
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-k

Zn;zj(AoB)’k szn;ﬂ,j[ 48" |
J= J=

ok
iz(AoB)* SiZ|: AoB 2}

Teorem 5.3. A€M olsun. Bu takdirde,

dir.
ispat:

Ve

dir. Ayrica,

dir. Teorem 3.7.5°den

liz(4™")| =

liza™"| <iz[ 47(4")" ] SiZ|: AL m}

A4

> 4,4

< isl_(Az'") < Z s(4) = i[si(AA*)]m

- IZ::[%(AA*)]M ZIZ::%[ AA m} = iz(AA"Y"

iz A"(A")" =§n:

i=1

<A A = 35 (A (A)

ACATA™| < Y5 (A7 A
i=1

IO W ON

=3 (ALY = iz(AdY"

i=1

A" oo o0 A ATAT )

LAY F AT S ATAT AT A

yazilabilir. X <Y ise iz(X) <iz(¥) oldugundan,

iz A"+ A" | <iz A"AT+ AT A"
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yazilir. Ayrica herhangi X ve Y matrisleri igin iz(X") =iz(X) ve iz(XY) =iz(YX)
oldugundan,
liz(4*™)| <iz[ 4"(47)" ]
elde edilir. Boylece,
liz4*"| <iz[ 474" ] SiZ|: A4’ ’”J
esitsizligi elde edilmisg olur.
Teorem 5.4. 4, nxn kompleks matris olsun. Bu takdirde,
iz(A" o A™) Siz| A"(A7Y" | Siz(AA"Y"
dir.

Ispat: Burada temel olarak Teorem 3.9.11 ve Teorem 3.9.17’yi kullanarak asagidaki

esitsizlikleri elde edebiliriz.

iz(A” o 4™)| =

>4 (A"0 A™)
i=1

DNACKEN Y|
i=1

<3 (A" A S Y s (A5 (A™)
i=1 i=1

=Y 2 (A" =S A4 = (A4
i=1 i=1
< 5 " =Y [s ] = 3[4
=3 A (AA')" = iz(44")",
i=1
O halde Teorem 5.3 ve Teorem 5.4’iin sag taraflarinin esit oldugu goruliir.

Asagidaki  iki  ormekle bu esitsizliklerin  sol taraflarinin  genel olarak

karsilastirilamayacagt gosterilecektir.

. 4
Ornek 5.5. 4= [ 5] olsun. O halde,

L (1 18 (9 -8
A® = ve Ao A" =
-4 17 -8 25

olur. Buna gore, iz(A*)=18 veiz(AoA")=34 olur. Yani, iz(4*)<iz(AoA")
seklindedir.
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. 2 1
Ornek 5.6. 4 = {2 IJ olsun. O halde,

olur. Buna gore, iz(A*)=9veiz(AoA)=5 olur. Yani, iz(AoA")<iz(A%)
seklindedir. Ornek 5.5 ve Ornek 5.6’ya gore herhangi bir A matrisi igin
iz(A" o A™) ile iz(A*") i karsilagtiramayiz.
Teorem 5.7. A= (AH Alzj >0veB= [BH Buj >0 olsun. Bu takdirde,
b n By
2iz(A,B,,) <iz(A,B,,) +iz(A4,,B,,)
dir.
Ispat: Pozitif yari taniml1 4 ve B blok matrisleri igin,
B [AHB11 +A4,B,, A,B,+A4,B, j
A,B,+A4,B, A,B,+A4,B,
seklindedir. Herhangi X,Y >0
0<iz(XY) <iz(X)iz(Y)
oldugunu biliyoruz. O halde
0<iz(A4,B,,+A4,B, +A,B,+A4,B,,)<iz(4,B,,+ 4,B,, + 4,,B,, + 4,,B,,)
dir. Buradan
iz(A,B,)) +iz(A, B,,) <iz(A,B,,) +iz(4,,B,,)
yazabiliriz. Herhangi X,Y matrisleri i¢in iz(X)=iz(X") ve iz(XY) =iz(YX)
oldugundan,
2iz(A,B,,) <iz(A,B,,) +iz(A4,,B,,)
elde edilir.
Bir sonraki teoremin ispatinda kullanacagimiz teoremi ifade edelim:

Teorem 5.8. 4 ve B, nxn tipinde matrisler olsun. Bu takdirde,

t

2

i=1

dir (Yang ve Feng 2002).

é‘l_ AB 2m

t t
<> A A'4BB" " <> 4 A'A BB, 1<t<n,meN
i=1

i=1



68

All A12 Bll B12 . .
Teorem 5.9.4= >0veB= B >0 olsun. Bu takdirde, m bir

1 2 21 22

pozitif tamsay1 olmak iizere,

l'zH A, — A A, %Bfﬂzm}i{[/g? B, B, BB, %Tq <iz(AB)" <iz(A"B™)

dir.

ispat: Z = A2 Y = 42 (A —A A4 N ; _[(X 0
Ispat: Z = 4;2Y = 4,)?°A,,, X =(4,, — A,4,,4,,)* olmak tizere M v 7 olsun.

Bu takdirde A=M'M seklindedir. Z=(B,—B,BB,)?.Y =B,B %X =B

11 >

X 0
olmak tizere K = [Y Zj olsun. Bu takdirde B=KK" seklindedir. k, bir pozitif

Xk

tamsay1 olmak tizere A/* :(
*

7 kJ seklindedir. 1ki iist iiggen matrisin ¢arpim1 da

bir Uist tiggen matris olacagindan,

N W
An o A12A221A21 ’ Blé 0
MO o pt e s g 4 g
AZZ 21421131 l2 + A222B21B11 ? A222 B22 - BZIBI_IIBIZ ’

seklindedir. MK matrisinin 2m. kuvvetini aldigimizda ise

. y 1 2m
5 |: An _A12A221A21 ZBlé 0

MK & = ,
1 ~ Y "
* |:A2é Bzz - B21B1 11B12 ’ }

elde ederiz. Teorem 5.8°den
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2m

iz MK Zm‘szn:sl. MK " <Y s MK
i=1 i=1
-y 2 MK "= 4 MMKK®"
i=1 i=1
=Zn:/1l. AB " =iz’z AB "
i=1 i=1
<S4 MM KK =l 4" B
:z'izl(A’”B'”) )
yazabiliriz. Boylece

1 2m 1 2m
‘l'Z MK 2m| :iZ|: An _Ale“z_zlAm AB%} +iz |:A“z? Bzz _B21B1_11B12 Ai|
<iz AB " <iz A"B"
elde edilir. Sonug olarak;

N 1 2m _ 1 2m ”
iZ|: A, ABI?} +iZ|:A21é B, A} <iz AB " <iz A"B"
dir. Boylece pozitif yart tamimli matrislerin ¢arpimlarinin pozitif tamsay1 kuvvetleri
icin blok matrisler kullanilarak bir alt sinir elde edilmis olur.
Bir sonraki teoremin ispatinda yardimci olmast amaciyla agagidaki teoremi
ifade edelim:

Teorem 5.10. x,,x,,...,x Vve}y,,V,,..,y, reel sayilar olsun. £k =1,2,...,n olmak uzere,

n
X 2X 22X W2V, 22V,

icin

ise bu takdirde her konveks ve artan f fonksiyonu igin,
k k
Zf X, SZf Y., k=12,..,n
i=1 i=1

dir. Ozel olarak f x =x” igin k=1,2,....n olmak iizere,

k k

2 2
> <Dy,
i=1 i=1
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dir (Horn and Johnson 1991).
Teorem 5.11. A ve B pozitif yar1 tanimli matrisler olsun. Bu takdirde m bir pozitif
tamsay1 olmak tizere,
0<iz A"B" < iz A™"iz B™" "
dir.
Ispat: A matrisi pozitif yar1 tanimli oldugundan kosegenlestirilebilirdir. O halde

A =P" AP olacak sekilde bir P ortogonal matrisi ve bir A kdsegen matrisi vardir.

A’nin  ozdegerleri A, A4,,.,A4 ise A=kos A, A,.,A dir. d.d,,..d ve
1y, i, ardistk olarak P’ BP "in kosegen elemanlarini ve 6zdegerlerini
belirtsin. Bu takdirde,
iz A"B" =iz PN"P'B” =iz A" P'TBP " = A"d +A'd,+..+A"d,
dir. Cauchy-Schwarz esitsizligi, herhangi a ve b reel sayilart igin
(Zn:aibi jz < (zn:afj(zn: bf] oldugunu ifade eder. Cauchy-Schwarz esitsizliginden
-1 -1 -1
[iz 478" | = Ard,+ d,+..+ 20,
<A+ A dlvd . +d
=Y AYd PEP
i1 =
yazabiliriz. Teorem 5.10 ve Teorem 3.9.6’dan
[iz 47" [<3 2" ayd> PaP”
=1 i1

i=1 i=1

=Zn:ﬂi2'” A Zn:,uf'” B =Zn:/1i A" Zn:,ul. B>
i=1 i=1 i=1

i=1

. 2 . 2
=iz A" iz B™

elde edilir.
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A
Teorem 5.12. A, B ve C n-kare matrisler olmak tizere [B* Cj pozitif yart tanimli

blok matris olsun. Bu takdirde,
21'2[ BB’ m}Siz A" O
dir.
. A 0 0 B . ) o\
Ispat: M = veK =| olsun. Biliyoruz ki, X, pozitif yart tanimli
0 C B" 0
matris ve ¥ herhangi bir matris olmak tizere ¥ XY matrisi de pozitif yan tammlidir.

I 0

Buna gore U = (O J bir Uiniter matris olmak tizere

I 0\ A BYI 0 A -B
) = . >0 (34)
0O -I\B" CNO -1 -B° C
A4 B L A4 -B o :
dir. O halde . matrisi ile . matrisi Uniter olarak benzerdir.
B C -B" C

Boylece (34) esitliginden,

40K M 2

oldugundan, Lowner kismi siralamasina gore,

4 0 . 0 B 35
(o cJls o) 5

yazabiliriz. K ve M matrislerinin kuvvetleri ise.

0 B BB"" 0 0 BB* "B
— ise K2m — N ve K2m+1 _
0 B'B B* BB’ 0

*

A O A2m O A2m+l O
seklindedir. M = ise M*" = ve M = olur.
O C O C2m O C2m+1

M =z K ise Weyl’in monotonluk prensibinden 4 (M) > 4 (K) yazilabilir. Boylece,
A K <A M

elde edilir. Yani,
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Zn:)bl. K" si;ﬂi M

i1 =1
BB"" 0 £ 0
iz <iz
0 BB ( 0 C sz
olur. O halde
l'z[ BB "+ B'B m:|SiZ Ay O
dir.  Herhangi X veY  matrisleri i¢in  iz(XY)=1iz(YX)  oldugundan
iz BB" " =iz B'B " vyazabiliriz. Boylece,
2iz B'B " <iz 4™ +C™
elde edilir. Ayrica Teorem 5.3’den
2|izB*"|<2iz B"B™ <2iz B'B " <iz A" +C"

olur.

Teorem 5.13. A ve B herhangi pxg tipinde matrisler ve m bir pozitif tamsay1

olmak tuzere,
21'2[ AA BB’ m:|SiZ|: 44"+ BB 2’”}

dir.

Ispat: 4 ve B herhangi pxgq tipinde matrisler olmak tizere,

AA AB
>0
B’A BB

A B , . o, )
dir. C >0 ise 212[ BB :|SZZ|:A "+C '”] oldugundan,
2iz A'BB'A SiZ|: 447+ BB 2’”}
yazabiliriz. Ayrica herhangi X ve I matrisleri i¢in iz(XY) =iz(YX) oldugundan,
21'2[ AA'BB' m:|SiZ|: 447+ B'B 2’”}

elde edilir.
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Teorem S5.14. a,(i=1,..,n,j=1,..,m)’ler negatif olmayan reel sayilar ve

/oy +...+1/c,, =1 olmak uizere «,,...,,, ler pozitif sayilar olsun. Bu takdirde,

n n Yoy n

o O
E a,..a,, S[ E a, J [ E a, j
i=1 i=1 i=1

Va,

dir (Mirinovic 1970).
Teorem 5.15. A ve B herhangi pxg tipinde matrisler ve m bir pozitif tamsay1

olmak tuzere,

2

l'z[ ar " BB '”} <iz A4* iz BB "
dir. Ozel olarak A ve B Hermityen matrisler ise,
2
iz A”"B*"  <izA™izB*"

dir.
ispat:

l'z[ 44" " BB M}SZA[ 44" " BB m}szn:si[ 44" " BB '”]
i=1 i=l
szn:sl.[ A4° '”}si[ BB’ '”}:ZA[ A4° '”}A[ BB’ '”}
i=1 i=1
SNTa aa 1[4 BB ' =38" 4 57 B
;[1 "4 B8 | 2" A
olup Teorem 5.14’den

n n n 1/2
ZSZ.Z’” A s B S{Zsf’” A Zsf’” B}
i=1 i=1

i=1

yazilabilir ve
st A =} AA® ves’ B =1, BB
oldugundan
m m & 2m 2m 2 om om V2
l'z[ 44" BB }s{z[/@. A4 | Z[&- BB’ }} = iz 44" iz BB’
i=1 i=1
elde edilir.

Ozel olarak 4,B >0 segilirse,
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2
iz A”"B™™  <izA™izB*"
elde edilir.

Sonug 5.16. A ve B herhangi matrisler olmak tzere,

2m

. 2m . 2m 112 . 2m . 2m 12 . . 2m
2 iZ|: AA BB } <2iz AA" iz BB Siz[ AA”  + BB }

olur.

Sonug¢ 5.17. A ve B herhangi matrisler olmak tzere,

2 2
21'2[ AAB'B }gziz[ 44" BB JSZZ'Z 44" iz B'B é[iz A4 } [iz B'B }
olur.

Sonug 5.18. 4 ve B herhangi matrisler olmak tzere,

2 2

iz A"A 2m+l'z BB " < iz A4 " + iz B'B "

olur.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada pozitif yann tanimli blok matrislerin singtler degerleri igin
esitsizlikler ve pozitif tamimli herhangi matrisler ve pozitif yant tanimli blok
matrislerin izleri i¢in esitsizlikler elde edilmigtir.

Pozitif yar1 tanimli herhangi matrisler ve pozitif yart tanimli blok matrislerin

normlari igin yeni sinirlar aragtirilabilir.
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