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Bu ¢alismada; ilk olarak aritmetik liggenler tanitild1 ve aritmetik iiggenlerden
Pythagorean ii¢genlerinin nasil elde edilecegi verildi. Sonra bir tiggenin kenarlarinin
nasil aritmetik dizi oldugu ve hangi durumda harmonik ve geometrik dizi olacagi
arastirildl.  Kenarlar1 tamsayr olan {iggenler ile x°+3y?=z" Diophantine
denkleminin ¢oziimleri arasindaki iliski arastirildi. Bu ¢6zlimlerden, kenarlari
tamsay1r olan {iggenlerin iiretilebilecegi gosterildi. Son olarak genel aritmetik

ticgenler ile Bhaskara Denkleminin ¢6ziimleri arasindaki iligkiler ortaya kondu.

Anahtar Kelimeler: Heron Uggeni, Aritmetik Uggen, Pythagorean Ucgeni, Pell
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By this study, firstly, we described the basic knowledge of aritmetic triangles
and we gave information about how Pythagorean triangles are gained from arithmetic
triangles. Then how to be a triangle sides an aritmetic progression and the case of
triangle sides in geometric and harmonic progression are searched. And then the
relations between triangles with integer sides and solution of diophantine equation
x* +3y* =z has been described. Utilization of these studies, how to triangles with
integer sides being derived has been proved. Lastly the relations between general

arithmetic triangles and the solution of Bhaskara Equation has been presented.
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ONSOZ

Matematigin gelismesinin biliyiileyici yonlerinden birisi de, geometri ile
sayilar teorisi arasindaki karsilikli etkilenmedir. Uggenlerin geometride dnemli bir
yer teskil ettigi herkesce bilinir. Heron {iggenlerinin 6zel bir durumu olan aritmetik
tiggenler iizerinde yapilan ¢aligmalar ise sayilar teorisi ile geometri arasinda giizel bir
iliski ortaya ¢ikarmistir.

Pythagorean, Heron, Brahmagupta, Bhaskara, Hoppe, Aubry ve Rath gibi
birgok {inlii matematik¢i sayilar teorisinin cazibesine kapilmislar ve Diophantine
denklemlerinin ¢6ziimlerine bagli olarak, bu o6zel liggenlerin iiretilmesi {lizerinde
birgok arastirmalar yapmislardir.

Sayilar teorisinde Pell denklemleri ve genel Pell denklemleri olan Bhaskara
denklemlerinin tam say1 ¢oziimleri iizerinde bircok ¢alisma mevcuttur. Ornegin,
yedinci ylizyilda Brahmagupta, on ikinci yiizyilda Bhaskara, on dokuzuncu yiizyilda
Hoppe, Pell ve Bhaskara denklemlerinin ¢oziimleri ile aritmetik tiggenler arasindaki
iligkileri ortaya ¢ikarmislardir. Giiniimiizde ise Beauregard, Suryanarayan, basta
olmak iizere; Sastry, Fasler gibi bircok matematik¢inin Diophantine denklemlerinin
cOzlimleri ile geometri arasindaki iliskiler lizerindeki caligmalar1 halen devam
etmektedir.

Bu caligma; Konstantine Zelator’'un “Triangle Angles and Sides in
Progression and the Diophantine Equation x* +3y” =z*” baslikli ¢alismas1 iizerine

kuruldu. Burada kenarlar1 aritmetik dizi, geometrik dizi ve harmonik dizi olan

ticgenlerin bulunup bulunmadig: arastirildi. Kenarlar1 tamsayr olan {i¢genler ile
x* +3y? =z° Diophantine denkleminin ¢oziimleri arasindaki iliski verildi. Bu

cozlimlerden, kenarlar1 tamsay1 olan tiggenlerin {iretilebilecegi gosterildi. Son olarak
genel aritmetik iiggenler ile Bhaskara Denkleminin ¢oziimleri arasindaki iliskiler
ortaya konuldu.

“Acilart ve kenarlar aritmetik, geometrik ve harmonik dizi olusturan
ticgenler ile Xx*+3y’ =z> Diophantine denklemi arasindaki iliski iizerine bir
aragtirma” adli tez konusunun tespitinde ve tezin hazirlanmasi sirasinda yardimlarini
esirgemeyen danisman hocam Yrd. Dog. Dr. Ahmet CIHANGIR’ e tesekkiirlerimi
sunarim. Ayrica bana her zaman destek olan esime tesekkiirii bir borg bilirim.
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1.GIRIS

Geometride iiggenler 6zel 6neme haizdir. Uggenlerden de dik iiggenler daha

ayricaliklidir. Dik ii¢ggenlerin, B pozitif bir reel say1 olmak {izere kenar uzunluklari

a :%, p ve 7:£ seklindeki 6zel hali iyi bilinir. Tim bu ii¢genler, agilar

N

A=30", B=60°, C=90" olan benzer iliggenlerin bir sinifint olustururlar. Burada

tiggenin A, B, C agilar1 arasindaki fark; ¢ = 30° olacak sekilde bir aritmetik dizi
olusturduklart agiktir. Diger ¢ok bilinen bir benzer tiggen sinifi ise & pozitif bir reel
say1 olmak tizere, kenarlar1 o = 36, f = 40, y = 50 bi¢iminde verilen tiggenlerin
siifidir. Bunlarin hepsi dik iiggen olmakla birlikte, onlarin géze ¢arpan diger bir
ozelligi de; a, B, y kenar uzunluklarinin (sirasiyla), d = ¢ farki olacak sekilde
aritmetik bir dizi olusturmasidir.

Simdi de bu c¢alismanin yapisindan bahsedelim. Bolim 1 de, konumuza
iliskin ¢alismalarin bir kisminin 6zetleri ile gerekli tanim ve teoremler verildi. Boliim
2 de, kenarlar1 aritmetik dizi olan Heron {iggenlerden yola cikip x* +3y? = z°
Diophantine denklemine ulagildi. Ayrica bilinen 6rnekler disindaki diger aritmetik
dizilerden de bahsedildi. En son Heron {iggenini iki dik iiggene ayirdigimizda olusan
tiggenlerin de Heron iiggeni oldugu goriildii. Bolim 3 te, kenarlari ve agilari
aritmetik dizi olan ti¢genlere iligkin birka¢ sonug ortaya koyuldu. Agilar1 aritmetik
dizi olan iiggenler incelendi; bunu yaparken de, x°+3y’=1z> Diophantine
denkleminin pozitif tam sayilardaki parametrik ¢oziimlerinin belirli bir alt kiimesi
kullanildi. Bolim 4 te, genel aritmetik tiggenler ve Bhaskara denkleminin

genellestirilmis aritmetik tiggenler ile arasindaki iliskisi ortaya konularak ¢alismamiz
bitirildi.
1.1. Kaynak Arastirmasi

Bu kesimde konumuza iligskin, ge¢misten giinlimiize yapilmig olan
calismalarin bir kisminin 6zetleri verilmistir.

Matematigin gelismesinin biiyiileyici yonlerinden birisi de geometri ile

sayilar teorisi arasindaki karsilikli etkilenmedir. Bunun goriildiigii durumlardan birisi



aritmetik tiggenlerdir. Bu tiggenlerde; alan tamsayidir ve kenarlari da x — d, X, x +d
bi¢imindeki tamsayilardir. En kiigiik 6rnek (3, 4, 5) tiggenidir (Aritmetik ve dik tek
primitif tiggen). Heron’a atfedilen ikinci 6rnek, (13, 14, 15) tiggenidir ki alan1 84
diir.

Sierpinski (1962), bu eserinde tamsay1 kenarli tiggenlerin 6zel cesidi olan
Pythagorean iiggenlerini alan, kenar, ¢evre v.b. yoOniiyle incelemistir. Ayrica bu;
Pythagorean tiggenleri ile ilgili olarak miistakil yazilmus ilk eserdir.

Mordell (1969), bu eserinde Diophantine denklemlerinden bahsetmistir. Bu
calisma Diophantine denklemleri iizerine yazilmis en kapsamli ve temel eserlerden
biridir. Bu eserde bir sayinin karesi ile baska bir saymin karesinin ii¢ katinin
toplamimin bir kareye esit olmasi durumu da dahil olmak {izere Diophantine
denklemleri ve ¢oziimlerine iliskin ayrintili bilgiler verilmistir.

Gilder (1982), bir agis1 60° olan tam say1 kenarli {iggenlerin kenarlarmm iki

parametreye bagli olarak tiretilmesini gosteren formiiller verilmistir.

Sierpinski (1988), eserinde, Diophantine denklemlerinin analizini ele almus;
gerek Pythagorean iiggenleri, gerekse diger tiir diophantine denklemleri genis bir

sekilde incelemistir.

Dunham (1990), eserinde ii¢genlerin alanlari i¢in Heron alan formiiliini

kullanmis ve matematigin tinlii teoremleri {izerinde durmustur.

Dickson (1971), bu eserde; eserin basim yilina kadar olan sayilar teorisi ile
ilgili gelismeler, agik problemler ve calismalar1 6zetlemistir. Ayrica Pythagorean
ticgenleri ile rasyonel dik tiggenler igin genel bilgilere ve Diophantine denklemlerine

de yer vermistir.

Rosen (1993), eserinde Pythagorean ii¢genleri iizerinde durmustur. Bu
caligmadaki bir teoremde, verilen bir denklemin n. kokiiniin bir tamsay1 ya da farkli
olarak bir irrasyonel say1 olabileceginden bahsetmistir. Ayrica aritmetik ve

geometrik dizi lizerinde durmustur.

Guy (1994), bu eserde sayilar teorisinin, ge¢misten eserin basildigi 1994
yilina kadar ¢6ziilememis problemler ile bu problemlerle ilgili yayinlar1 ve 6zetlerini
vermistir. Bu literatiiriin Diophantine Equations isimli béliimiinde Heron tiggenleri

ile ilgili ¢6ziilememis problemlere yer vermistir.



2 2

Beauregard ve Suryanarayan (1997), tiim aritmetik iiggenlerin x*> —3y® =z
Diophantine denkleminin ¢6ziimlerinden nasil iiretildigini gosterdiler. Brahmagupta

ilk olarak yedinci yiizyilda, tamsayi alanli ve ardisik kenarli tiggenler ile
x* — Dy? =1 Pell denklemini ¢alismis ve ikisini iliskilendirmistir. On ikinci yiizyilda
Bhaskara, Pell denkleminin tam ¢oziimiinii vermistir. X°> —Dy? =e Bhaskara
denkleminin tarihte birgok 6nemli uygulamasi mevcuttur (Nagell, 1951; Adler,1995).
Ikinci yiizyilin baslarinda (e = 1 ile), JD nin yaklagik degerini bulma problemi ile

ilgilenildigi goriilmektedir. JD nin siirekli kesir agilimiyla iligkisi, ilk olarak 1768
de Lagrange tarafindan ortaya konulmustur. Bhaskara denkleminin diger
uygulamalari; D = 2, e = 1 alinmasiyla Pell dizisinin {iretilmesi, D = 3 oldugunda
aritmetik tiggenler elde edilmistir. Simdiye kadar, D > 3 oldugu duruma iliskin
Bhaskara denkleminin higbir geometrik uygulamasi bulunamamistir. On dokuzuncu
yizyilda R.Huppe, aritmetik {iggenler ile D=3 i¢in Bhaskara denklemini
iligkilendirmistir.

Buchholz ve MacDougall (1999), kenarlar1 geometrik ve aritmetik dizi
biciminde olan rasyonel alanli {iggenler ve kirisler dortgenleri iizerinde ¢alismistir.
Kenarlar aritmetik olan {iggenlerin sonsuz bir ailesi i¢in tam bir karakterizasyon
verilmistir ve ayrica geometrik diziden olusan kenarlara sahip higbir ti¢genin

olamayacag1 gosterilmistir. Bu eserde, bu tiir Heron {iggenlerini bulmak i¢in
x* —3y® = z* Diophantine denklemi kullanilmistir. Ayrica, kenarlar aritmetik veya

geometrik diziden alian bir kirigler dortgeninin bulunamayacag1 gosterilmistir. Her

iki tiir dortgenin varliginin arastirilmasinda da eliptik egriler kullanilmigtir.

MacDougall (2003), burada ti¢genin kenar uzunluklarini igeren sayilar
arasindaki ilging iliskileri incelemis ve bu tiir ti¢ggenleri Grneklendirmistir. Bu
calismada amag; bu iliskilerin neden incelendigini agiklamak ve bu duruma cevap
veren uygun her {iggenin (sonsuz sayida ailesi olan) nasil bulundugunu gostermektir.
Ayrica farkli metotlar kullanarak, aritmetik dizi uzunluguna sahip Heron
ticgenlerinin ¢ok sayidaki genel problemini de tartigsmaktir.

Sastry (2000), bu ¢alismada Pythagorean {iggenlerinden faydalanarak Heron
ticgenlerinden bahsetmistir. Ayrica, Heron dortgenlerinin yeni bir ailesi, Heron

acilar1 yoluyla tanimlanmaya c¢alismistir.



Zelator (2005), dik tiggende Pythagorean teoremi iizerinde durmustur. Ayrica
x* +y% +z° =t* Diophantine denklemlerinin pozitif tam say1 ¢dziimlerinden yola

cikarak x* +3y? = z? Diophantine denklemi igin genel ¢dziimlerden bahsetmistir.

Zelator (2006), herkesge bilinen Pythagorean teoreminden yola ¢ikarak
x® +ky? = z* Diophantine denklemlerinin genel ¢dziimlerine ulasmis ve tam say1

kenarli tiggenler lizerinde durmustur. Sayilar teorisinin belli bagh konularini farkli
durumlar halinde listeleyerek agiklama yapmustir. Ayrica tam say1 kenarli ve agili
ticgenlerin genel ¢oziimleri {izerinde de durup arastirma konumuza genis yer

vermistir.

Zelator (2008), aritmetik dizi, geometrik dizi ve harmonik dizi tanimlarini
vermis, Kenar ve agilar1 bu dizilere uyan tiggenleri incelemistir. Calismanin ilerleyen
bolimlerinde Kosiniis Teoremi ve iiggen esitsizliginden faydalanarak Pythagorean

tiggenleri ile baglanti kurmus ve bazi 6zel tiggenler tanimlamustir. Ayrica pozitif tam
sayllarda x*>+3y°=z° Diophantine denklemlerinin ¢oziimlerine yer vererek

bunlarin ¢oziimlerinden aritmetik tiggenleri tiretmistir.
1.2 On Bilgiler

Bu kisimda daha sonraki boliimlerde kullanilacak tanim ve teoremler
verilmistir.

Tamim 1.2.1 a, b tam sayilar olmak iizere a = b.c olacak sekilde bir ¢ tam sayisi

varsa b, a y1 béler denir ve bla bigiminde gosterilir (Senay, 2007).

Tamim 1.2.2 Pozitif bir p tamsayisina, eger;

i)p>1,

il) p kendisinden ve 1 den bagka bir bolene sahip degilse;
asaldwr denir (Senay, 2007).

Tamim 1.2.3 Eger p asal say1 iken, p +2 de asalsa bu iki asala ikiz asal (Twin Prime)
denir (Senay, 2007).

Tanim 1.2.4 a,b € Z olsun.

i) d|a ve d|bised yeaile b nin bir ortak béleni denir.



i) d, a ile b nin bir ortak boleni olsun. Eger a ile b nin her ¢ ortak béleni

icin C|d ise, d ortak bolenine, a ile b nin en biiyiik ortak boleni denir ve ebob (a, b)
veya (a, b) ile gosterilir (Senay, 2007).

Tamm 1.2.5 Sabit ve sifirdan farkli bir m tamsayisi, a ve b gibi herhangi iki

tamsayisinin @ — b farkin1 béliiyorsa (yani m|a—b ise); &, b ye m modiiliine gore

kongriienttir denir ve a=b (mod m) bigimde gosterilir (Senay, 2007).

Tanim 1.2.6 Biitiin kenar uzunluklar1 ve agilar1 esit olan {liggenlere eskenar tiggen

denir (Sahin ve Arkadaslar1,1997).

Tammm 1.2.7 Kenar uzunluklar1 @, b, ¢ tam sayilar1 ve alan1 da tamsay1 olan ABC

ticgenine Heron ii¢geni, (a, b, ) tgliistine de Heron ti¢liisii denir (Sastry, 2000).

Tamim 1.2.8 Bir ABC liggeninde 0 < < 1t olmak iizere 6 agisinin hem siniisii hem

de kosintisii rasyonel say1 ise bu 8 agisina Heron agisi denir (Sastry, 2000).
Teorem 1.2.1 (Heron Formiilii) Kenar uzunluklar a, b, ¢ ve yari ¢evre uzunlugu da

:% (a+ Db +c) olan bir ABC ii¢genin alan1 A(ABC) ile gosterilir ve

A(ABC) = /s(s —a)(s —b)(s —c)
formiilii ile hesaplanir. Bu formiil Yunan matematik¢i Heron tarafindan bulundugu

icin Heron alan formiilii olarak bilinir (Dickson, 1971).

Tamim 1.2.9 Fermat’in son teoremi olarak bilinen “n >3 ve n tamsay1 olmak tizere
a" +b" =c" denklemini saglayan higbir (a, b, ¢) tamsay1 {i¢liisii yoktur” bigimindeki
ifadenin n=2 i¢in 6zel hali olan

a’ +b* =c? (1.2)
ifadesine Pythagorean denklemi adi verilir. Pythagorean tiggenleri tizerindeki
caligmalar (1.1) denkleminin tamsay1r c¢Oziimlerinin bulunmasma esdegerdir.
a’ +b® =c® denklemini saglayan a ve b kenarli, ¢ hipoteniisli dik iiggene
Pythagorean ii¢cgeni denir. a® +b® =c® denklemini saglayan a, b ve ¢ dogal

sayilarinin olusturdugu (a, b, ¢) tgliistine Pythagorean ii¢/iisii denir.



Eger bu liggenin a, b dik kenarlar1 a>b>0,a+b=1(mod2) ve a ile b

aralarinda asal olma sartlarin1 sagliyorsa, iiggene Primitif Pythagorean Ucgeni,
(a, b, ¢) iicliisiine Primitif Pythagorean Ucliisii denir.

Pythagorean {iggeninin biitiin kenarlar1 bir dogal say1 ile ¢arpilirsa, o zaman
yine kenarlar1 dogal sayr olan benzer bir dik {iggen elde edilir ki bu iiggende
Pythagorean tiggenidir. Bundan dolay1 £=1,2,... olmak iizere verilen bir (a, b, C)
Pythagorean tiggeninden sonsuz ¢oklukta benzer (ka, kb, kc) Pythagorean ti¢geni elde
edilir (Sierpinski, 1988).

Teorem 1.2.2 m ile n aralarinda asal, m>n ve m ile n tamsayilar1 biri tek iken digeri

¢ift olmak tizere, b si ¢ift olan tiim primitif (a, b, ¢) Pythagorean tiggenleri
a=m’-n’b=2mn c=m’+n’

formiillerinden elde edilir ki bu tip (a, b, ¢) primitif Pythagorean {iggeni yalniz bu
yolla bulunur (Sierpinski, 1988).

Teorem 1.2.3 d kare ¢arpan ihtiva etmeyen bir tamsay1 olmak iizere X*+dy* = z°

Diophantine denkleminin biitiin X, y, z tamsay1 ¢oziimleri; aralarinda asal m ile n

tamsayilari igin
x=m’—-dn?, y=2mn, z=m’+dn’
formiillerinden elde edilir (Senay, 2007).

Tamim 1.2.10 Reel sayilardan tamsayilara tanimlanan (|| || R>Z)ve n<x<n+l1

ozelligindeki X reel sayilarin1 ne Z sayisina esleyen fonksiyona tam deger fonksiyonu

denir ve x in tam degeri ||X|| ile gosterilir (Senay, 2007).

Tanm 1.2.11 n>0, a,,a,8a,,...,a, reel sayilar ve a, hari¢ hepsi pozitif olmak

uzere




ifadesine sonlu siirekli kesir denir ve [ao,al,az,...,an] bi¢ciminde gosterilir. Burada

a,,8,,8,,...,a, ler kismi boliimler veya kismi paydalardir. Bu gosterimi n > 0 i¢in

1
(8.8 = +
’ [a,.2,....a,]
seklinde yazabiliriz. Daha genel olarak;
_ 1
[a,.8,,8,,...8,]=8, + 1
& + 1
a, +
a, , +

bigciminde gosterilir. Burada a, sayisinin pozitif ya da negatif bir reel say1 veya sifir
olabilecegine dikkat edilmelidir. Ayrica a,,a,,8,,...,a, lerin hepsi tamsay ise siirekli

kesre sonlu basit kesir denir (Rosen, 1993).
Tanim 1.2.12 Eger a, tamsayist hari¢ a,,a,,...,a, ler pozitif tamsayilar ise, 0 zaman
0<k<n i¢in [ao;ai,az,...,ak] surekli kesrine [ao;ai,ag,...,an] sirekli kesrinin k.

yakinsayan denir ve C, ile gdsterilir. C,=[a,;a,,8,,...,8, ]| dir (Rosen, 1993).

Teorem 1.2.4 a, tamsayis: hari¢, a,,a,,...,a, tamsayilarmin timi pozitif olmak

lzere A= [ao;ai,az,..., an] sonlu basit siirekli kesri verildiginde k >0 igin {pn} ve

{g,} dizileri,
p, =0, p,=1 P = Py + Pys
q, =1, q, =0, O« =0y + Oy

bi¢iminde verilir (Rosen, 1993).
Tamm 1.2.13 a, tamsayis1 harig, hepsi pozitif tamsayilar olan bir a,,a,,a,... tam

say1 dizisi, C, =[a0;a1, az,...,ak] olmak tizere

[a.3,8,,..]= limC,

olan kesirlere sonsuz siirekli kesir denir (Rosen, 1993).



Tanim 1.2.14 [a0 ;a,,a,, ] sonsuz basit stirekli kesrine, yeterince biiyiik r tam sayisi
icin a =a,,, olacak sekilde bir n pozitif tamsayis1 varsa periyodiktir denir.

t >0,m>0 olmak lizere;

[by;by. by, by 80,808,008, 8,8, 850008,

periyodik kesri [bo;bl,bz,...,bm,ao,al,az,...,ar_]} seklinde gosterilir. a,,a,,a,,...,a_,
e bir periyot denir. Burada t ye siirekli kesrin periyot uzunlugu denir (Rosen, 1993).

Teorem 1.25 a=¢a, bir irrasyonel sayr ve a,,a,,a,,... dizisi ardisik olarak

k=0,1,2,... i¢in

a, =||ak||’ak+1 = o —a
k

seklinde tanimlansin. O zaman «, [ao;ai,az,...] sonsuz basit surekli kesrinin
degeridir (Rosen, 1993).
Tamm 1.2.15 X, y, D tamsayilar ve D de bir pozitif tamsayinin karesinden farkli
olmak iizere

x* —Dy? =1 (1.2)
denklemine Pell denklemi denir. (1.2) denklemi D parametresine bagli oldugundan
bu denklem parametreye bagli bir denklem ailesidir. Yine (1.2) denkleminde x ve y
nin her ikisinin de negatif olmadiginin kabul edilmesi genelligi bozmaz. Herhangi bir
D parametresi i¢cin (1.2) denkleminin Xx=21,y =0 1n bir ¢6ziim oldugu kolayca
goriilir ki bu ¢6ziime bilinen (trivial) ¢oziim denir. Ayrica eger D, a gibi bir
tamsaymin karesi (D = a*) ise 0 zaman

1=x*-Dy* = x* —a’y’* = (x—ay)(x +ay)
olmast i¢in gerek ve yeter sart X—ay==1 X+ay==x1 olmasidir. Bu ise
X=+1,y=0 olmasi demektir. Yani D =a* olmas1 durumunda trivial ¢oziim tek
¢ozlim olur. O halde bundan sonra (1.2) denkleminde D yi pozitif ve bir tamsayinin
karesinden farkli olarak kabul edecegiz. Siiphesiz Pell denkleminin (1,0) dan farkli
bir ¢oziimiiniin bulunmasi konunun en zor kismim teskil eder. x°—Dy*=-1

denklemine ise (1.2) denkleminin ilgisi veya negatif Pell denklemi denir (Robbins,
1993).



Teorem 1.2.6 D tam kare olmayan pozitif bir tam say1 ve &, D nin siirekli kesir
Ok

aciliminda K. yakinsayan olsun. t, bu siirekli kesrin periyodunun uzunlugu olmak
tizere, (1.2) denkleminin sonsuz sayidaki biitiin ¢oziimleri,

i) Egertciftisen=0,1,2,...i¢in X, = Pryys Yy = Oy

i) Egerttekisen=0,1,2,...i¢in X, = Pory1s Yy = Oorey
olur (Robbins, 1993).

Teorem 1.2.7 D tam kare olmayan pozitif bir tam say1 ve &, D nin stirekli kesir
Ok

aciliminda k. yakinsayan olsun. t, bu siirekli kesrin periyot uzunlugu olmak iizere,
eger t cift ise, 0 zaman x° — Dy? = —1 negatif Pell denkleminin ¢6ziimii yoktur. Eger
t tek ise 0 zaman x* — Dy® = —1 negatif Pell denkleminin sonsuz say1 ¢oziimii vardir
ve bu ¢oziimler n = 1,3,5, ... i¢in X, = P, 4, Y, =0, bi¢ciminde verilir (Robbins,

1993).

Tammm 1.2.16 D tam kare olmayan pozitif bir sayi, t de JD nin siirekli kesir

aciliminda periyot uzunlugu olarak verilsin. O zaman X, =p,,,Y, =0, , ifadeleri

(1.2) Pell denkleminin minimal ¢éziimii olarak isimlendirilir (Robbins, 1993).

Teorem 1.2.8 Eger D tam kare olmayan pozitif bir tam say1 ve (1.2) Pell

denkleminin bir minimal ¢dzimii X=X ve y =Yy, ise
X, + ¥, VD = (% + y,VD)"
denkleminin biitiin trivial olmayan ¢dziimleri X=X, ve Y=y, bi¢iminde verilir

(Robbins, 1993).

Tammm 1.2.17 D tam kare olmayan pozitif bir tam sayr ve e = 0olmak iizere,
x* —Dy* =e denklemine genellestirilmis Pell denklemi denir. Hintli matematikci

Bhaskara’nin bu denklem iizerindeki caligmalarindan dolayr Bhaskara denklemi
olarak da isimlendirilir (Robbins, 1993).

Tamm 1.2.18 ai, 02 a3 li¢ reel say1r olmak iizere bu dizinin, bir aritmetik dizi

olusturmasi i¢in gerek ve yeter sart 20, = a3 + og; geometrik dizi olusturmasi igin
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gerek ve yeter sart @,” =y, ; harmonik bir dizi olusturmast igin gerek ve yeter sart

ise i , i , i dizisinin bir aritmetik dizi olusturmasidir (Zelator, 2008).
a O, &

Tamim 1.2.19 Eger, elemanlar1 tamsayilardan olusan bir aritmetik diziden bir Heron
ticgeninin kenar uzunluklar1 alintyor ve alam1 da tamsayi oluyorsa bu li¢cgenlere
aritmetik ticgenler denir.

c ve d uygun tamsayilar olmak {izere bir liggenin kenar uzunluklar ¢, c+d,
c+2d ise bu tliggene d - aritmetik ii¢gen denir. Sifirdan farkli bir d tamsayisi uygun
negatif deger de alabileceginden, eger d negatif ise 0 zaman (-d) aritmetik ii¢gen
olarak isimlendirilir.

a, X,d tamsayilar1 i¢in X,aX—d,aX+d kenarli bir {iggenin alam1 da

tamsay1 oluyorsa bu tiggene < tipinde d- aritmetik iicgen denir (Canan,2002).

Teorem 1.2.9 (Siniis Teoremi). Bir ABC {iggeninin kenar uzunluklar a, b, ¢; i¢
acilar1 A, B, C ve ¢evrel ¢emberinin yarigap1 da R ise, 0 zaman
a b ¢ _
SinA SinB  SinC
dir (Ayres, 1954).

Teorem 1.2.10 (Kosiniis Teoremi). Bir ABC ii¢geninin kenar uzunluklar a, b, ¢ ve
i¢ acilar1 da A, B, C ise;
a? =b%+ c? - 2bcCosA, b?=a’+¢?—2acCosB, c?=a’+ b?— 2abCosC

dir (Ayres, 1954).

Tamm 1.2.20 Bir iiggendeki {i¢ i¢ a¢1 ya da tliggenin kose noktalar1 A, B, C gibi
biiyiik harflerle gosterilir. S6zgelimi bir ABC tiggenindeki A agis1 denildiginde, her

zaman o l¢genin A kosesindeki i¢ acgiy1 kast edecegiz ve o anlamda kullanacagiz.

Baska bir deyisle m(BAC) = m(CAB)dir.

Dogru parcalari genel olarak [AB] seklinde gosterilecektir. [AB]; A ve B
noktalar: ile bu noktalar1 birlestiren bir dogru pargasint gosterir. Kenar uzunluklar
ise kiigiik harflerle gosterilecektir. Ornegin, bir ABC ii¢geninin ii¢ kenar uzunlugunu
a, f, v ile gosterirsek;

a =|BC|=|CB|, # =| AC|=|CA|, y =| AB|=| BA|
dir.
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Uggenler igin iyi bilinen durumlar1 sdyle verebiliriz. Bir iiggenin acilarinm
derece cinsinden dlglimleri A, B, C; kenarlarinin uzunluklar1 da a, S, y ise, 0 zaman
(genelligi bozmaksizin)

0°<A<B<C<I80°,A+B+C=180°
ve (bu siralamaya uyacak sekilde), 0 < o < < dir, ayrica liggen esitsizliklerinden

a<ptypp<atyvey<atp
dir (Eger ti¢ reel say1, bu ii¢ liggen esitsizligini saglarsa, o zaman bu reel sayilarin
hepsinin pozitif olmas1 gerektigine dikkat ediniz.).

Bir tiggenin agilarina karsilik gelen A, B, C dizisi (a) ile kenar uzunluklarina
karsilik gelen a, f5, y dizisi de (s) ile gosterilmek {izere bazi durumlari sdyle 6zetleye
biliriz.

(a) dizisi bir aritmetik dizi alindiginda tiggenin, 2B = A+C ve A+B+C= 180°
baglantilarin1 saglamasi i¢in gerek ve yeter sart B = 60° olmasidir. Kosiniis
teoreminden, % = & + »* — ay oldugu ortaya ¢ikar. Hem de, (a) dizisi bir aritmetik
dizi olusturdugunda elde edilen dik tiggen bir Pythagorean tiggeni olamaz. Ciinkii bu
durumda dik tiggenin acgilar1 A= 30°, B = 60°, C = 90° biciminde aritmetik bir dizi

olusturacagindan; bu liggenin f ya bagl a, f, y kenar uzunluklan o =

-, ve
Nk
2P . . o nr
—= olarak elde edilir. Bununla beraber, bu ii¢ reel sayidan en ¢ok ikisi pozitif bir

N

tamsay1 olabileceginden, m pozitif bir tam say1r olmak iizere, S = mx/§ olacaktir.

Cilinkii g pozitif bir tam say1 ise 0 zaman « ile y nin her ikisinin de pozitif irrasyonel

sayilar olacag agiktir (Zelator, 2008).
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2. KENARLARI ARITMETIK DiZi OLAN HERON UCGENLERI

Bu boliimde kenarlar1 aritmetik dizi olan Heron liggenlerinden yola ¢ikarak
x* +3y* = z° Diophantine denklemleri ve arasindaki iliskiler verildi. Ardigik tamsay1
kenarli Heron tli¢ggenlerinin sonsuz sayida oldugu ve bunlarin nasil lretilebilecegi
gosterildi. Ayrica, daha genel olarak herhangi bir aritmetik dizi kenarli Heron
ticgenlerini bulma probleminin tam bir ¢oziimii farkli bir metotla verildi. Kenar
uzunluklart ardisik tamsayilar olan Heron tiggenlerinin varligi gosterildi ve onlarin

listesi verilerek 6zellikleri incelendi (Fleenor, 1987).

2.1. Ardisik Tamsay1 Kenarli Heron Ucgenleri

Bir {iggenin a, b, ¢ kenar uzunluklar1 ve alan1 tamsay1 ise bu tiggene Heron
Uggeni dendigini Tanim 1.2.7 den biliyoruz. Ayrica kenar uzunluklari a, b, ¢ ve

s=(a+b+c)/2 olan bir tiggenin alanin1 Teorem 1.2.1 den

A=\/s(s—a)(s—b)(s—c)

formiilityle hesaplariz. Bu formiil Herondan birkag yiiz yil &nce Archimedes

tarafindan bulunmus ancak Heron formiilii olarak bilinmektedir.
Bir tiggenin kenar uzunluklar1 b—1, b, b+1 olsun. O zaman s=3b/2 olur ve

bunu Heron formiiliinde yerine koyarsak;

A= b«/3(b2 —-4)

4

sonucuna ulasiriz. A nin tamsayr olmasi icin 3(b® —4) ifadesi bir kareye esit
olmalidir. Bunu b nin durumuna goére irdeleyelim. Bu ifadede; eger b tek olsaydi o
zaman 3(b° —4) ifadesi tek olurdu ki bu A min tamsay1 olamayacagimi gosterir.
Bundan dolay b ¢ift olacagindan b = 2z alirsak o zaman alan

A= BT D
olur. Burada alanin tamsayi, yani tiggenin Heron ti¢geni olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart 3 (z° —1) ifadesinin bir tam kare olmasidir. O zaman z*> —1=3y® olmasi
gerektiginden

72 -3y’ =1
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elde edilir. Bu denklem x*—dy?=1 formunda iyi bilinen Diophantine

denklemlerinden biridir. Bu denklemin Pell denklemi olarak isimlendirildigini Tanim
1.2.15 den biliyoruz. Pell denklemlerinin en kii¢iik ¢6ziimlerinin ise siirekli kesirler

yardimiyla bulunabilecegini Teorem 1.2.6 dan biliyoruz (Robbins, 1993). Burada

d=3ve3 icin siirekli kesir agilimini Tanim 1.2.14 e gore verirsek;

1
1

241

1+1

2+i,

[112]=1+

1+

olur. Buradan ﬁ i¢in yakinsak dizi
25719 26 71 97 265

olarak elde edilir. Yukaridaki dizide bastan baslayip, birer atlayarak (2, 1), (7, 4),
(26, 15), (97, 56), ... ikililerini buluruz ki bunlarin her biri denklemimizin
¢oziimlerine karsilik gelir. Bunlar da b nin degerlerini verir. Bu sekilde elde edilen
bazi tiggen ornekleri Tablo 2.1 de verilmistir.

Bu yakinsak diziler arasindaki ¢dziimlerin sonsuz sayida oldugunu nasil

bilebiliriz? Tk bulunan ¢oziimden hareketle biitiin ¢dziimleri iireten kolay bir yol var.
Bunun i¢in z* —dy® =1 Pell denkleminin en kiigiik ¢dziimiiniin (Z,,y,) oldugunu
var sayalim. O zaman biitiin pozitif ¢oziimler

2, +Ypd = (2, +y,Nd )"
olmak tizere (z,,y,) formundadir (Robbins, 1993).

Ote yandan d nin birgok kiigiik degeri icin en kii¢iik ¢oziim kolayca
bulunabildiginden Jd nin yakinsamalarini hesaplamamiz gereksizdir. d = 3 olmasi
durumunda x* —3y* =1 Pell denkleminin en kiigiik ¢oziimiin (2, 1) oldugu kolayca
bulunur. O zaman denklemi saglayan biitin z degerleri, (2++/3)" irrasyonel

ifadesinin rasyonel bilesenleri olarak bulunur. Hesaplamalar sonucunda z igin 2, 7,
26, 97, 362, 1351... c¢oziimleri elde edilir. Bu z lerden elde edilen b=2z kenarh

ticgenlerin kiigiik bir listesi Tablo 2.1 ile verilmistir.



Tablo 2.1. Kenarlar1 Aritmetik Dizi Olan Ucgenler

n a b c Alan

1 3 4 5 6

2 13 14 15 84

3 51 52 53 1170

4 193 194 195 16296

5 723 724 725 226974

6 2701 2702 2703 3161340

7 10083 10084 10085 44031786

8 37633 37634 37635 613283664

9 140451 140452 140453 8541939510

10 524173 524174 524175 118973869476

11| 1956243 1956244 1956245 1657092233154
12| 7300801 7300802 7300803 23080317394680
13| 27246963 | 27246964 | 27246965 321467351292366
14| 101687053 | 101687054 | 101687055 | 4477462600698440
15| 379501251 | 379501252 | 379501253 | 62363009058485800
161416317953 | 1416317954 | 1416317955 | 868604664218103000

14

Bu degerleri ve devamim iiretecek bir formiil bulabilir miyiz? Bunun igin
2+ J3 )" irrasyonelini Binom teoremiyle agarsak
nn k
+3) =Y |23
koK
sonucuna ulasiriz. k nin ¢ift kuvvetlerine karsilik gelen terimlerin rasyonel
kisimlarindan,
n/2 n
7 = 3k 2n—2k
elde edilir ki b=2z,, Heron liggeninin kenarma karsilik gelir. Bu sonug, ardigik

tamsay1 kenarli Heron li¢genlerin sonsuz bir ailesinin bulundugunu gosterir ki
bunlarin ¢ok az bir kism1 Tablo 2.1 de verilmistir.

Fleenor (1987), Tablo 2.1 de verilen ardigik iiggenlere karsilik gelen

kenarlarin oranlarinin limit olarak 2++/3 e yaklastigin1 gostermistir. Bu ifadeden z,

icin farkli bir gosterim de elde edebiliriz. (2+«/§)" in Binom agilimindaki ¢ift

terimlerinden z,,
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, _(2+N3)+(2-V3)
" 2

biciminde de ifade edilebilir. (2—+/3 )" =(0,267...)" ifadesinin n sonsuza gittiginde

limit degerinin de 0 a yaklastigin1 dikkate alirsak;

o

2

olur. O zaman z,,/z, oraninin yaklasik 2+ J3 olacag1 aciktir.

n+1
2.2 Diger Aritmetik Dizilere Genislemeler

Kesim 2.1 de b — 1, b, b+1 aritmetik dizisinin bir Heron {iggenin kenar
uzunluklar1 oldugunu gosterdik ve diger aritmetik dizi formunda kenarli Heron
Uggenlerinin bulunup bulunmadigim1 sorduk. Yukarida tanimlanan {iggenlerden
herhangi birisinin biitiin kenarlarini1 bir k tam sayisi ile garparsak, 0 zaman onlar da
aritmetik dizi formunda olur ve alam da k? ile ¢arpilmis hali olacagindan alan da bir
tamsayidir. (15, 20, 25) veya (26, 28, 30) iiggenlerini bunlara 6rnek olarak
verebiliriz. Ancak bu yolla elde edilemeyen aritmetik tiggenler var midir?

Once, X tamsayist 1< X <b sartin1 saglamak iizere, kenarlar b — x, b, b+x

olarak alalim. O zaman s =3b/2 yar1 ¢evre ve Heron formiiliinden alan da

e by/3(b” — 4x°)

4
bulunur. Daha 6nce agiklandigi tizere b ¢ift olmak zorunda oldugundan b=2z alirsak,

0 zaman alani sadelestirdigimizde,
olur. Tekrar bu {iggenin Heron olmas: igin gerek ve yeter sart 3(z° —x*) ifadesinin
bir tam kare olmasidir. Burada z* — x* = 3y® dersek 0 zaman denklem
x> +3y? =277
bi¢iminde 2.dereceden homojen Diophantine denklemine donisiir. Boyle

denklemlerin ¢oziilebilir oldugunu, bu ¢oéziimlerin Teorem 1.2.3 ile verildigini

belirtelim. Coziimlerin her zaman iki degiskenli parametrik denklemlerin bir kiimesi
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olarak verildigi agiktir. Yukaridaki denklemlerin biitiin ¢oziimleri, A ile x tamsay1
ve g=(A% -3«%, 21k, A% +3k*) olmak iizere;

A =3k | 2K A% +3k?
X="————, y= Z=

g g g
bi¢ciminde verilir. Denklem homojen oldugu i¢in, primitif ¢éziimlerin herhangi bir
kati da bir ¢ozim ve A ile x da aralarinda asal tamsayilar olurlar. Primitif
¢oziimlerin A ile x nin farkli degerleri i¢in olusan ti¢genlere karsilik geldigini
sOyleyebiliriz ki bunlar Tablo 2.2 ile verilmistir.
Tablo 2.2. Kenarlari Aritmetik Olan Uggenin Artan b Degerleri

Al k| X a b o A x| X a b c

1 1 1 3 4 5 7 (3]11| 65 | 76 | 87
2 |1 1 13 | 14 | 15 ] 4 |3 |11 | 75 | 86 | 97
1 12|11 15|26 | 371|447 | 51 | 98 | 145
1 (3|13 |15 |28 |41 ]|6 |7 37| 85 |122 159
3|5 (11|17 |28 | 39| 7 |5]|13| 111|124 | 137
3|14 |13 25|38 |51 )|11]1|59| 65 |124 183
317123129 |52 |73 [8|61| 73 |134]|195
513 1 | 51|52 |53]|5|4]|23|123| 146|169
2 131233962 |8 |1 |7|73| 7 |148]221
512 |13 |61 | 74 | 8 |11 |3 |47 | 101|148 | 195
15|37 39|76 | 11311 |3 |47 | 123|170 | 217
11| 6 | 109 | 157 | 266 | 375 10 | 3 | 97 | 109 | 206 | 303
8 | 9| 37 | 145|182 | 219110 | 9 | 73 | 181 | 254 | 327
11112 | 73 | 265338 |411| 2 |5 |71 | 87 | 158 | 229

Tablodaki degerler yukaridaki formiillerden elde edilmistir. Tabi ki x = 1
alirsak Kesim 2.1 deki kenarlart b - 1, b, b+1 olan iiggene doniisiir. Ayrica X
degerlerinin hepsi 12 modiiliine gére 1 ya da -1 e kongriient olduguna dikkat

¢ekilmelidir.
2.3 Bir Heron Ucgeninden iki Dik Heron Ucgeni Olusturulmasi

Kesim 2.1 de verilen Tablo 2.1 deki herhangi bir tiggeni dikkate alalim. Bu
licgenin kenar uzunlugu ¢ift olana, kars1 koseden bir dik indirelim (Ug¢ kenarinin
ortasindaki kenara). Eger ticgen dar acili ise onu iki dik tiggene ayirir. Fleenor, bu
sekilde elde edilen dik tiggenlerin her birinin Heron oldugunu ve onlarin taban kenar

uzunluklariin farkinin 4 oldugunu gostermistir (Fleenor, 1987). Bu gercek kesim 2.1
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de incelenen tiggenlerin hepsinde ortaya ¢ikmistir ve bunu gormek ¢ok zor degildir.
Eger kenarlar ardigik tamsayilar ise, yiiksekligi h olarak aldigimizda, bu yiikseklik b
tabanini U ve v uzunluklarina ayirdigini Sekil 2.1 de goriiriiz. O zaman Pythagorean
teoreminde b = 2z kullanirsak;

h*> +u® =4z -4z+1

h? +v? =42 +4z+1
buluruz. Bu ifadelerin ikincisinden birincisini ¢ikarirsak,

(v—u)(v+u) =8z
elde ederiz. Burada v+u =2z oldugundan v—u =4 sonucuna ulasiriz. O zaman

tiggenin h yiiksekligi

h={(2z-1) - (z-2)°
=322 -3

A

z

olup bu ifade bir tam sayidir. Boylece her ikisi de Heron olup, bu tiggenlerin taban

uzunluklar1 z — 2 ve z+2 dir. Dolayistyla onlarin farki 4 tiir.

Y -
-

Sekil 2.1. Bir Heron Uggeninin Iki Dik Uc¢gene Ayrilmasi

Kesim 2.2 deki tiggenler igin yukaridakine benzer bir hesaplama ile

yiikseklik, taban1 z — 2X ve z +2x uzunluklu pargalara ayirir. O zaman yiikseklik

onceden oldugu gibi +/3z° —3x* ifadesine doniisiir ki bu durumda da ? ifadesi

tamsay1 haline gelir. Boylece kenarlar1 b — x, b, b + x aritmetik dizisinden olusan her
bir Heron tiggeni, tabanlar1 farki 4x olan iki dik Heron tiggenine doniisiir. Benzer bir
hesaplamayla diger kenarlardan (¢ift olmayan) herhangi birisinin yiiksekliginden, iKi

Heron ii¢geninin {iretilemeyecegi gosterilebilir. Gergekten herhangi bir Heron
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ticgeninin en az bir kenarinin ¢ift oldugunu ve birbirine dayanan iki dik {liggene
ayrilabilecegini gosterebiliriz.

Kesim 2.1 ve 2.2 de ¢alisilan tiggenler dar acili olmayabilirdi Ki bu durumda
yiikseklik ¢ift kenarli tabaninin disina diiser. Bu durumda (gergekte b < 4x oldugu
zaman) yukaridakine benzer hesaplamayla bir Heron tiggeni, farkli iki dik Heron
ticgeninin farki oldugu gozlemlenebilir. Bu durum daha ayrintili olarak 4. boliimde

incelenmistir.
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3. UCGENDE ACILARIN VE KENARLARIN DiZi OLUSTURMASI

Bu boliimde bir iiggenin agilarinin ya da kenarinin dizi olusturmasi igin
trigonometrik durumlarinin ne olmasi gerektigini verecegiz. Daha sonra ii¢genin

geometrik dizili iiggen olup olmadigimi konusuna deginecegiz. Bir liggende (a) nin

dizi olabilmesi i¢in B acisinin 60° olmasi gerektigini ve p = 2% i oranmm (2, 3]

araligma diistiigiinii  gosterecegiz. Ozel olarak; p =1+3 icin bu ticgen,
A=30° B=60°, C=90° agili iiggenlere doniisiir. Ote yandan, p = 3 icin iicgen

eskenardir.

Teorem 3.1. Uggeninin kenar uzunluklar1 a, B, y, yari gevresi t ve liggenin i¢ teget

~B)z-7y)

T

¢emberinin yarigap1 r ise; r = \/ (c=a)(r olarak verilir.

Ispat. Bir iiggenin gevresini 27 ile yani 2r = a + f + y ile gdsterirsek; yar1 cevre
T=(a+f+ )2 olur.

|AH|=|AE[=x r=|IE|
IBH|=|BD|=y r=|IH|
IDC|=|CE|=z r=[ID|

\

£~ ="
B D

Sekil 3.1. Ucgenin I¢ Teget Cemberinin Merkezi

Sekil 3.1. den,
x +2z+2y =2t; x+ty+tz=gx ty=yytz=avex+tz=,

olur. Buradan

r=y.tan (Ej — 7.tan (9) v tan (éj
2 2 2

A B C
r=(r—-a)tan (Ej =(r — p)tan [Ej =(r—y)tan [Ej (3.2)

elde edilir.

Iki aginin toplaminin tanjantinin;
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tan g, +tan 6,
1-tang,.tan 6,

tan(6, + 6,) =
oldugunu biliyoruz. Buradan;
tan é + tan E

tan(24+ By 2 2 (3.2)
2 1-tan—.tan—
25

ve

1

tan((;)

A B C C
tan = (= +—) =tan(90° — =) = cot(=) =
(5 +2)=tan(0" - ) ~cot()

olacagindan (3.1) ile (3.2) ifadelerinden hareketle,
r r
_l_

t-a 1-pf Ty
2

- T

(r-a)(z-p)
[rc-a)+r(z=p)Ir = (- )z -a)(z - p)-r’]
_ (=)= pB)z-7)

orl=
T
veya dengi olan
r:J@—m@—mv—n 3
T
olur ki bu da aranandir. 0

Teorem 3.2. Bir iiggende (S) dizisinin bir aritmetik dizi olusturmasi igin gerek ve

yeter sart Cot(A/2),cot(B/2),cot(C/2) dizisinin de bir aritmetik dizi olugturmasidir.

Ispat. Tanim 1.2.18 den 28 =a+y < ZCot(%j = cot (gj + Cot(%j

oldugunu gostermeliyiz. (3.1) i kullanarak;

2cot E = cot A + cot 9 =
2 2 2

2 1 1
tan(%) - tan(%) " tan(%) “

<:>T—0{+T—j/=2(2'—ﬂ)
r r r

Sa+y=2p
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elde ederiz (Zelator, 2008). 0

Teorem 3.3. (S) dizisinin bir aritmetik dizi olusturmasi i¢in gerek ve yeter sart

tan(g).tan(%) = % olmasidir.

Ispat. Tanim 1.2.18 den

A Cc) 1
2=a+ tan| — |tan| — |==
frore (zj (zjs

oldugunu gostermek yeterlidir. (3.1) in ve (3.3) {in kullanilmasiyla;

EORCESE

r’ 1©[(r—axr—m<r—y>} L L

e S —— _
(r-a)(z-y) 3 T

(r-a)(r-7) 3
@ﬂ:l - 21—2,821 <:>(05+,B+)/)—2/3':1

T 3 2T 3 a+y+pf 3
S3a+y-P=a+y+pfoa+y=2p

olur ki ispat biter (Zelator, 2008). a

Teorem 3.4. Bir iiggenin kenar uzunluklarmin kareleri olan o, ,32, y2 nin bir
aritmetik dizi olusturmasi igin gerek ve yeter sart COSA, cosB, cosC dizisinin bir

aritmetik dizi olusturmasidir.

Ispat. Tanim 1.2.18 den,
2cotB =cot A+cotC < 28% =a® + y*

oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in

cot? (%) -1

cotf=—-~——
0
2CO'[( A )
yarim ag1 formiiliinii kullanarak baslayalim.
2cotB =cot A+cotC <

o cot? (%)—1 ) cot? (%)—1+ cot? (%)—1

cot(%) 2cot(%) ZCOt(%)
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((r—ﬁ))z_l ((r—a)jz_l ((r—y)jz_l
((3.1) den) < r = r r

+
[(T-ﬂ)) 2((2’—(1)) 2((T—7))
r r r

(6 = 2t - (o + y)) nin kullanilmasi ve esitliklerin 2t ile ¢arpilmasi sonucunda
2t(r-p)-2r-a)z-y) =1 - (- p)p

2t =218 -2t* + 2(a+ y)r - 2ay =B — 1B+ B°

— 2Bt +2a+y)t-2ay- > =0
—2Br+2(a+y)t-2ay-B* =0

2Pt +2t[2r - f]-2ay - > =0

— 2Pt +41° -2t -2ay - B =0

—4Br+47% —2ay - B° =0

—2B(27) +(27)* = 2ay - B> =0
—2B(a+pB+y)+(a+p+y) —2ay-p*=0
—2Ba -2B° 2By +a’ + P+ > +2aB+ 2Py + 2ay —2ay — f* =0
2ﬂ2 :aZ +7/2

UV (R R N

0

olarak bulunur ki ispat biter (Zelator, 2008). a

Teorem 3.5. Bir tiggenin hem agilarinin olusturdugu (@) dizisi hem de kenarlarinin
olusturdugu (s) dizisinin aritmetik olmasi igin gerek ve yeter sart {iggenin eskenar

olmasidir. Yani bu aritmetik dizilerde fark sifirdir.

Ispat. < : Eger iiggen eskenarsa (a) nin ve (S) nin aritmetik dizi olacag: agiktir.
Ciinkii bir iiggen eskenar ise, A =B = C = 60° ve a = f = y olur. Buradan agik
olarak; (a) ile (s) dizilerinin her ikisi de farki sifira esit olan aritmetik dizilerdir.

= :Yani, (a) ve (s) dizilerinin her ikisi de aritmetik dizi ise o zaman tliggen
eskenardir. Gergekten, Teorem 3.3 den dolayi (S) dizisi bir aritmetik dizi oldugunda

A C. 1
tan(—=).tan(=) = = olur.
(HHan(5) =3

Ote yandan, (a) bir aritmetik dizi de oldugundan, dzel olarak B = 60° elde
ederiz ve burada A + C = 120° oldugundan C = 120° — A bulunur. Boylece,
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Teorem 3.3 den

= tan (éjtan(60° —éj = l
2 2 3

_ tan(éj tan 60° —tan(%) 1

2 '1+tan60°tan(%) 3

ve tan60° = /3 oldugundan

3tan2(%)—2«/§tan(%)+1:0 = (x/?jtan(éé)—l)2 =0

@tan(%):%a ©° <§<90°) §=300; A=60°

ifadelerine ulasiriz ki buradan B = 60° ve C = 60° olur. Boylece A = B = C = 60°
olup, tliggen eskenardir (Zelator, 2008). a

Teorem 3.6. & bir reel say1 olmak iizere, (S) dizileri aritmetik dizi olusturan dik
ticgenler ise, Ug¢genin kenar uzunluklann «a =30, f=40, y =56 bigiminde

verilirler.

Ispat. Boyle bir dik iiggenin a, B, y kenar uzunluklari iki sart1 saglamalidir:

72:0£2+,82

= 4y° =4a’ + (a +y)* = 3y* - 20y —5a* = 0;
2=a+y

(37 =5a)(y + @) =0 ve (y + o> 0 oldugundan)

3y-5x=0 = y= >
3
ve 2 =a +ydan S = 40/3 elde ederiz ve J pozitif reel say1 olacak sekilde, o =30
koyarsak, o = 30, B =49, y = 59 ya ulasiriz (Zelator, 2008). a

Teorem 3.7. Bir iiggenin a, B, vy kenar uzunluklar1 dizisinin bir harmonik dizi olmasi
.. o A L, By L, CL . s
icin gerek ve yeter sart Sin (E),sm (E),sm (E) dizisinin de bir harmonik dizi
olmasidir.

Ispat. Harmonik dizi tammindan

2 1 1 2 1 1

5t T () e (Ay) ()

oldugunu ispatlamaliy1z. Sag taraftan sol tarafa ulasalim.




2 1 1

sinz(%) sinz(%)+sin2(%)
<:>2cosecz(E%)=cosec2(§é)+‘3ose¢2 (%)
= 2[1+ cot? (%)} =1+ cot? (%)+1+C°t2 (%)

< 2cot? (%) =cot? (%) + cot’ (%)

2 1 1
< =

n’(85) (A7) (S

((3.1)" den) & Z(Tr_f)z _ _rf‘)z + (7;27)2

<207 =2t(2P) + 23 =1° =2t + o’ + 17 =2ty + y°
o 2t(a+y—-2p)=a” +y° —2p°
S(a+y+Bla+y-2B)=a’ +y* -2

2

< al +}/2—2ﬂ2+2a}/—ﬂ7/—aﬂ=a2+y2—2ﬂ

2y _ Py o of 2 1.1

©2a7=ﬂ7+aﬂ©aﬂy afy offy B a y

olur ki bu da aranandir.
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a

Teorem 3.8. (a) dizisinin aritmetik dizi ve (s) dizisinin de geometrik dizi oldugu

ticgenler sadece eskenar olanlardir (Yani farki sifir olan aritmetik diziler ve orani 1

olan geometrik diziler).

Ispat. Bir iiggende (s) dizisi bir geometrik dizi ve (a) bir aritmetik diziyse, 0 zaman

tiggenin eskenar olmasi gerektigini Teorem 3.5 den biliyoruz. Gergekten eger durum

bdyle ise o zaman B=60° ve ﬂz = ay sartlar1 ayn1 zamanda saglanmasi1 gerekirdi.

Teorem 1.2.9 dan,

a B _ 7
sinA sin60° sinC
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olur. Boylece,

2 2 [ BsinA)( psinC
pr=ar=4 _(sinGO")(sinGOO)
V3

ve sin60” = - oldugundan sin A.sinC :% elde edilir.

Ote yandan
cos(A+C) =cos(180° — B) = cos120° =
= cos AcosC —sin AsinC = —% = cos AcosC —% = —% = cos AcosC :%

oldugundan

sin AsinC = sin? Asin®C = %
— 1

cos AcosC =

Bl Blw

cos? Acos®’ C = 1
16

(1—cos® A)(1—-cos*C ) = % cos’ A+cos’C = %
= = .
cos® Acos® C = % cos? Acos’C = T

ifadelerini elde ederiz.

Eger iki saymin toplami S ve ¢arpimi P ise, onlarin x? -Sx + P= 0 bigimindeki
ikinci dereceden denkleminin iki kokii olmasi gerektigini hatirlayalim. Yukarida
verilenlere gore cos?A ve cos’C reel sayilari

X2 —lx+i=0c> (x—l)2 =0

2 16 4

ikinci dereceden denkleminin iki koki olmalidir. Bu ikinci dereceden denklemin 1/4

bigiminde bir katli kokii bulunur. Dolayisiyla cos® A cos* C =% ve cos A > 0,

cos C > 0 oldugundan hareketle cos A= % =cosC elde edilir. Burada A=60° = C

olacagindan iiggen eskenardir (Zelator, 2008). a
Simdi de kenarlar1 geometrik dizi olusturan rasyonel kenarli ve rasyonel

alanlt higbir tiggenin bulunmadigini ifade eden teoremi verelim.

Teorem 3.9. Kenarlar1 geometrik dizi olusturan rasyonel kenarli ve rasyonel alanl

bir liggen yoktur.
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Ispat. Burada, kenar uzunluklar1 geometrik dizi olan rasyonel alanl iicgenler goz

oniine alinmistir. Kenarlar1 a, ar, ar® (burada a, r e Q ve r #0) alirsak o zaman

yari gevre s = a(l+r+r?)/2 olur. Heron alan formiiliinii kullanirsak;

A= aT:\/(1+ F+r2)(=1+r+r)A-r+r?)@+r-r?)

olur ve bu sonug bir rasyonel say1 olmalidir, ayrica burada y € QQ iken
A+r+r)(=1+r+r))@A-r+r)A+r-r?)=y?

olmak zorundadir.

Burada mneZ, (mn)=1ve YeZ iken r _m alalim, 0 zaman tam say1
n

denklemi

Y? = (n* + mn+m?)(—n® + mn+m?)(n> —mn + m*)(n* + mn —m?)
olur.

Bu denklemin sagindaki 4 terimin ikiser ikiser aralarinda asal oldugu kolayca
goriiliir. Bunun anlami, buradaki her bir terimin kare olmas1 gerektigidir. Gergekten

de terimlerden ikisinin ¢arpiminin da kare olacagi goriiliir. Bu yiizden
y'2 = (> +mn+m?)(n* —mn+m?)=n* +m’n*+m*
denklemini elde ederiz.
Bu denklemin tek ¢oziimii mn = 0 iken ki ¢Oziimdiir. Burada n=0

oldugundan sadece m = 0 yani r = O olur. Boylece teoremi ispatlamis oluruz
(Buchholz & MacDougall, 1998). 0

3.1 Acilan Dizi Olan Ucgenler

(a) dizisinin bir aritmetik dizi olmasi igin gerek ve yeter sartin B = 60°
olmasi gerektigi hemen goriiliir. Bu 2B = A + C ve A + B + C = 180° sartlarindan
cikar. Ustelik kosiniis teoreminden;

P =a’+7" —2aycosb0’ < B2 =a’+y* —ay < (a+y)* = > +3ay
elde ederiz.

Simdi de, iki pozitif B ve 1 reel sayilar1 verildiginde 0< o < B < vy olacak

sekilde B = 60° acil1 bir tek liggen tanimlandiginda p =% orani (2, 3] yar1 kapal
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araligina diistiigi goriilecektir. Gergekten B> 0, 1> 0 ve 2 < p < 3 sartlarindan, tam

olarak(gereklilik ve yeterlilik), B = 60° a¢ili bir tek licgen belirlenir. Bagka bir

deyisle, pz% icin 2< p <3 olacak sekilde, iki pozitif B ve 1 reel sayilar

verildiginde yukaridaki kosullar1 saglayan Euclides geometrisinde bir tek tiggen
olusturulabilir. Simdi ni¢in bdyle oldugunu gorelim. Eger a ve y nin toplami S ile

carpimlar1 da P ile gosterilirse; yukarida elde ettigimiz bagintida (o + y)2 = BZ + 3ay

SZ_ﬂZ
3

olacagindan S* = f°+3P < P = oldugu sonucuna ulagilir.

Ote yandan a ve y reel sayilari, X*— SX + P = 0 ikinci dereceden denkleminin
kokleridir. o ve y reel kokler olduklarindan, bu ikinci dereceden denklemin

diskriminanti negatif olamaz. Buradan;
SZ _ﬂZ
(-S)?-4P>0< S°-4P>0 < S* -4 —3 >0 < 4p° > S?

(8 ve S nin her ikisi de pozitif oldugu i¢in) 2 > S ve S = 2t — f oldugundan,

28>2r— < 3B2>2r < (8> 0igin) %ﬁz%

elde ederiz; buradan da (acik olarak), 27>,6’;%>1 olur. Boylece

2 . o
1< Er <3< 1< p <3 ifadesi bir gerek sart olarak ortaya ¢ikar.

Ote yandan X*— SX + P = 0 denklemine geri donersek ; « ile y, a <y olacak
sekilde denklemin kokleri oldugundan (ikinci derece denklem formiiliinden),
S—~/S?—4P S++/S*—4P
a = _—, }/ =
2 2
elde ederiz.

Daha 6nceden P = ve § = 27— f olarak verilen ifadeler kullanilirsa;

SZ_ﬂZ
3

2 p- \/(35-22(ﬂ+2r) 2 B+ \/(3ﬂ—22(ﬂ+2r)

o= Y=
2 4 2

ifadesini veya denk olan,
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£ 3= 2D+ 25

21 p p
o5 1) 3
a =
2
ve
) 27 2T
(21’ ] B (3_?)(14‘?)
pl—-1|+
p 3

2

ifadesini elde ederiz ve ayrica p = % esitligini kullanarak,

azg{p_l_ /%?flm} yzg{p_“ /w} (3.4

sonucuna ulagiriz. Fakat ek bir sart olarak; (3.4) den dolay1 a >0 olmast (B > 0

oldugundan)

po1- /W -0

olmasina denk oldugundan;

o p-1> /W@(l<p£3igin) 3(p-1)2 >3- p)L+ p)

<3p°—6p+3>3+2p—p° < 4p* —8p>0=4p(p-2)>0;
sonucunu elde ederiz. Ayrica 1 < p < 3 oldugundan hareketle 2 < p < 3 elde edilir ki

bu da aranandir.

a B Y

Teorem 1.29 dan — =— =— =2R oldugunu hatirlayalim
sinA  sin60° sinC
(Burada R, gevrel ¢emberin yarigapidir). Burada B=60" alirsak, Sin60° = >

_2B_ v ifadesine ulasiriz. Bunu (3.4) ile

sinA 3 sinC

oldugundan hareketle

birlestirirsek,

sin A:ﬁ{p_y W}
4 3

ve
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sinC=§[p—1+ /—(3_'0)3(“'0)}

sonuglaria ulasiriz. Ayrica,
O<a<f<y<0<A<B<C<180 < (4 + B+ C = 180°oldugundan)

O0<sinA<sinB<sinC<1< 0<sinA<sin60° <sinC<l <

B3

O<sinA£7ssinC£1<:>

0<£{p_1_ /(3—p)<1+p)}3_3£_3{p_1+ /(3—p>(1+p)}1
4 3 2 4 3

Eger ilk esitligin isareti dogruysa, o zaman ikincisinin ve tersinin de dogru

olur.

olmasi gerekir; burada p = 3 olmasi durumu tam olarak eskenar {iggen olmasi

durumuna karsilik gelir (yani, 4 = B = C = 60°). Ustelik dérdiincii esitsizlikte, ayn1
isaretli olmast durumu tam olarak p=1+ J3 icin  saglanir ki, bu

A=30°, B=60°, C=90° olmas1 durumuna karsilik gelir. Eger cebirsel islemler

2
yapilirsa son esitsizligin [ p—(1+ \/§)] >0 oldugu goriiliir.

Tersine olarak 2< p<3 olmak iizere (3.4) in kullanilmasi ve siniis

teoremiyle birlikte B = 60° olarak belirleyebiliriz.
Sonolarak ta a + >y, a +y > B f + y > a seklindeki {i¢ liggen
esitsizliginin saglandigini kolayca gosterebiliriz; tigiinci esitsizlik, y > f > a > 0 dan

dolay1 hemen goriiliir; ikincisi ise o + y = 2t — f dan kolaylikla bulunur. Gergekten
a+y>po2r-p>po2r>2< (> 0 oldugundan) % > 2 ifadesinden
p > 2 olur ki bu gecerlidir. Clinkii p nun, 2 < p <3 sartin1 sagladigini varsaymistik.

Simdi a + f > y iggen esitsizligini ispatlayalim. (3.4) den dolay1
a+ >y < (p>0oldugundan)

Qﬁ{p+1_4,w}+l>ﬁ{p+l+ ’W}
4 3 4 3

(Bu esitsizligin her tarafini 4 ile ¢arparsak)
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< B(p+1)+4-B(p+1) > 23— p)A+ p)
< 2>B-p)l+p) < 4>B-p)l+p)

<P -2p+1>0< (p-1)° >0
olur ki bu esitsizlik p # 1 oldugunda dogrudur. Ciinkii 2 < p < 3 diir.
Buna gore su sonuglar1 elde ederiz.
Agilart A, B, C; kenar uzunluklart a, B, y olan bir liggende agilarin (@)

dizisinin bir aritmetik dizi olusturmasi i¢in gerek ve yeter sart B = 60° olmasidir.

p = 2z olmak iizere 2 < p <3 olacak sekildeki bir liggende ¢evre uzunlugu

27 dur.

Tersine olarak 2< p <3 olacak sekilde iki pozitif reel say1 2t ve f

verildiginde B = 60° ag1l1 ve B agisin1 olusturan kenarlari;

a;g{p_l_ /(3—p)3(1+p)} ve Fg{p_ﬁ ,(3—p—)3(1+p)}

biciminde olan bir 6zel liggen insa edilebilir. Ayrica bu iicgende;

5"”@?{,0—1—1/%} ve sinC :§|:p—l+ /%3(“'0)}

olarak bulunur.
Uggende p=1+ \/§ oldugu zaman, acgilar1 A =30°, B = 60°, C = 90° olan bir

dik iiggen bulunur. Ote yandan p = 3 igin iicgen eskenardur.

3.2 Aclann Aritmetik Dizi Olusturan Tamsayr Kenarh Ucgenlerin

Tanimlanmasi ve Belirlenmesi

Acikea goriilecegi gibi, kenar uzunluklar tamsayi olan ve agilarinin (a) dizisi
bir aritmetik dizi olusturan biitiin ticgenleri parametrik olarak tanimlayabilmek igin,
ii¢ degiskenli X* + 3y* = z* Diophantine denkleminin genel ¢dziimiine ihtiyacimiz
olacaktir. Burada x* + ny* = 7% (n verilen pozitif bir tamsayidir) bi¢cimindeki ii¢
degiskenli Diophantine denkleminin iyi anlasildigin1 ve genel ¢dziimlerinin uzun

zamandir bilindigi belirtelim. Fazla ayrintiya girmeksizin, X* + 3y? = z° Diophantine
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denkleminin pozitif tamsayilardaki biitiin ¢ozlimleri; d, x, 4 pozitif tamsayilar ve « ile
A aralarinda asal (yani (k, A) = 1 i¢in) olmak iizere;

Nl U €S 200 (35)
2 2
bi¢giminde tanimlandigini ifade edelim.

Simdi kenar uzunluklari a, f, y tamsayilar1 ve (&) dizisi bir aritmetik dizi olan
bir liggen diislinelim ki bu durumda B = 60° olmasi1 gerekecektir. Bu liggene Teorem
1.2.10 ile verilen Kosiniis Teoremini uygularsak;

=" +y—ay=y—ay+a’-p>=0
denklemine ulasiriz. 0 < a < B <y oldugunu dikkate alir ve y ya gore bu son ikinci
dereceden denklemi ¢ozersek;

_ a 4% —3a? (3.6)
2

ifadesini elde ederiz.

/4

Burada sayilar teorisinin bilinen bir sonucundan faydalanarak hareket ederiz.

Bu sonuca gore; eger n ve m pozitif tamsayilarsa o zaman {m (m nin n inci

dereceden kokii) nin rasyonel olmasi i¢in gerek ve yeter sart m nin n inci kuvvetten
bir tamsay1; yani bir k pozitif tamsayis1 icin m = k" olmasidir. Bunun anlami % =k
nin pozitif bir tamsayr olmasidir. Ozel olarak, bir pozitif tamsaymin karekokiiniin
rasyonel olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu pozitif tamsayinin bir tam kare olmasidir
(yani mitkemmel kare) (Nagell,1951). Ciinkii yukarida verilen (3.6) e gore hareket
edersek (B, y, a tam sayilar olduklar igin) «/4ﬂ2 —3a” karekokiiniin bir rasyonel

say1 olmasi1 gerektigi ortaya cikar.

v nin bir pozitif tamsay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir 6 pozitif tamsayisi
.. 9 ) , ato .. ) o
icin 43° -3a” =0 5 >0 ve a ve & tamsayilarinin ayni tiirden (yani her ikisi

de tek veya her ikisi de ¢ift) olmasidir. a ile 6 nin her ikisi de pozitif tamsayilar

olduklarindan, G+o >0 oldugu agiktir.

Bununla beraber y=%—

olmast durumu bir ¢eliskidir. Bu kolayca

goriilebilir. Burada y > 0 oldugundan o > & olmasi gerekir. Ancak bu durum gecerli
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oldugunda 45° —3a’ =6° = 4% <3a” +a® = 45° < 4 ifadesinden (B ve a nin
her ikisi de pozitif olduklari igin) # < a elde edilir ki bu ise a < f olmasiyla ¢elisir.

Boylece (3.6) ifadesindeki hesaplamadan dolayz;

o ++4° -3’ a+o
V= V=
2 2
4% =3a* +6° = (25)? = 6% +3a’ (3.7)
a, By, 0el’ a, By, 0el’

olarak elde edilir (pozitif tamsayilar kiimesi).
(3.7) deki ikinci denklem; x* + 3y? = z° Diophantine denkleminin bir pozitif
tamsay1 ¢ozlimiiniin (6, a, 2f) t¢liisii oldugunu gosterir. (J, a, 2f) ¢oziim iigliist;
5_d\3f<2—12\ d(3«? + 42)
a 2

olarak bulunur ki bu ifadeler ile (3.7) ile birlestirilirse 5, o, B tamsayilari; d, k, L € Z°

ya=0dxl,2p0 =

ve (K, A) = 1 i¢in

2, 42 210 + 3K — 22
a =di, ﬂw,ydi | ‘J (3.8)

4

formiillerinden bulunur.

Ik gbzlemimiz; k, A parametreleri tamsayr ve (x, A) = 1 oldugundan bu
tamsayilarin ya her ikisi de tek, ya da onlardan birisinin ¢ift, digerinin tek olmasi
gerektigini goriiriz. Eger « ile A farkl: ikililer ise, o zaman f ve y nin tamsay1 olmasi

i¢in d, 4 iin bir kat1 olmalidir. Ote yandan eger k = A = 1 (mod 2) ise, 0 zaman
x* =2* =1 (mod4) olacagindan, 3K°+1% = 0 (mod 4) elde edilir. Burada b vey
pozitif tamsay1 olmalar1 gerektiginden, d pozitif bir deger alir.

Ayrica Kk = A = 1 (mod 2) oldugu zaman d =i = 1 veya k + A = 1(mod 2)

2, 2 2KkA + 3% = A2
olmak iizere i = 4 icin; ix, i[BK :l j, i[ ‘ 2 ‘J tamsayilar1 ikiser

ikiser aralarinda asal ve A, 3 ile boliinemeyen bir sayidir. Eger i, x ve A; tamsayilari
yukaridaki sartlar1 saglamak tizere A, 3 {in bir kat1 ise o zaman bu ii¢ tamsayidan

herhangi ikisinin en biiyiik ortak boleni 3 e esit olacaktir. Sonra, (3.8) formiillerinde
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a < B <0 sartimin gecgerli oldugunu kabul edelim. Dolayisiyla bu ¥ ve A tamsay1
parametrelerinin saglamasi gereken sartlarini belirlememizi miimkiin kilar.

Daha sonra f° = y* + &

— ay denkleminin pozitif tamsayilardaki biitiin
¢Ozlimlerini elde ettikten sonra, bu ¢ozlimler arasindan a < f < y esitsizligini

saglayan ¢oziimleri belirlemeliyiz. (3.8) ifadesine bu sartlar uygulanirsa;

2 4 92 2KkA+ 3% — A7
dia < 4G +4) | | (3.9)
4 4
elde edilir. d, k, A lar pozitif oldugundan, kisa bir cebirsel islem sonucunda, (3.9) daki
ilk esitsizlikten;
(i—lj(i—szoc{i <lyada &23) (3.10)
K K K K

elde edilir. Burada (A, k) = 1 oldugundan 4 =liginA=x=1 Vei =3 igin A = 3,
K K

k = 1 olacagm belirtelim. (3.8) den dolayi ilk durumda; a = f = y = d oldugunu,
ikinci durumda ise o = = y = 3d oldugunu goriiriiz ki, her iki durumda da tiggen
eskenar olur (asagida bu durumun bir tanesi kabul edilmistir).

A ve k pozitif tamsay1 olduklarindan, (3.10) ifadesi 1 <A <kveya3 <3k <A
degerleri icinde elde edilebilir ki bunun aralik gosterimi 4 € (0,1] u[3+ ) olarak
K

bulunur.
(3.10) altinda, (3.9) daki ikinci esitsizligin de saglandigini gosterelim. J3 bir
irrasyonel say1 oldugundan 3x? — A% sifir olamaz. Eger 3x* — A% > 0 ise 0 zaman

‘31(2 — /12‘ =3x? — A% olacagindan (3.9) daki ikinci esitsizlikten;

2k +|3x2 — A2 2422
K

4 4 KK
.. A . 2 2 e A
icin) 0 <—<1, (3.10) ile uyumlu ve 3k° — 1° > 0 olmasi gerektiginden 0 < — < NE)
K K
bulunur. Benzer sekilde eger 3> — A*> < 0 ise o zaman ‘3/{2 —/12‘212 —3k°

olacagindan ve ikinci esitsizlikten 4 >3 elde edilir ki (3.10) ile uyumlu ve ayni
K
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zamanda 3k® — A* < 0 olmasi gerektiginden J3< 4 elde edilir. Buradan a < <y
K

olmak iizere (3.8) ve (3.10) ile birlikte; % = o* + y*— 2ay denkleminin biitiin pozitif
tamsay1 ¢dziimlerinin tanimlanacag: aciktir. Ustelik kosiniis teoreminden iiggenin B
agisini 60° olarak buluruz.

Geriye gercek bir liggenin olustugundan emin olmak i¢in; a + B >y, B+ v > a,
a + vy > B liggen esitsizliklerinin gergeklestiginin kontrol edilmesi kalir.

a+pB>y < ((3.8) den dolayr) 2xA+3x”+A%*>3x*—1%| olmasi
gerektigi; |3x° — A% |<|3x? | +| A% |=3x* +A° ve « ile A nmn pozitif olmasindan
aciktir. ikinci licgen esitsizligi olan B + v > o ifadesi (x —A)* +2x°+|3x* =A% |>0
ifadesine denk olur ki gegerli oldugu aciktir. Ugiinciisii olan a + y > B iicgen
esitsizligini gerceklestirmek icin, (3.10) den faydalanarak 32— A2>0ile 3k° -~ A* <0
olmasi durumlarimi irdelemek gerekir. Ayrintilar1 bir kenara birakiyoruz. Ayrica,
(3.8) ile (3.10) ifadelerini birlestirir ve gerekli hesaplamalar1 yaparsak
2t a+pf+y

B /4

oranindan 2< p <3 olmast gerekeceginden, onceki kesimdeki sonugtan bunun

saglandigini goriirliz. Buradan su sonuglar ¢ikaririz.
Kenar uzunluklari a, f, y tamsayilart o < <y ve onun agilarinin (a) dizisi bir
aritmetik dizi olacak sekildeki biitiin liggenlerin parametrik gosterimi (3.8) ifadeleri

ile verilmistir. Burada, d, «, A pozitif tamsayilar, (x, L) = 1, 3k <A veya 1< A < dir
(veya aralik gosterimi 4 € (0,1] U[3+ ) olur.). Ayrica k ile A nin her ikisi de tek
K

oldugunda d herhangi bir pozitif tamsay1 olabilir. Ancak k + A =1 (mod2) i¢in d, 4
tin bir kat1 olmalidir. Ek olarak B = 60° ag1s1 ve Teorem 1.2.9 dan dolay1

_asin60® 23

sin A =
) 3k? + 1°

ifadesi elde edilir ki burada 0 < A < 60° ve ¢ = 60°— A olacagindan ¢, (a) aritmetik
dizisinin farkidir. Yani 0° < ¢ < 60° bulunur.
Son olarak C agisi, C = 120° — A = 2¢ +A = ¢ + 60° olarak bulunur. Ayn1

zamanda verilen bir (x, A) ikilisi i¢in, d yi degistirmek suretiyle benzer iiggenlerin
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biitiin siifinin iiretilebilecegini belirtelim. Ustelik pzﬁ oranindan p, (2, 3]

araligina diiser. Yani 2 < p < 3 dir.
3.3 Ornekler

Asagida kenar uzunluklar1 tamsayi, () dizileri aritmetik dizi, 1 <A, k <5
esitsizliklerini saglayan A ve x farkli ikili oldugunda d parametresi 4 e esit, A ile K nin
her ikisinin de tek oldugu durumda d = 1 olacak sekildeki biitiin {iggenlerin listesini
veriyoruz. Asagidaki veriler; onceki boliimdeki formiillerden A agisinin degerini
yaklagik olarak belirlemek igin ve bilimsel hesap makinesi kullanilarak elde
edilmistir. Asagida on iki tiggen vardir.

Burada tiim benzer tiggenler sinifi A ve k y1 sabitleyerek ve d yi degistirmek
suretiyle elde edilmesine ragmen, asagidaki 6rnekler bu siiflarin birbiriyle baglantili
olmadigini gostermektedir. Bunun nedeni; A, 3 {in kat1 alindig1 igin tiggenin her bir

kenarinin 3 iin kat1 olmasidir.

B3

Ornek33.1 x=A=1d=La=p8=y=1 p=3, sinA=7,

A=60", ¢=0", B=60", C=60"

Ornek3.32 k=2, 1=1d =4, a =8, £ =13, y=15 p= % ~ 2.769230769,
43 . . . .
SiInA= F’ A=~ 32.2042275°, ¢ = 27.7957725°, B=60", C =~ 87.7957725
. 72 18
Ornek 333 k=3, A=1,d=1 a=3 f=7,7=8 p=—- =" ~25714285]
. 3\/§ . o ° 0
Sin A= E’ A=~ 21.7867893°, ¢ ~ 38.2132107°, B =60°, C ~ 98.2132107
" 120
Ornek 334 k=4, 1=1,d=4,a=16, f =49, y =55, p= 4—9 ~ 2.448979592,
83 . . . .
SiInA= E’ A=16.4264214°, ¢ = 43.5735786°, B =60°, C =~103.5735786
Ornek 3.3.5 k=5, 1=1,d =1 a =5 £=19, y =21,

45 103 _5V3

p =—~2.368421053,sin A=—— :
19 76 38
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A~13.17355111°, ¢ ~ 46.82644889°, B = 60°, C ~106.8264489°
Ornek 3.3.6 k=3 1=2d=4, a=24, =31, y=35,

90 12\/'
31

p= el ~ 2.903225806,sin A =

A~ 42.10344887°, ¢ ~17.89655113°, B=60", C = 77.89655113°
210

Ornek3.3.7 k=5 1=2,d =4, a=40, =79, y =91, p = g = 2658227848
204/3 . . . ,
sinA= g A= 2600782389", ¢ ~33.99217611°, B=60", C ~93.99217611

B3

Ornek33.8 k=1 1=3d=1, a=f=y=3siNA="",A=60"p=0"

B=60°,C =60°
Ornek 3.3.9 k=4, 1=3,d=4, =48, f=57, y =63,

= @ = @ ~ 2.947368421,sin A= 24\/5 8\/§ ,

57 19 57 19
A~ 46.82644889°, ¢ ~13.17355111°, B =60°, C ~ 73.17355111°
Ornek 3.3.10 k=5 1=3,d =1 a =15, f=21, y =24,

6020 303 53

— =—~2.857142857,siIh A= —— = ,
21 7 84 14

A~ 38.2132107°, ¢ ~ 21.7867893°, B = 60°, C ~ 81.7867893"
Ornek 3.3.11 k=1 1=4,d =4, =16, B =19, y =21,

56 32\/5 &/’
76

p=—~ 294736841, sin A=——
19 19 °

A~ 46.82644889°, ¢ ~13.17355111°, B =60°, C = 73.17355111°

Bu iiggenin 6rnek 3.3.9 daki iiggenle benzerligine dikkat ediniz (x =4, A =3,
d =4 igin).
Ornek 3.3.12 k=1, A=5,d =1 a=5, f=7, y =8,

_ 2_2 _ ? ~ 2.857142857,sin A = 53

A ~38.2132107°,¢ =~ 21.7867893", B =60°, C ~81.7867893"
Bu tiggenin 6rnek 3.3.10 daki tiggenle benzerligine dikkat ediniz(xk =54 =3, d =1

i¢in).
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4. GENEL ARITMETIK UCGENLER VE BHASKARA DENKLEMI

Bu béliimde, x*+dy” =z° Diophantine denkleminin, d = 3 durumundaki

x® +3y? = z? denklemi ile Bhaskara denkleminin genellestirilmis aritmetik iiggenler
arasindaki iligki ortaya konulmustur. Bu genel aritmetik ti¢genlerin Bhaskara
denkleminin ¢6ziimlerine karsilik geldigi gosterilmistir.

a, X, d tamsayilari i¢in, bir tiggenin kenar uzunluklari ox — d, x, ox + d ve
alan1 da tam say1 ise, bu liggene « tipinde d-aritmetik ii¢ggen dendigini Tanim 1.2.19
dan biliyoruz. Ornegin; 8, 29, 35 {iggeni & = 4, x = 8 ve d = 3 olan bir aritmetik
ticgendir. d # 0 olmas1 durumunda, d nin negatif degerleri de bu 6zelligi saglar ki bu
durumda d aritmetik tiggeni, ayn1 zamanda bir (— d) aritmetik bir tiggendir.

Burada su iKi 6zel durum 6nemlidir: Bunlar;
(1) Eger p ve q ikiz asallar ve « :W/Z ise, 0 zaman « tipindeki aritmetik
iicgenlere x* — pay? = d? denklemi karsilik gelir ki bu ikiz asallarin kullaniminin
ilging bir durumudur.
(2) Eger p, bir tam kareye yakin komsuluga sahip bir tek sayr (3, 7, 11, 23 vb) ve
ada a = (p £ 1)/2 bigiminde uygun se¢ilmis bir isarete sahip ise, 0 zaman « -
aritmetik iiggenleri, x* — py? = d? denklemine karsilik gelir. Bu durumlarin her ikisi

de Bhaskara denkleminin bir¢ok 6rneginde gergeklenir (Ribenboim,1988).
4.1 Aritmetik Ucgenlerin Ozellikleri

Dik tiggen olmayan bir aritmetik {iggen, kenarlar1 tam say1 olan iki dik {iggene
boliinebildigini 2. Bolim 3. kesimden biliyoruz. Bir Pythagorean {igliisiiniin, (a, b, )
biciminde oldugunu ve bilesenlerin  a® +b’ =c¢* denklemini sagladigim
hatirlayalim. Boylece her bir aritmetik tiggen, iki Pythagorean tigliisiine ayrilmis olur.
Bunun nasil oldugu anlatilirken, Pythagorean igliisiiniin orta bileseninin pozitif
olmasin1 gerektirmeyen bir kuraldan burada s6z etmeliyiz (Beauregard ve
Suryanarayan, 1996 ve 1997).

a tipinde bir primitif aritmetik tiggen verilsin. Bu durumda tiggenin kenarlar
X, ax—d, ax + d bi¢iminde aralarinda asal sayilar olur. Simdilik onun genis acili

oldugu varsayalim. Uzunlugu x olan tabana, Sekil 4.1(a) da goriildiigii gibi, karsi
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koseden dik cizilecek sekilde b kadar uzatiriz. Uggenin dar ag1li olmasi durumunda X
uzunlugundaki tabana karsisindaki koseden Sekil 4.1(b) da goriildiigii gibi, bir dik
cizilir. Boylece aritmetik tiggen, taban uzunluklar1 b ve by = x £+ b olan iki liggene
ayrilir. Sekil 4.1 deki tiim uzunluklarin tam say1 oldugunu gostermek zor degildir. O
zaman orada dik ti¢ggenlere karsilik gelen Pythagorean tgliilerini,

A=(a, b, c)ve(a, by Co)

seklinde gosteririz.

i
|
Co= ok b d /

a c=ax—l al

/ c=ax—d / |:|:"= @x o
X 2 |—J / i r‘ by \

h, =

Sekil 4.1(a) Sekil 4.1(h)

Sekil 4.1: « Tipinde Bir Aritmetik Ucgen
Aritmetik liggenin yar1 gevresi, X(«a +1/2) dir. Bu liggenden Pythagorean
tiggenlerinin olusturulmasi i¢in Heron alan formiiliinii kullandigimizda; alaninin

karesini,

ax\’ 1 1 X X
— | =|la+=|Xx|a-=|x|=-d || =+d
2 2 2 2 2
olarak buluruz. Bu son ifadede x = 2xove N = 4¢” — 1 olarak alirsak esitligimiz
a? = N(xo* — d?) (4.1)

ifadesine doniisiir. Burada N icin 40® — 1 = (2a — 1)( 2a + 1) ifadesinden N nin

ardisik iki tek sayinin ¢arpimi oldugunu ve boylece N nin, 8 modiiliine gore 3 e veya
7 ye esit olacagim belirtelim. p asal bir sayt ve p' de, N yi bolen p nin en biiyiik
kuvveti olsun. Eger j ¢ift ise, o zaman p', a® yi béleceginden, (4.1) ifadesi p’ ile
kisaltilabilir. Ote yandan eger j = 2i + 1 ise, p?, a? yi boler ve (4.1) ifadesi p” ile
kisaltilirsa;

a7 = pN, (x; —d*)
ifadesine ulagiriz ki burada p Ng = N (mod 8) olur (Herhangi bir p tek sayisi i¢in
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p? = 1 (mod 8) oldugundan). No 1n her bir asal béleni icin yukaridaki yontem tekrar
edilirse,

a = P P (xg —d?)
esitligine ulasiriz ki burada pj ler farkli asallar ve p;...px = N(mod 8) dir. Bu son
denklemde ax = py....pxao olarak alirsak

P Py = X5 —d7,
ifadesini buluruz. Bu denklemi

X% — Dag? =d° (4.2)
bi¢iminde yeniden diizenleriz ki bu denklem bir Bhaskara denklemidir. Burada D = 3
veya 7 (mod 8) ve D nin farkli asal sayilarin ¢arpimi olduguna, ayn1 N nin bu asal
carpanlarinin tek kuvvet ihtiva etmesi gerektigine ilgi ¢ekilmelidir. Bu (4.2)
denkleminin (Xo, ap) primitif ¢oztimleri, primitif d — aritmetik ti¢genleri tanimlar ki
burada d ile D aralarinda asal tamsayilar olmak zorundadirlar. Son olarak, X, ve ag in
her ikisinin de tek olmamasi gerektigini ve d nin tek oldugunu belirtelim (Bunu
gormek i¢in, (4.2) denklemini mod 8 e gore diistinelim.). Biitiin bunlari su teoremle
ifade ederiz.
Teorem 4.1 (a — Tipinde Aritmetik Ucgenler). Her bir N = 4¢* — 1 ve N nin asal
carpanlar1 tek kuvvet ihtiva edecek sekilde D farkli asallarin ¢arpimi olmak iizere
(4.2) nin primitif ¢oziimlerine, tabani X=2Xo, kenarlari ox + d ve yiiksekligi
a=a, JND olan d-aritmetik iiggenler karsilik gelir.

Dik {iggenlerin 6zel durumlarint kullanalim. Sekil 4.1 e gore bir aritmetik
ticgenin dik licgen olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

(ax+d)* =(ax—d)* + X,
olmasidir. Bunun gergeklesmesi igin gerek ve yeter sart x = 4ad olmasidir. Burada
tiggenin primitif olmast d = 1 olmasim gerektirir. Bu duruma karsilik gelen
Pythagorean tgliileri

(4a® —1,4a, 40 +1)
olarak elde edilir. Burada a = 1 igin (3, 4, 5) Pythagorean iigliisiiniin olusacagina ilgi
cekelim. Daha iyi bir izah icin, N= 4a® — 1 biciminde ve farkli asallarin ¢arpimi
oldugunda N = D oldugunu varsayabiliriz. D nin bu degerini ve xo = 2o ifadesini

birlikte diistintirsek;
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X0’ —Dap?=1 (4.3)
denkleminin en kiigiik (Fundemental) ¢6ziimiinii (2¢,1) olarak buluruz. Bu ¢6ziimde
bir dik iicgen olusturur. Ornegin o = 2 oldugu zaman N = 4> — 1 = 3.5 olarak
bulunur ki bu da (15, 8, 17) Pythagorean tigliisiinii {iretir.

4.2 o.— Tipinde Aritmetik U¢genlerin flk Birka¢c Modeli

1 — Tipinde aritmetik {iggenler i¢in (4.2) denklemi,
X0’ — 3ay”> = d? (4.4)
sekline dondsiir. Bu durum Beauregard ve Suryanarayan (1997)’mn galismasinda

ayrintili olarak incelenmistir.

Teorem 4.2 (1 - Tipinde Aritmetik Ucgenler icin Varhk Teoremi). Eger d bir tam
say1 ise 0 zaman d — aritmetik tiggenin mevcut olabilmesi igin gerek ve yeter sart
(4.4) denkleminin bir primitif ¢éziime sahip olmasidir. Bu durumun gegerli
olabilmesi igin gerek ve yeter sart d = + [ veya d nin 12 modiiliine gore + 1 €
kongruent olacak sekilde asallarin ¢arpimi olmasidir.

a = 2 tipindeki iiggenler icin (4.1) denkleminde 40® — 1 = N = 15 olarak
buluruz. Boylece (4.2) denklemi;

x; —15a,” =d? (4.5)
ifadesine doniisiir. Buradan x = 2X, bir aritmetik tiggenin taban uzunlugu ve a = 15ay,
da onun yiiksekligi olur. (4.5) denkleminde d = 1 oldugu zaman temel ¢oziim (4, 1)
olup, bu daha 6nce tizerinde durdugumuz (8, 15, 17) dik iiggenini tanimlar. Adler ve
Coury (1995), bu denklemin sonsuz sayida primitif ¢oziimii oldugunu gostermislerdir
ki bu ¢oziimlere daha ¢ok (dik olmayan) aritmetik tiggenler karsilik gelir.

Ornegin, (Xo, o) = (31, 8) igin, kenarlar1 X = 2Xg= 62, 2(62) £ 1 = 123, 125 ve
yiiksekligi a = 15ap = 120 olan tiggeni elde ederiz (bak, Sekil 4.2(a)). d tek say1 ve d

ile 15 aralarinda asal olmalar1 gerektiginden, d nin 1 den sonraki uygun degeri 7 olur.
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125
123 3
/ 120 %5 15

- Hg 36
G2
Sekil 4.2(a) Sekil 4.2(b)

Sekil 4.2: Tip 2 Aritmetik Ucgenler

(4.5) denkleminde d = 7 olmas1 durumunda bu denklemin (Xo, ao) = (8, 1)
¢cOziimiinii gbz oniine alalm. Bu ¢dziimse, tabant x = 16 ve yiiksekligi a = 15 olan
aritmetik tiggeni tanimlar (Sekil 4.2(b) de ¢izildigi gibi). d nin diger hangi degerleri
(4.5) i ¢oziilebilir hale getirir ve dolayisiyla 2 Tipinde d — aritmetik tiggenler nasil
belirlenir? Beauregard ve Suryanarayan (1997) in ¢alismalarindaki benzer
muhakemenin kullanilmasiyla, bu tiir iggenlerin mevcut olmasi igin gerek ve yeter
sart d =+ 1 veyad nin, g=+1,47, £11, £17 (mod 60) bi¢imindeki asallarin ¢arpimi
olmas1 gerektigi gosterilebilir.

3 — Tipindeki aritmetik iiggenler, (4.2) denkleminin 4¢? ~1=N=D = 35
icin ¢oziilmesine bagli olarak belirlenir. Bu durumda islem, 2 — tipindeki yapilanlara
benzerdir. Gergekten, bu durumlarin her ikisi de, D = N nin ikiz asallarin ¢arpimi
olmasiyla karakterize edilmektedir. p ve ( ikiz asal oldugunda, baz1 o tam sayilar
igin pq = 40 — 1 (Yani a=./pq+1/2) dir. Bu durumda, - tipinde aritmetik
tiggenler mevcuttur ve d nin uygun degerleri igin,

X5 = pga,” =d’
denkleminin ¢oziilmesiyle, 2 — tipindeki duruma benzer bir sekilde bu tiggenler
belirlenir.

Primitif « — tipinde aritmetik ticgenlerin, Bhaskara denklemini ¢6zerek nasil

belirlenebilecegini agikladik. & = 4 durumunda da yukaridaki disiince kullanilir. Bu

duruma karsilik gelen Bhaskara denklemi

X — Paa,” =d°



42

bi¢iminde olur ki burada p asali bir kare sayinin tek komsuluguna yakindir. o = 4
oldugunda p = 7 elde edilir ki bu durumda genel olarak p = 2a # 1 bi¢imindedir.
Beauregard ve Suryanarayan (1997) i c¢alismalarindaki aritmetik tiggenler de bu
kategoriye girer (=1 ve p =3 durumu).

Son olarak, denklemdeki p nin bazi degerine «— tipinde farkli aritmetik
ticgenlerin sonsuz sayida karsilik geldigi gosterilebilir.

Ornegin, (4.4) denklemindeki gibi, p = 3 olsun. Teorem 4.1 e gore, (4.4) iin
¢oziilebilir olmasi igin, 4 - 1 in 3K? biciminde olmasina ihtiyacimiz var. Fakat
4¢f — 3Kk* = 1 denklemi (2¢, k) seklinde sonsuz sayida primitif ¢oziimleri olan bir
Bhaskara denklemidir. Buradan anm ilk birkag degeri 1, 13, 181 vb. dir. (4.4)
denkleminin (Xo, ag) = (2, 1) en kiigiik ¢oztimii kullanilirsa, ayn1 X = 2Xo = 4 tabanina
karsilik kenarlar; (4a—1, 4a, 4o+1) bigimindedir. Bunlar;

a=1ig¢in (3,4,5)

a=131¢in (51, 52, 53)

a =181 i¢in (723, 724, 725)

olarak bulunur.
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