SELCUK
ONIVERSITESI

T.C.
SELCUK UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

KUANTUM HALL OLAYI TABANLI
ARACLARIN OZ-UYUMLU SIMULASYONU

Teoman OZTURK
DOKTORA TEZi

Fizik Anabilim Dah

Haziran-2012
KONYA
Her Hakk: Sakhdir



TEZ KABUL VE ONAYI

Teoman OZTURK tarafindan hazirlanan “Kuantum Hall Olayr Tabanh
Araglarin Oz-Uyumlu Simiilasyonu™ adli tez ¢alismasi 04/06/2012 tarihinde asagidaki
jiiri tarafindan oy birligi / ey—eklugu ile Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Fizik Anabilim Dali’nda DOKTORA TEZI olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri

Baskan
Prof. Dr. Hiiseyin YUKSEL

Danisman
Prof. Dr. Ulfet ATAV

Uye
Dog. Dr. Mehmet SAHIN

Uye
Dog. Dr. Yusuf YAKAR

Uye :
Yrd. Dog. Dr. Berna GULVEREN

Yukaridaki sonucu onaylarim.

Prof. Dr.Asir GENC
FBE Miidiirii

Bu tez ¢alismasi S.U. BAP Koordinatorligii tarafindan 07101037 nolu proje ile
desteklenmistir.



TEZ BiLDiRiMi

Bu tezdeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu c¢alismada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

DECLARATION PAGE

I hereby declare that all information in this document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. I also declare that, as
required by these rules and conduct, I have fully cited and referenced all material and

results that are not original to this work.

Teoman OZTURK

Tarth:



OZET

DOKTORA TEZi

KUANTUM HALL OLAYI TABANLI ARACLARIN OZ-UYUMLU
SIMULASYONU

Teoman OZTURK

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Fizik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Ulfet ATAV
2012, 97 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Ulfet ATAV
Prof. Dr. Hiiseyin YUKSEL
Do¢. Dr. Mehmet SAHIN
Dog¢. Dr. Yusuf YAKAR
Yrd. Doc. Dr. Berna GULVEREN

Bu calismada, yariiletken eklem arayiizeylerde olusturulan iki boyutlu elektron gazi kullanilarak
iretilen bazi Kuantum Hall olayi tabanli araglarin davranisi Thomas-Fermi yaklasimi g¢ercevesinde
6zuyumlu olarak incelenmistir. Hesaplamalarda sistemin elektrostatik davranigini tanimlayan Poisson
denklemi dogrudan sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Poisson denkleminin ¢dziimii sonlu farklar yontemiyle
yapilmuis, elektron yogunlugu ve potansiyel hesaplamalarinin hizlandirilmasi i¢in ardigik asirt durulma ve
multigrid yontemleri kullanilmistir.

Siddetli magnetik alan altinda iki boyutlu elektron gazinda olusan kenar durumlar: kullanilarak
olusturulabilen Kuantum Hall c¢ubugu, Aharonov-Bohm interferometresi ve Mach-Zehnder
interferometresinin elektronik esdegerleri i¢in elektron yogunlugu ve potansiyel dagilimlarinin uygulanan
magnetik alan ve kapi gerilimi gibi ¢esitli parametrelere bagli davranislart ayrintili olarak incelenmistir.
Elde edilen sonuglar literatiirde bulunan sonuglarla karsilastirilmistir ve sonuglarin genel olarak
literatiirdeki deneysel ve teorik calismalarla uyumlu oldugu gériilmiistiir. Ozellikle Aharonov-Bohm
interferometresinde Aharonov-Bohm osilasyonlarinin  gozlemlendigi magnetik alan araliginin ve
interferometrenin ¢evreledigi alanin diisiik kap1 gerilimleri i¢in deneysel calismalarda gozlemlendigi gibi
lineer olarak arttig1 fakat daha yiiksek gerilimlere dogru ilerlenmesi halinde hesaplamalarimizda bu
lineerligin kayboldugu goézlemlenmistir. Maalesef bu bdlgede karsilasgtirma yapilacak deneysel veri
bulunamamustir.

Anahtar Kelimeler: Aharonov-Bohm interferometresi, iki boyutlu elektron gazi, kuantum
Hall olay1, Mach-Zehnder interferometresi, Thomas-Fermi yaklasimu.
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In this study, some Quantum Hall effect based devices realised using the two dimensional
electron gas formed on the semiconductor junction interfaces were investigated by using Thomas-Fermi
approximation in a self consistent manner. Poisson equation, which describes the electrostatics of the
system was solved numerically using the finite difference method and in order to speed up the
calculations of electron density and potential profiles succesive over relaxiation and multigrid method
were employed.

Quantum Hall bar and electronic equivalents of Aharonov-Bohm interferometer and
Mach-Zehnder interferometer can be realized by using the edge states formed in a two dimensional
electron gas under high magnetic fields. We have investigated in detail how the electron distribution and
potential profiles depend on various parameters such as the applied magnetic field strength and the gate
potential in quantum in these devices. Obtained results were compared with those found in the literature
and it was observed that the results, in general, agree very well with both theoretical and experimental
ones found in the literature. Especially, the magnetic field range for the observation of Aharonov-Bohm
oscillations and the area enclosed by the interferometer were observed to increase linearly by the applied
gate voltage in the low voltage region. This behaviour is consistent with the experimental results however
as the gate voltage is increased our calculations predict that this linear behaviour diappears.
Unfortunately, we could not reach to any experimental data in this range to make a comparison.

Keywords: Aharonov-Bohm interferometer, Mach-Zehnder interferometer, quantum Hall
effect, Thomas-Fermi approximation, two dimensional electron gas.



ONSOZ

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiine Doktora tezi olarak sunulan bu
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elektron gazinda gozlenen Kuantum Hall olayinda olugsan kenar durumlari, elektron
demetine ve 1s18a benzetilerek bazi interferometreler calisilabilir. Boylece kuantum
mekaniginde ve optikteki bazi ilging olaylarin kuantum Hall olay1 yardimiyla inceleme
firsatt dogar. Biz de bu c¢alismamizda bu interferometrelerin kuantum Hall olay1
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1. GIRIS

Hall Olay1; 1879 yilinda bir iiniversite 6grencisi olan E. H. Hall’in manyetik
alan i¢indeki akim tasiyan bir telde, manyetik alanin tele mi yoksa akima mi etkidigini
merak etmesiyle baglamistir. Bir deney diizenegi tasarlayarak manyetik alan i¢inde akim
tasiyan telde hem akim yoniine, hem de manyetik alana dik bir potansiyel fark
olustugunu gozlemistir (Hall, 1879). Bu potansiyelin uygulanan akima oranmi1 da Hall
direnci veya enine diren¢ olarak adlandirilir. Hall direnci normal sicakliklarda
uygulanan manyetik alanla dogru orantili olarak artar. Bu olaymn Hall tarafindan
kesfedilmesinden yaklasik bir asir sonra, yeterince diisiik sicakliklarda, bu direncin

basamakli bir yapida oldugu goézlemlenmis ve 1980 yilinda K. von Klitzing, enine
direngte gdzlenen bu platolarin R, = h/ie’ seklinde kuantumlu oldugunu géstermistir
(von Klitzing ve ark., 1980). Burada h Planck sabiti, e elektronun yiikiidiir ve i’ de

doluluk ¢arpaninin tamsay1 degeridir. Buna gore //e* =25812.807 degeri evrenseldir
ve 1990 yilindan beri direng standard1 olarak kullanilmaktadir.

Kuantum Hall Olay1 (KHO) oldukc¢a diisiik sicakliklarda ve yiiksek manyetik
alan altinda Silisyum katkili Metal Oksit Yariiletken Alan Etkili Transistor
(Si-MOYAET)’ iin transport 6zellikleri incelenirken kesfedilmistir. Diisiik sicaklik ve
yiiksek manyetik alan altinda Si-MOYAET yapisinin davranisinin incelenmesi yoniinde
ilk ol¢iimler, Fowler ve ark. (1966) tarafindan yapilmistir. Aygit {retimindeki
gelismeler sayesinde Si-MOYAET’de iki boyutlu elektron sistemleri elde edilebilmis
(Kawaji ve ark., 1975) ve bu tiir yapilarda Hall direng platolar1 gozlenmistir (Englert ve

von Klitzing, 1978). Ancak Hall platolarini h/ e’ temel degerine gore analiz etme fikri

von Klitzing’den gelmistir (von Klitzing ve ark., 1980). Bu kesfiyle K. von Klitzing
1985 Nobel fizik 6diiliinti almistir.

KHO’nin  Si-MOYAET’ de kesfinden hemen sonra benzer Olgiimler
AlGaAs/GaAs heteroyapilari igin yapilmistir (Tsui ve Gossard, 1981). Cok daha yiiksek
manyetik alanlarda ve ¢ok daha diisiik sicakliklarda (Tsui ve ark., 1982) yapilan
deneylerde diren¢ platolarinin, doluluk ¢arpaninin basit kesirli degerlerinde de
gozlendigi kesfedilmistir. Doluluk carpaninin kesirli degerlerinde Hall platolarinin
olusumunu iceren olaya Kesirli Kuantum Hall Olay1 (KKHO) denmektedir. KKHO nin

anlasilmas1 yoniinde ilk teorik ¢aligmalar ise Laughlin (1983) tarafindan yapilmistir. Bu



calismalar1 sonucunda H. L. Stérmer, D. C. Tsui ve R. B. Laughlin 1998 Nobel fizik
odiiliinti kazanmiglardir.

Tamsay1r KHO konusunda ilk yaymlanan makalelerde platolarin neden olustugu
agiklanamamustir. 11k donemlerde platolarin varligmm, Landau seviyelerinde olusacak
olan yerellesmis ve genislemis durumlardan kaynaklanabilecegi diislinlilmiistiir
(Laughlin, 1981). Ancak, sisteme digsaridan uygulanan potansiyel hesaba katilmamis
oldugu i¢in bu teori de yetersiz kalmistir. Bir dis potansiyel gibi degerlendirilebilecek
olan kenar etkilerinin géz Oniine alinmasiyla, elektronlarin yapmin kenari boyunca
olusan ve tam dolu Landau seviyeleri arasinda kalan dar kanallar i¢cinde hareket ettigi
disiiniilmistir (Halperin, 1982). Daha sonra elektronlarin perdeleme etkisinin
katilmasiyla etkin elektriksel yapmin sikistirilamaz ve sikistirilabilir seritlerin arka
arkaya siralanmasiyla olustugu fikri Beenakker (1990) ve Chang (1990) tarafindan
ortaya atilmistir, ancak sikistirilabilir ve sikistirilamaz seritlerin bu nitel tanimlamasinda
seritlerin konum ve genigliklerinin nasil elde edilebilecegi iizerine nicel bir yaklagim
verilmemigtir. Sikistirllamaz ve sikistirilabilir seritlerin genisliginin hesaplarinda
Chklovskii ve ark. (1992), gelistirdikleri elektrostatik modelde problemi analitik olarak
cozerek, sikistirilabilir ve sikistirilamaz seritlerin genisligini ve konumunu nicel olarak
elde etmislerdir. Chklovskii ve ark. (1992)’nin 6ncii ¢aligmalarinin ardindan Gerhardts
ve arkadaslar1 (Lier ve Gerhardts, 1994; Oh ve Gerhardts, 1997) bu hesaplar1 6z uyumlu
olarak Thomas-Fermi yaklagimi ile birlestirmislerdir. Daha sonraki yillarda daha
gercekel hesaplamalarda Hartree yaklasimi (Giiven ve Gerhardts, 2003; Siddiki ve
Gerhardts, 2004) ve Yogunluk fonksiyoneli teorisi (Ihnatsenka ve Zozoulenko, 2006;
Ihnatsenka ve Zozoulenko, 2008%) kullanilarak sikistirilabilir ve sikistirllamaz seritler
detayl bir sekilde incelenmistir. Tiim bu ¢alismalarda etkin olarak bir veya iki boyutlu
Poisson denkleminin ¢6ziimii, basitlestirilmis geometrilerde analitik olarak ifade
edilebilen Green fonksiyonlar1 kullanilarak yapilmistir. Gergek {i¢ boyutlu sistemlerde
Green fonksiyonlarinin elde edilmesi ve Poisson denkleminin sayisal ¢6ziimii i¢in
kullanim1 pratik olarak neredeyse imkansizdir. Bu sebeple simdiye kadar gelistirilen
yaklasimlarin gercek {i¢ boyutlu sistemlerde kullanilmasi pek olasi goziikmemektedir.

Yukarida bahsi gecen kenar kanali terimi ilk baslarda, esasinda akimin aktig1 yer
olarak belirtilmistir. ki boyutlu elektron gazinda (2BEG) olusan sikistirilamaz ve
sikigtirilabilir  seritlerden hangisinin akimi tasidigi, devamli bir tartisma konusu
olmustur. Uzun bir siire sikistirilabilir seritlerin akimi tagidigi ve sikistirilamaz geritlerin

bir yalitkan gibi davrandigi ve kenar kanali olarak da sikistirilabilir seritler kabul



edilmistir. 2000’li y1illarin basinda yapilan bir seri deney sonucunda (Ahlswede ve ark.,
2001; Ahlswede ve ark., 2002; Weitz ve ark., 2000%; Weitz ve ark., 2000b) akimin
sikistirilamaz seritler boyunca tasindigi ortaya konulmustur. Bu sonuglar, teorik olarak
Gerhardts ve arkadaslar tarafindan dogrulanmistir (Giiven ve Gerhardts, 2003; Siddiki
ve Gerhardts, 2004; Siddiki ve Gerhardts, 2004; Gerhardts 2008 ).

KHO, ilk olarak kuantum Hall ¢ubugu ad1 verilen kuantum telinde olusan 2BEG
lizerinde gozlenmistir. 2BEG, iki farkli yariiletken arasindaki arayiizeyde sekillenir.
Boyle bir yap1 genelde, Molekiiler Demet Epitaksi yontemiyle biiyiitilmektedir. Ayrica
sistemi smirlamak icin kimyasal kesme (etching) veya gerilimle beslenmis kapi
kullanilir. Bu sinirlandirmalarla farkli sekil ve geometrilerde olusturulan kenar
kanallarinin, elektron veya 151k demeti yerine kullanilmastyla kuantum mekaniginde ve
optikte karsilagilan bazi olaylarin kuantum Hall olayina dayanan benzerlerini deneysel
olarak gozlemek olasidir. Bu tiir diizeneklere kuantum Hall olay:1 tabanli araglar adi
verilir. Bunlarin en ¢ok ilgi g¢ekenleri Aharonov-Bohm (AB) interferometresi ve
Mach-Zehnder (MZ) interferometresidir. AB interferometresindeki elektron demeti ve
MZ interferometresindeki 11k demeti yerine, kuantum Hall rejimindeki sikistirilamaz
seritler  kullanilarak  bu  interferometrelerin  benzerleri  tasarlanabilir. MZ
interferometresinin elektronik olarak gézlenmesi (Ji ve ark., 2003), kuantum Hall olay1
tabanli araclara olan ilgiyi artirmistir. Bu olay1 takiben kuantum Hall olay: tabanli bir
AB interferometresinde AB osilasyonlar1 deneysel olarak gézlenmistir (Camino ve ark.
2005). Ayrica literatiirde, kuantum Hall rejiminde bu etkiyi iceren teorik ¢alismalar da
mevcuttur (Jain, 1988; Biittiker, 1988).

Yukarida bahsedilen kuantum Hall olayr tabanli araglarda sikistirilabilir ve
sikigtiritlamaz  seritlerin uzaysal dagilimini belirlemek i¢in Poisson denklemini {ig¢
boyutlu ¢6zmek gerekir. Green fonksiyonlar1 yontemiyle Poisson denkleminin ¢6ziimi,
bir veya iki boyutta 6zel sinir kosullar1 altinda son derece basit geometriler i¢in elde
edilebilir. Daha karmasik geometriler igeren uygulamalarda, Green fonksiyonlarinin
kullanim1 imkéansizlasir. Boyle durumlarda Poisson denkleminin dogrudan sayisal
¢ozlimiiniin yapilmasi daha uygulanabilir bir yaklagim olacaktir. Bu amagcla tiim sistem
yeterince ayrintili bir 6rgii (mesh) ile temsil edilir ve Poisson denklemi bu 6rgii lizerinde
uygun bir sayisal yontem kullanilarak ¢ozilebilir (Kavruk, 2010). Ancak bodyle bir
yaklasimla, sistemin {i¢ boyutta bir 6rgiiye boliinmesi sonucunda, tiim hesaplamalarin
cok biiylik sayida nokta iizerinde yapilmasi gerekir ve buna bagl olarak hesaplama

siiresi ¢ok biiylimektedir. Bu sebeple hesaplama siiresini azaltacak yontemlerin



kullanim1 son derece dnemlidir. Bu ¢alismada Poisson denkleminin sayisal ¢éziimiinii
hizlandirmak i¢in ardisik durulma ve multigrid yontemleri kullanilmistir. Calismamizda
KHO’n1 ve bu olaya dayanan araglarin teorik incelemesini yapmaya ve bunlarin
geometrik esdegerlerinin 6z-uyumlu simiilasyonlarini elde etmeye calistik.

Bu doktora tezinin II. bolimiinde klasik Hall olaymin ne oldugu ve hangi
temellere dayandigi teorik olarak anlatilmigtir. III. boliimde Kuantum Hall olayinin
gozlenebilmesi i¢in gerekli olan 2BEG ve Landau seviyelerine deginilmis ve olay1
aciklayabilecek olan modeller anlatilmistir. IV. boliimde tezimizin adini olusturan
kuantum Hall olay1 tabanli araglar anlatilmistir. V. bélimde bu tezde kullanilmig olan
sayisal yontemlerden bahsedilmis, VI. boliimde ise kuantum Hall olay1 tabanl araglarda
yapilan hesaplamalar ve sonuclar kismi verilmistir. Son olarak VII. boliimde ise

degerlendirme ve Oneriler verilmistir



2. KLASIK HALL OLAYI
2.1. Klasik Hall Olayimin Aciklanmasi

1879 yilinda E.H. Hall’in manyetik alan icindeki akim tasiyan bir tel igin
manyetik alanin, tele mi yoksa akima mi etkidigini gozleyebilmek amaciyla tasarladigi
deneyde; bir manyetik alan igine yerlestirilen iletken bir telin her iki kenarma
galvanometrenin problar1 baglanmistir. Boylelikle manyetik alan akima etkirse, bu
akimi telin bir tarafina dogru siiriikleyecek ve boylece tel {izerinde enlemesine Ol¢iilecek
gerilimde bir artisa sebep olacaktir. Bu da, telin kenarlarina baglanmis olan
galvanometrede goriilecek bir sapmaya sebep olacaktir.

Hall, baslangigta deneyi glimiis bir tel ile yaparken basarisiz oldu, bu nedenle
hocasi olan H. Rowland iletken tel yerine ince altin yapraktan olusan bir seritle deneyi
tekrarlamasin1  Onerdi. Deney altin serit ile tekrarlaninca manyetik alanin etkisi
sonucunda galvanometrede kalic1 bir sapma gozledi. Boylece kenarlar arasindaki enine
potansiyel fark, bundan boyle Hall gerilimi olarak adlandirildi. 1879 yilinda elektron
kavrami heniiz yokken yapilan bu agiklama oldukca 1yidir (Hall, 1879).

Hall olay: giiniimiizdeki teoriler cergevesinde soyle ifade edilir: Iginden i akimi
gecen iletken bir serit, iletken diizlemine dik z yoniinde bir manyetik alan igine
yerlestirildiginde akim ve manyetik alanin her ikisine de dik dogrultuda enine bir

gerilim gozlenir. Bu olaya Hall olayi, olusan V,, gerilimine Hall gerilimi ve bu
durumda enine olusacak elektrik alanna da £, Hall elektrik alan1 denir.

AZ
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v

Sekil 2.1. Bir manyetik alan altinda i¢inden akim gecen iletken bir serit



Sekil 2.1°de Hall olay1 basit olarak gosterilmistir. Burada olusan Hall alani
J x B yoniindedir. Sekilde akim + y yoniinde akarken elektronlar, — y yoniinde ¥ hizi
ile stiriiklenirler. Manyetik alandaki yiiklii parcaciklara etkiyen manyetik kuvvet
q(ﬁ X E) seklindedir. Buna gore bu iletken i¢indeki g =—e yiikli elektronlara etkiyen
kuvvet

—

F, = ql3x B)=—el—j x Bk )= evBi @.1)

v
<

FH++++++++++H++H

Sekil 2.2. Klasik Hall olayinda iletkenin yan kenarlar1 arasinda elektrik alan olugsmasi

olur. Bu kuvvetin etkisiyle elektronlar + x yoniinde saptirilirlar. Bu sapma sonucunda
iletkenin +x yonilinde negatif bir yiiklenme olurken, —x yonilinde de elektron
eksikliginden dolay1r pozitif bir yiiklenme olusur. Bu yiiklenme sonucunda, kararli
duruma gecildiginde iletkenin i¢inde +x yoniinde E,, elektrik alani olusur ve bu alan,
manyetik alanin olusturdugu kuvveti dengeleyecek biiyiikliikte olur. Boyle bir durum
Sekil 2.2°de gosterilmistir. Bu elektriksel kuvvet

F, =qE, =—eE,i (2.2)
seklindedir. Bunu biiyiikliik olarak manyetik kuvvete esitlersek

E, =By (2.3)
seklinde £, elektrik alani elde edilir ve neticesinde d genislikli iletkende

V, =E,d=Bvd (2.4)

olur.



Yiikleri -e olan pargaciklarin v ortalama hizi, akim yogunluguna
J =—nev (2.5)
denklemiyle baglidir. Burada n, birim hacimdeki yiiklii pargacik sayisini vermektedir.
Bu durumda Hall alam

E, =Bv= (— ijJB (2.6)
ne

olacaktir. Buradaki —1/ne katsayisina Hall katsayis1 denir.
2.2. Drude Modeli

Diger katilarda bulunmayan elektrigi ve 1siy1 iletme, genlesme, sekil verilebilme
ve parlak ylizeye sahip olma gibi pek cok carpici oOzellikleriyle, metaller katilar
diinyasinda olduk¢a o6zel bir konuma sahiptirler. Genelde karsilasilan katilarin
cogunlugu metal olmamasina ragmen katihal fiziginin anlasilmasinda metaller 6nemli
bir rol oynamislardir.

1897 yilinda J. J. Thomson’un elektronu kesfi bilim diinyasinda ¢ok biiyiik bir
etki yapti (Thomson, 1897). Bu kesiften 3 yil sonra 1900 yilinda Paul Drude, gazlarin
kinetik teorisini elektronlar1 kullanarak metallerdeki iletim mekanizmasina uyarladi
(Drude, 1900). Gazlarin kinetik teorisinde gaz molekiilleri, 6zdes kat1 kiireler olarak
kabul edilir ve bunlar birbirileriyle carpisana kadar yollarinda diiz ilerlerler. Tek bir
carpismada harcanan zamanin ihmal edildigi varsayilir ve her g¢arpisma esnasinda
meydana gelen kuvvetler hari¢ hi¢bir kuvvetin parcaciklar arasinda rol oynamadigi
varsayilir.

Drude modeline gore metalik bir elementteki atomlar bir metal olusturmak icin
bir araya getirildiginde atomlardaki valans elektronlari, diger atomlarin potansiyelleri
nedeniyle kopmus hale gelir. Bu valans elektronlar1 metal boyunca serbest¢e hareket
edebilirler. Bu kopmus serbest elektronlarin sayis1 kadar pozitif yiiklii iyon olusur. Bu
modelde pozitif yliklii iyonlarin hareketsiz oldugu diisiiniiliir.

Tek bir atomun ¢ekirdegi eZ yiikiine sahip ise ¢ekirdegin ¢evresindeki Z, tane
elektronun yiikii —eZ,, ’dir. Cekirdegin biraz ilerisinde de zayif bagh valans elektronlar
Z tane olsun. Aradaki Z, — Z farkina karsilik gelen elektronlar, ¢ekirdege nispeten daha

giiclii baghdir ve kor elektronlar1 olarak bilinirler. Atomlar, metal olusturmak i¢in bir

araya geldiklerinde kor elektronlar1 ¢ekirdege bagli kalarak metalik iyon sekli



olustururlar. Ancak zayif bagli valans elektronlar1 ait olduklar1 atomdan c¢ok uzakta
gezinirler. Metalik yapida bunlar iletim elektronlar1 olarak adlandirilirlar. Boylece
Drude, gazlarin kinetik teorisini “iletim elektronlar1 gazina” uygulamistir. Drude
modelindeki temel varsayimlar sunlardir:

1. Elektronlarin birbirleriyle ve iyonlarla etkilesmesi ihmal edilir. Bodylece
disaridan uygulanan alanlarin varli§inda, her elektronun hareketi Newton un
hareket kanunlar ile belirlenir ancak diger elektronlar ve iyonlar tarafindan
iiretilen ilave karmasik alanlar thmal edilir.

2. Kinetik teorideki gibi Drude modelindeki ¢arpigsmalar, bir elektronun hizini sert
bir sekilde degistiren ani olaylardir. Drude, bu ¢arpigsmalari, elektronlarin igine
girilemez iyon korlarindan si¢ramasi olarak diistinmiistiir.

3. Verilen bir anda rasgele secilen bir elektron, bir ¢arpismadan digerine kadar 7
siiresince hareket edecektir. 7 zamani durulma (relaxation) zamani olarak
tanimlanir. Drude modelinin en basit uygulamalarinda z zamani, bir elektronun
hizindan ve konumundan bagimsiz alinir. Cogu uygulama i¢in bu oldukg¢a iyi bir
yaklagimdir.

4. Elektronlarin cevreleriyle termal dengeye, sadece ¢arpigsmalar yoluyla ulastigi
varsayilir. Her carpismadan sonra elektronun sahip olacagi hiz, ¢arpismadan
onceki hiziyla iligkili degildir. Ancak rasgele dogrultu ve hiza sahip ¢arpigmalar,
carpismanin oldugu yerde etkili olan sicaklik ile orantilidir (Ashcroft ve

Mermin, 1976).

Ohm yasasina gore bir telde akan 7/ akimi, tel boyunca 6l¢iilen V' potansiyeli ile
orantilidir. Burada telin direnci olan R, telin boyutlarina bagl iken, potansiyel fark ve
akimdan bagimsizdir. Drude modeli bu davranis1 hesaba katar ve telin yapildigi metalin
karakteristik bir 6zelligi olan ve nicel olarak ifade edilebilen 6zdireng kullanilarak

direncin, numune sekline olan bagimlilig: elimine edilir. Bu durumda p 6zdirenci,
metalin igindeki bir noktadaki elektrik alan ve ; akim yogunlugu arasindaki oranti
sabitidir, yani

E=pj 2.7)
seklindedir. ; akim yogunlugunun bityiikliigii, j vektoriine dik birim alandan birim

zamanda gegen yiik miktaridir. Boylece eger tekdiize bir / akimi, L uzunluklu ve enine

kesit alan1 4 olan bir tel boyunca akarsa akim yogunlugu



Jj= = (2.8)

olacaktir. Tel boyunca potansiyel fark V'=EL oldugundan
V=EL=pjL=IpL/A (2.9)

elde edilir, ve boylece Ohm kanunundan

olur.

Eger birim hacim basma » tane elektronun hepsi v hiziyla hareket ederse, akim
yogunlugu ile hiz paralel olacaktir. Dahasi, bir df zamaninda elektronlar v hiziyla bir
vdt mesafesi kadar ilerler ve bir 4 alanin1 gecen elektron sayisi nvdtA olacaktir. Her
elektron bir e yiikii tasidigindan df zamaninda A y1 gegen yiikk —nevAdt olacaktir. Bu

durumda akim yogunlugu

_ l[@j _ l(_ ”@‘M) = _ne¥ @.11)

A dt

Elektrik alanin yoklugunda elektronlar, herhangi bir yonde hareket edebilirler
boylece hi¢ elektriksel akim yogunlugu yoktur. Ancak bir E elektrik alanin varliginda,
alana z1t yonde bir hiz olacaktir.

Bir elektronun yaptig1 son ¢arpismadan bu yana gecen siire ¢ olsun. Elektronun

carpismadan hemen sonraki hizi v,’a, carpismadan sonraki ¢ siiresi i¢inde kazanilan

—eEt/m hizi eklenir. Elektronun carpismadan sonraki hiz dagiliminin izotropik

oldugunu varsayarsak v,’in ortalama hiza katkis1 olmayacaktir. Ortalama hiz boylece,

—eEtr/m olur. 7 burada ardisik carpigsmalar arasinda gegen siirenin ortalamasi olan

durulma zamanidir. Boylece akim yogunlugu,

]=("eerE 2.12)

m
olur. Ozdirencin tersi iletkenlik oldugundan (o =1/ p), Bu denklem
j=oE (2.13)

olur ve iletkenlik

(2.14)
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Herhangi bir t zamanindaki ortalama hiz p(¢)/m’dir. Burada p, elektron basina

toplam momentumdur. Boylece akim yogunlugu

J =-—nev = —neM (2.15)
m

olur. ¢ aninda elektron basina momentumun p(¢)ile verildikten sonra, bir dt zaman
sonraki elektron basina momentumu p(¢ +dr)ile hesaplayalim. Rasgele alinan bir

elektronun ¢ an1 ile f+dt ani1 arasinda c¢arpismaya ugrama olasiligt df/7 iken

carpismaya ugramama olasiligt 1—dt/z dur. Elektron carpigmaya ugramasa da bir

7(#) kuvvetinin etkisi altinda f(f)df momentumu kazanir. Béylece elektron basina

ortalama momentum 13(t)+]7(t)dt olur. r+dt igindeki ¢arpismaya ugramayan

elektronlardan gelecek katki,

B(t+di) = (1 _ %)[ﬁ(t) + F@ydt)= poy+ Foydr - [%j 5(t)— @ @’ (2.16)

olur, p(¢) sola alimip her iki taraf df ile boliinerek (df) — 0 limitinde ortalama

momentumun zamanla degisimi i¢in

dt T

denklemine ulasiriz.

+£(0) 2.17)

2.3. Manyetik Alanda Hareket

Bir dis E elektrik alaninda ve z yoniindeki B manyetik alaninda —e yiiklii
elektrona etkiyen Lorentz kuvveti,
F=—eE+vxB) (2.18)
seklindedir. Drude’ye gore carpismalar yokken elektronlarin davranigini tanimlayan

(2.17) denkleminden

f(t)=%+& (2.19)

olacaktir. Bu kuvveti Lorentz kuvvetine esitlersek ve p =mv yazarsak

[d(iv) + lmﬁj =—e¢E—evxB (2.20)
dt T
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olur. Kararlt durumda akim zamandan bagimsiz olur ve zamana bagh tiirevler sifir olur.
Burada manyetik alanin z ekseni dogrultusunda oldugu goz oOniinde bulundurulursa,

kararli durum i¢in v hizinin bilesenleri

V. :—ﬂEx —ﬁvyB

m m
v, :—;—TEy +%va 2.21)
vz =_£Ez

m

olur. Burada eB/m parametresi, @, siklotron frekansi olarak tanimlanip E’li terimler

yalniz birakilirsa

vV, toTv, = —e—TEx (2.22)
m
v~V =—E, (2.23)
m
v =-LF (2.24)
m

ifadeleri elde edilir. (2.22) denklemini @,z ile ¢arpip (2.22) ve (2.23) denklemlerini
toplayalim.

2
ew T er

< F —F 2.25

m - om 7 (2.25)

22 _
@ TV, +v, =

Buradan v, ¢ekilerek —ne ile ¢arpilirsa

1 ne*w r* ne’r
—nevy:( { mc E + - Ey (2.26)

1+ w7’ )
elde edilir. Bu ifadenin sol tarafi, akim yogunlugu ;nin y bilesenidir ve burada

n€2T

= 0, olarak tanimlandiginda

: o,
]y = —neVy = (ﬁ)[a)ﬂ' Ex + Ey] (2.27)
I+w7
elde edilir. Benzer sekilde (2.23) denklemini —w,z ile garpip (2.22) ve (2.23) i

toplarsak j nin x bilesenini elde ederiz.

j. o =—nev, = (H"ﬁ)[E —w,7E,] (2.28)

Tensor olarak akim yogunlugu



gl L e (2.29)
Jy _i1+a)fr2i T 1 \E, '

seklinde yazilabilir. j = o E oldugundan buradaki o ifadesi

o, 1 —.T
o= 2.30
(1+wlc? i(a)cr 1 J (239)
seklinde iletkenlik tensdrii olarak adlandirilir. Tletkenligi tensdr bilesenleri cinsinden
o o
o= ( o w J (2.31)
X »
seklinde yazabiliriz. (2.30) ve (2.31) denklemlerinin karsilastirilmasiyla

o, o,0.T

T = 0w = (l+w?c?) Ty =7 :_i1+a)2r2 ) (2.32)

12

elde edilir. Burada o, boyuna iletkenlik, o Hall iletkenligi olarak adlandirilir.

Bunlarin yardimiyla 6zdirengler de bulunabilir.

Ozdireng tensoriinii bilesenleri cinsinden

o P
o= (/’ v (2.33)
pyx pyy

seklinde yazabiliriz. o= p~' oldugundan (2.33) matrisinin tersini alip Ozdireng
bilesenlerini

o Oy xx —Fx
( v =%( P pyJ (2.34)

O-yx O-yy pxx + pxy px}’ pvoc

seklinde bulabiliriz. Bu ifadeden 6ziletkenlik ve 6zdireng bilesenleri arasinda

0,=0,= LZ ve o, =0, = __Po (2.35)

Pec + Do, Pe + 13,
bagintilar1 elde edilebilir.

Benzer sekilde 6zdireng, p =o' seklinde dziletkenligin tersi oldugundan

. P o, —O
P i =% ¥ (2.36)
,ny ,Oyy O'xx+0xy ny (o

ifadesi bulunabilir. Buradan da 6zdireng bilesenleri 6ziletkenlikler cinsinden

O

o o
P = Pyy ol + O'fy Py Py oo+ O'fy 37)

seklinde elde edilir.
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Simdi varsayalim ki bir 7 akim1 dikdortgen bir numune boyunca aksin. Boyle bir
yapida akim yogunluklari denklem (2.27) ve denklem (2.28) deki gibidir. Gergek bir

numunede akim y yoninde gubuktan ¢ikamayacagi i¢in j, =0 alimr. Bdylece

denklem (2.27)
lo
0= 0 otE +FE 2.38
(m)[ T E, y] (2.38)
olur. Buradan da

E =-w tFE, (2.39)

y

olur. Boylece x yoniindeki akim yogunlugu

o E lo 1 o,k
. 0 y 0 0y
= - -0 |=- E tor|= 2.40
Jx (1+a)f 12){ oxs ¢ y} (1+a)fz'2) y(a)cr ¢ J T ( )

c

seklinde elde edilir. (2.40) denkleminde @, =eB/mve o, =ne’r/m ifadeleri yerine

koyulursa
j. = —%Ey (2.41)

olur. Ayniifade £, =-w, 7 E, igin diizenlenirse

. O- a
R L

ifadesi bulunur.

j= oF seklinde yazilabiliyorsa E= pJ seklinde yazilabilir. Tensorlii olarak bu

ifade

[E] _ (pxx Py J[J] 2.43)
E,) \Pu Py NIy

seklinde yazilir.

E =podt Pyl (2.44)

E,=poji+ Py, (245)

ifadelerinde j, = 0’1 koyarsak
E =p_Jj. (2.46)

B, =Pyl (2.47)
bulunur, Denk.(2.46)’da Denk.(2.42) kullanilirsa



E E 1 m
j. o,E. o, ner

olur. Diger taraftan Denk.(2.47)’de

L E_E B
g _ne ne
B y

bulunur. Burada

m

2
ner
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(2.48)

Denk.(2.41) kullanilirsa

(2.49)

(2.50)

boyuna 6zdireng goriildiigii gibi bir sabit iken

B

pxy :_pyx:E

2.51)

Hall 6zdirencidir. Bu ifadelerin manyetik alanla degisimi Sek.2.2 de gosterilmistir.

Buna gore Hall 6zdirenci olan p, , B manyetik alani ile dogru orantilidir. Deneysel

olarak yiiksek manyetik alan altinda ve diisiik sicakliklarda bu 6zdirenglerin manyetik

alanla degisimi, Sekil 2.2.b’de gosterilmistir (Jeckelmann ve Jeanneret, 2001). Denklem

2.57 ve 2.58’in Ongordiigiinden farkli olarak Hall direncinde basamakli bir yapi

gozlenirken, boyuna diren¢ basamaklara karsilik gelen bolgelerde sifirlanip basamak

gecislerinde maksimumlar sergilemektedir. Boyle farkli bir sonucun elde edilmesinin

kuantum mekaniksel olarak agiklanmasi bir sonraki boliimde ele alinacaktir.

p A
pxy

0 2 3 6 8 10 12

Sekil 2.2. a) Klasik Hall olayinda boyuna ( 0, ) ve enine 6zdirenglerin ( pxy) manyetik alanla degisimi.

b) Bu 6zdirenglerin yiiksek manyetik alan altinda ve diisiik sicakliklardaki degisimi (Sekil, Jeckelmann ve

Jeanneret (2001)’den alintilanmugtir.)



15

3. KUANTUM HALL OLAYI
3.1. Serbest Elektron Modeli

2. Bolimde ele alinan Drude modeli, katilarin elektriksel davraniglarini
aciklamakta bir¢ok agidan yetersiz kalmistir. Bu yetersizliklerin giderilmesi i¢in Drude
modelinin kuantum fizigiyle birlestirilmesiyle serbest elektron modeli gelistirilmistir.
Serbest elektron modelinde elektronlar, sonlu derinlikteki bir kare potansiyel i¢inde
bagimsiz olarak hareket eden parcaciklar olarak diisiiniiliir. Bu modelde iletken i¢indeki
elektronlar, serbest pargaciklarin olusturdugu bir gaz gibi davranir. Ayrica elektronlar
aras1 etkilesmeler ihmal edilir. Elektronlarin i¢inde bulundugu kuyuyu, xyz koordinat
sisteminde bulunan L kenarli ve V" hacimli bir kiip olarak diisiinelim. Ug boyutta serbest
parcaciklar i¢in Schrodinger denklemi,

n(oe* o & - -
‘%(axz e azzJW(r)za,,(r) G

olur. Her bir kenar1 L olan bir kiip icindeki elektronlarin dalga fonksiyonu igin
periyodik sinir kosullari

y/(x +L,y, z) = 1//(x,y, z)

w(x,y+L,z)=y(xyz) (32)
l//(x,y,z + L) = l//(x,y, Z)

olur. Bu kosullar altinda Schrodinger denkleminin ¢6ziimii

v, (F) = ﬁe”” (3.3)

ifadesi seklinde ilerleyen diizlem dalga yapisinda olurlar. Burada JN normalizasyon
katsayisidir ve bu dalga fonksiyonlari, (3.2) denklemindeki periyodiklik kosulunu
saglamalidir. £ _icin:

ik, (x+L) ik L ik, x

y(x+L,y,2)=e"""y(y,z) =" y(y,2) =" y(x, y,2) (3.4)

Burada periyodiklik sartinin saglanabilmesi igin ™" =1olmalidir. n, bir tamsayi

i2wn,

olmak ftizere e =1 olduguna gore k L =27n_ olacag kolayca goriiliir. Diger

—

bilesenler i¢inde benzer sonuglar elde edilir ve n ,n ,n_tamsayilar olmak tizere k

dalga vektoriiniin bilesenleri
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(3.5)

_27n,

B 27n, k=
L
seklinde verilir. k uzayimdaki dalga vektérleri 277/ L ile dlgeklidir. Iki boyutlu durum

X = L
Sekil 3.1 de gdsterilmistir. Burada birim nokta basina hacim (27/L)* ile verilir.

Sekil 3.1. iki boyutlu k uzayindaki noktalar. Burada birim nokta basmna alan (277/ L)? dir
(3.6)

Denk.(3.3) ile verilen dalga fonksiyonu
(3.7

272 2

e="F ke k)
2m  2m g

momentumuna karsilik gelir. Dalga vektoriinlin biiytikliigii ile 4 dalga boyu arasinda

enerjisine ve

p=hk

k =2/ A iliskisi vardir.
Kuantum mekaniginde p ¢izgisel momentumu —.ﬁ operatoriiyle ifade edilir.
i

(3.8)

Denklem (3.3) teki dalga fonksiyonu, p operatorii i¢in

- ho o -

Py (1) ==V, (7) = hky, (r)

ifadesi yazildiginda hk 0zdegerine karsilik gelen Ozfonksiyon olur. Buradan da
(3.9)

k durumundaki pargacigin hizi

ik
m
Bu sistemde elektronlarin etkilesmedigini varsaydigimizdan N tane elektronu en

3 |

V=

olur.
diisiik enerji seviyesinden itibaren yukariya dogru doldururuz. Bu seviyelerin enerjileri
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dalga vektoriiniin karesiyle dogru orantili oldugundan N tane serbest elektronun taban
durumu bir kiireyle ifade edilebilir. Kiirenin ylizeyindeki en iist dolu olan seviyenin

enerjisi, Fermi enerjisi olarak adlandirilir ve
2
Ep = h k; (3.10)
2m

. e . . .4
ile gosterilir. Buradaki kiirenin yarigapt &, ve hacmi Eﬂ'k; olarak yazilir. k£ uzayinda

her (27/L)° hacim elemam icinde bir dalga vektdrii yer alir. %ﬁk; hacmi i¢indeki

toplam durum sayisi

LAk /3 _ L

- =N 3.11
Qz/Ly? 3z° " G-11)

olup burada 2 ¢arpani, her & durumuna spin dejenerasyonu sebebiyle iki elektron

yerlesebilmesinden kaynaklanir. Burada L’ =¥ hacim olarak tanimlanirsa (3.11)

denkleminden
37[2]\] 1/3
k. :( v j (3.12)

bulunur. &, yardimiyla Fermi enerjisi

LW (3z2N]2/3

“om T oml v

£, (3.13)

seklinde yazilabilir (Ashcroft ve Mermin, 1976; Kittel, 1996; Hook ve Hall, 2006).
3.2. Enerji Bant Modeli

Serbest elektron modelinde elektronlarin alabilecegi enerji degerleri Denk.(3.6)

ile gosterilmekte olup, serbest elektronlarin dalga fonksiyonlar1 ilerleyen dalga

yapisindadir. Elektronlarin enerjilerinin k uzayindaki grafigi Sekil 3.2.a’daki gibidir.
Bu yaklagimda elektronlarin, malzeme i¢inde tamamen serbest oldugu kabul edilir.
Gergekte elektronlar sinirli malzeme i¢inde tam anlamiyla serbest degildir ve bu model
metaller, yariiletkenler ve yalitkanlar arasindaki farki agiklayamamaktadir. Bunlarin
arasindaki farki agiklayabilmek icin serbest elektron modelini, kristallerdeki periyodik

orgli yapisini hesaba katacak sekilde genisletmek gerekir.
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QN

Zz
a

Sekil 3.2. a) Serbest elektron modelinde enerjinin k dalga vektoriiyle degisimi. b) Orgii sabiti @ olan
dogrusal bir 6rgiide enerjinin dalga vektoriiyle degisimi. Sekilde gosterilen enerji araligt k& ==+ /a daki
Bragg yansimastyla iligkilidir.

Atomlar ve molekiiller maddeyi olustururken ozellikle kristallerde belirli bir
periyodik diizene gore yerlesirler. Bu periyodik diizene 6rgii denir. Simdi 6rgii sabiti a
olan dogrusal bir kristali ele alalim. Bu yapida k& dalga vektorlii bir dalga, (IE +G)? =k>

Bragg kosuluna gore kirilacaktir ve & tek boyutta
1
k=i5G=in7z/a (3.14)

haline gelir. Burada G=27zn/a ters orgii vektdrii ve n bir tamsayidir. ik kirilma ve
ilk enerji aralig1 k =+x/a’da olusur. k uzayinda — 7 /ave n/a arasindaki bolgeye bu
orgliniin birinci Brillouin bélgesi denir.

Yar serbest elektron modelinde elektronlar arasi etkilesimler, tamamen ihmal
edilir. Bu yaklagim bize periyodik bir 6rgiideki elektronlarin bir 6rgii 6telemesi altinda
degismeyen
v, (F) =u, (F)e'*” (3.15)
seklinde dalga fonksiyonlarina sahip oldugunu séyleyen Bloch teoremini kullanmamiza
miisaade eder (Bloch, 1928). Burada u, kristal orgiiniin periyoduna sahip bir
fonksiyondur.

Simdi tek boyutlu 6rgii sabiti @ olan bir orgiide potansiyeli U(x) ile gdsterelim.
Bu potansiyelin U(x) =U(x+a) Orglii Oteleme islemi altinda degismez oldugunu
biliyoruz. Kristal 6rgili 6telemesi altinda bir fonksiyon, G ters orgii vektorleri cinsinden

Fourier serisine
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U(x)=D Uge'™ (3.16)
G
seklinde agilabilir. Bu ifadeyi dalga denkleminde yerine koyarsak
p’ P’ »
U |y () =| S+ D Uge'™ w(n) =cyp(x) (3.17)
2m 2m 5

ifadesi elde edilir. y(x) dalga fonksiyonu sinir kosullarini saglayan tiim & dalga sayilari

tizerinden bir Fourier serisi olarak yazilabilir:

w(x) =Y C(k)e™ (3.18)
k
Burada C(k) bir katsayidir. Bu denklemi Denk.(3.17) de yerine koyarsak
2
” D KEC(k)e™ +). > Uge'™Clhk)e™ = &) C(k)e™” (3.19)
2m 7 G k k
ifadesine ulasiriz. Her Fourier bileseninin katsayisi denklemin her iki tarafinda da ayni
olmalidir. Burada A, =#°k”/2m dersek denklem
(A4 —&)Ck)+ > U,Ck—G) =0 (3.20)
G

haline gelir. Burada k& + G — G seklinde periyodikligi sagladigr diisiiniilmiistiir.

Oncelikle Denk. (3.20) i birinci Brillouin blgesinin sinirinda yani k =+1G de
¢ozelim. k=1G ve A, =h*(LG) /2m igin
(A-e)CEG)+UC-1G)=0 (3.21)

ve k =—1G igin

A-e)C(-1G)+UCEG)=0 (3.22)
olurlar. Bu iki denklemin ¢6ziimiiniin olmas1 i¢in katsayilar determinant1 sifir olmalidir:
A-¢ U

=0 (3.23)

U A-¢
buradan da
2 2 n’ 1 ~\2
(A-g) =U? ve 5=ﬂiU=2—(3G) +U (3.24)
m

bulunur. Enerji iki koke sahiptir, bunlardan birisi serbest elektron enerjisinden U kadar
az, digeri de U kadar fazladir. Denklem (3.21)’den veya (3.22)’den C katsayilar1 oram
bulunabilir:

C(-1G) e-2

o)~ U =1 (3.25)
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O halde y(x) ’in bolge sinirinda Fourier agiliminin iki ¢éziimii vardir:
l//(X) — eti/Z + e—ti/Z (326)

Coziimlerden biri enerji araligimin altindaki dalga fonksiyonu, digeri ise araligin

tistiindeki dalga fonksiyonudur.
Simdi k dalga vektoriiniin G bdlge sinir1 civarinda oldugu durum igin ¢éziimii

bulalim. Bu durumda dalga fonksiyonu

w(x) = C(k)e™ + C(k —G)e' " (3.27)
alinir ve temel denklem (3.21) den iki denklem elde edilir.
A4, —e)C(k)+UC(k-G)=0 (3.28)
A —)C(k-G)+UC(k)=0 (3.29)
Bu denklemlerin ¢dziimiiniin olmasi i¢in katsayilar determinanti
AL, —e U

=0 (3.30)

U A;-¢

seklinde sifir olmalidir. Buradan da & —&(4,  + 4, )+ 4, ;4 —U? =0 olur.
Enerji denklemini iki koki
e=1(h o+ 2) (4 o -4 Y +02]” (3.31)
olup her bir kok ayr1 bir enerji bandini olusturur.
Orgii sabiti a olan ve ¢ift N sayida ilkel hiicreden olusan dogrusal bir orgii ele
alalim. Birinci Brillouin bdlgesinde k dalga vektdriiniin alabilecegi degerler
2r 4r . Nz

k:O;i_;i_;"'
L L

. (3.32)

2

seklindedir. Her ilkel hiicre, her enerji bandina bagimsiz tek bir & degeri ile katkida
bulunur. Elektron spininin iki bagimsiz yonde olabilecegi de hesaba katilirsa, her enerji
bandinda 2N tane bagimsiz yoriinge bulunur. Eger her ilkel hiicrede bir valans elektronu
varsa bandin yarist elektronlarla dolu olur. Her atom banda iki valans elektronu
veriyorsa bant tamamen dolu olur veya her ilkel hiicrede tek valansh iki atom
bulunuyorsa bant yine tamamen doludur. Elektronlarla tamamen dolu olan en diisiik
enerji bandina valans bandi denir. Elektron bakimindan bos olan en iist enerji bandina
ise iletkenlik bandi denir. Kristal icinde valans bandiyla iletkenlik bandi arasindaki
enerji bolgesinde elektronlarin yerlesebilecegi durumlar bulunmadigindan buraya yasak

enerji bandi denir.
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Valans elektronlar1 bir veya daha ¢ok bandi tamamen dolduruyor ve digerlerini
bos birakiyorsa ve dolu bant ile bos bant arasinda yeterince genis bir yasak enerji
bolgesi varsa, kristal yalitkan olur. Dolu bir bant, bir sonraki bos banttan yeterli bir
enerji aralig1 ile ayrilmigsa disaridan bir elektrik alan uygulandiginda elektronlarin
gecebilecegi bos enerji durumlart olmadigindan yapida bir degisiklik olmaz. Sekil
3.3.a’da gosterildigi gibi yalitkan bir kristalin genis bir yasak enerji araligi vardir.
Yalitkanlarda valans bandi eclektronlarla tamamen dolu, iletkenlik bandi ise bostur.
Iletkenlik bandinda tasiyiciligi iistlenecek higbir elektron olmadigindan iist bant
elektronik iletkenligi olusturamaz. Valans bandini tamamen dolduran elektronlar da
elektrigi iletemez clinkii bir elektrik alan altinda elektronun alacagi enerji iletkenlik
bandina ge¢mesine yetmez. Ayrica her komsu seviye dolu oldugundan valans
bandindaki bir elektronun elektrik alanla hizlandirilmast miimkiin degildir. Bundan
dolay1 kristal yalitkandir.

Bir kristalde ilkel hiicre basina iki valans elektronu oldugu durumda bantlarin
birbirini ortiip 6rtmedigine bakmak gerekir. Bant enerjileri birbirini ortiiyorsa tamamen
dolu bir bant ve dolayisiyla yalitkan olusumu yerine kismen dolu iki bant ve dolayisiyla
metal yap1 elde edilir. Metallerin atomik ve kristal yapilari, valans ve iletkenlik bandi
ist lste gelecek bicimdedir. Bu durum Sekil 3.3.b de gosterilmistir. Bir metal
kristalinde yasak enerji bandi olmadigindan, pek ¢ok bag elektronundan herhangi biri
kat1 i¢inde serbestce gezebilir ve bir elektrik alan etkisinde hareket edebilir. Bundan

dolay1 metaller miikemmel iletkenlerdir.

Tletkentik hand ) : -
= = = Hletkenlik hanc Usitheltt et
g Yasak hand Y&S&k hand
’ -
) (&) ()

Sekil 3.3. a) Yalitkan i¢in, b) Metal i¢in, ¢) Yariiletken i¢in enerji bant modelleri

Bir yariiletkenin enerji bant modeli, yalitkanlarinkine benzer (Sekil 3.2.c), ancak
yalitkanlara gore daha dar bir yasak enerji aralifina sahiptirler. Sicaklik artisiyla
elektronlar valans bandindan iletkenlik bandina 1sisal uyarma yoluyla ¢ikabilirler. Hem
iletkenlik bandina ¢ikan elektronlar, hem de valans bandinda olusan elektron bosluklar1
elektrik iletkenligine katilirlar. Valans bandindaki bu bos seviyelere desik (hole) adi
verilir. Bu bosluklar, iletkenlik bandindaki negatif yiiklii elektronlara benzetilerek
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pozitif yikli tasiyicilar olarak diisiiniilebilir. Metallerden daha az sayida tasiyicisi
oldugundan yariiletkenler, metallerden daha zayif fakat yalitkanlardan daha iyi
iletkendirler.

Yariiletkenler arasinda daha genis yasak enerji araligina sahip olanlar daha ¢ok
tercih edilir. Ciinkii bunlarda yiiksek sicaklikta iletkenlik bandina ¢ikan elektronlarin
sayist kiigiik ve yasak enerji araligi genis oldugundan sicaklikla aygit belirtgenlerindeki
degisim daha az siddettedir. Bu nedenle KHO’n1 igeren son zamanlardaki ¢alismalarda,
yasak enerji araligt 1.1 el olan silisyum (Si) yerine 1.34 el”luk yasak enerji araligina
sahip galyum arsenit (GaAs) daha ¢ok kullanilir.

Bir yariiletkenin elektriksel oOzellikleri yabanci ya da safsiziik (impurity)
atomlariin kristal i¢ine yerlestirilmesiyle belirgin bir bicimde degisir. Bu safsizlik
atomlarinin bag elektronlarinin, kristali olusturan atomlarin sahip oldugu bag
elektronlardan fazla oldugunu diisiinelim. Safsizlik atomunun fazla elektronu 1s1 enerjisi
ile kolayca ayrilir ve iletkenlik bandinda serbestce hareket eder. Bu tiir safsizliklara
verici (donor) denir. Kristal iginde her bir verici atom i¢in iletkenlik bandinda bir
elektron bulunur ama valans bandinda esit sayida desik bulunmaz. Kristal, iletkenlik
bandindaki elektronlar aracilifiyla elektrik akimini iletir ve bdyle bir kristale negatif
yiiklerin akim tasiyicist olmasi nedeniyle n-tipi yariiletken denir.

Benzer sekilde safsizlik atomlarmin bag elektronlarinin kristali olusturan
atomlarin sahip oldugu bag elektronlardan az oldugunu diisiinelim. Bu durumda kristali
olusturan atomlarin bag elektronlar1 safsizlik atomuna gecer yani yabanci atom bag
elektronunu alir, bu tiir safsizliklara da alici (acceptor) adi verilir. Kristalin i¢gindeki
alicilar valans bandinda desik yaratirlar ve her desik lzerinde pozitif yiik etkin
oldugundan bir p-tipi yariiletken olustururlar.

Yasak enerji araligindan atlayarak uyarilmis duruma gecen bazi elektronlar
oldugundan bir n-tipi kristalin dolu seridinde birka¢ desik bulunur. Bagil yogunluklar
nedeniyle bu bosluklara azinlik tasiyicilart ve elektronlara da ¢ogunluk tasiyicilar
denir. Bunun aksine bir p-tipi yariiletkende iletkenlik bandindaki elektronlar azinlik
tasiyicilart  oldugundan, elektron bosluklart ¢ogunluk tasiyicilaridir. Cogunluk
tastyicilarinin istenen yogunlugunu olusturmak i¢in yariiletkenler i¢ine kontrollii olarak
safsizlik atomlarinin katilmasina katkilama (doping) denir.

Enerji bandindaki elektronlarin hareket denklemlerini elde etmek icin bir dis

kuvvete maruz kalan bir dalga paketinin hareketini ele alalim. Serbest elektron
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modelinde elektronik dalga fonksiyonu e’ & seklindedir. Bu dalga paketinin grup hizi

v, =dw/dk olur. Enerjisi & olan bir dalganin frekansi @ = &/7 oldugundan

v, =d_“’=i(£j=h—1§ (3.33)
dk  dk\h dk

olur. Dalga momentumu ise p =7k olacaktir. Simdi p ’nin zamana gore tiirevi alinirsa,

dp _ dk _
dt dt

seklinde kuvvete esit olacaktir. Denklem (3.33) deki grup hizi ifadesinin zamana gore

F (3.34)

tirevi alinirsa

dU 2 2
gzldg_l(dgdkj (3.35)

di  hdkd: h\dk> di
ifadesi elde edilir. Denklem (3.34)’den dk/dt = F' /% oldugu alinirsa

dv 2 2 dv
O LI | L (3.36)
dt (@2e/dK?) dr

yazilir. Buradaki 7>/ (d2 g/ dkz) terimi bir kiitle olarak alindiginda bu ifade Newton’un

ikinci yasasina benzer. O halde bu ifadeyi etkin kiitle olarak m” seklinde

1 1 d’e
—=— 3.37
m h* dk? ( )

tanimlayabiliriz. Etkin kiitle, kuantum mekaniksel sonuglart klasik hareket

denklemlerine baglayan bir parametredir. Pozitif etkin kiitleli durumlar bandin dip

tarafinda olurlar ¢iinkii burada band yukar1 yonde egime sahiptir. Yani d’¢/dk’ pozitif

olur, negatif etkin kiitleli durumlar da bandin {ist tarafinda bulunur, egim negatiftir
(d’e/dk*> <0).

Denklem (3.24) deki sonucu pozitif bir U i¢in 6zetlersek, ikinci bandin (¢, ) alt
kiyisina yakin bir elektronun enerjisi
e=c, +(n?/2m, )k’ (3.38)
olup m, elektronun ikinci band kiyis1 yakinindaki etkin kiitlesini gosterir. Birinci
bandin (&) Uist tarafina yakin bir elektronun enerjisi ise
e=¢,— (1 /12m, )k (3.39)

olup m, desigin kiitlesini gdsterir ve degeri eksidir.
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Kisaca ozetlemek gerekirse bir kristaldeki enerji bant yapisi, elektronlar ile
periyodik Orgii potansiyelinin etkilesmesinden kaynaklanir. Boyle bir etkilesme
Hamiltoniyende ek bir pertiirbasyon terimi olarak goziikiir. Hatta kristalin i¢inde
bulunan safsizliklarda bu etkilesmeye katilir. Boyle bir Hamiltoniyen i¢in Schrodinger
denkleminin ¢oziimiindeki enerji 6zdegerinde yer alan kiitle de etkin kiitle olarak
almabilir. Gergekei yapilarda bu tiir ek katkilar sadece oOrgli potansiyelinden veya
safsizliktan degil aym1 zamanda malzemenin istiindeki kapi potansiyelinden, kenar
etkilerinden ve elektronlarin birbirileriyle etkilesmelerinden kaynaklanir. O halde bu
yaklagima, etkin Hamiltoniyen yaklasimi da denebilir (Davies, 1997; Kittel, 2005;
Brophy, 2000; Seeger, 2004).

3.3. iki Boyutlu Elektron Gazi

Gadz

Alizals

(Faks

Sekil 3.4. AlGaAs/GaAs heteroyapisinin ii¢ boyutlu goriiniisii

Iki Boyutlu Elektron Gazi, bir heteroeklemde yasak band araligi farkli
malzemeler arasindaki arayilizeyde sekillenir. Si-MOYAET’ lerde 2BEG Si/SiO;
arayiizeyinde sekillenir diger taraftan gilinlimiizdeki heteroyapilarda 2BEG olusturmak
icin daha ¢ok AlGaAs/GaAs eklemi kullanilmaktadir. Kuantum Hall Olay1 ilk olarak
daha oOnce de bahsettigimiz gibi bir Si-MOYAET’de bulunan 2BEG {izerinde
gozlenmistir (von Klitzing ve ark., 1980). Ancak giinlimiizde yasak enerji aralig1 daha

biiyiilk olan AlGaAs/GaAs heteroyapilar1 kullanilmaktadir. Bdylelikle kusurlardan
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dolay1 olusabilecek sacilmalar en aza indirilmeye ¢alisilir. Biz de burada bu yapiy1 ele
alacagiz.

Sekil 3.4’de gosterilen AlGaAs/GaAs heteroyapisinda AlGaAs malzemesi n
katkilidir ve elektronlar iletkenlik bandinda toplanirlar. n katkili AlGaAs ile GaAs bir
eklem olusturmak icin bir araya getirildiklerinde, » katkili AlGaAs’in iletkenlik
bandindaki elektronlar, daha diisiik band enerjisine sahip olan GaAs’daki iletkenlik
bandina gegerler. Bu esnada n katkili AlGaAs’da pozitif bir verici yiik tabakasi olusur.
Bu da bir elektrik alana sebep olup elektronlar arayiize dogru iter ve Poisson
denklemine gore ikinci tiirevi pozitif yani yukar1 dogru egilen bir bant yapisi olusturur.
GaAs’de ise elektron fazlaligi nedeniyle negatif yiikk olusur ve bu bant asagi dogru
egilir. Elektronlarin transferi, her iki kisimdaki Fermi enerjileri esitleninceye kadar
devam eder. Boylece elektronlar kuyuya benzer arayiizeye sikisirlar ve elektronlarin
hareketi iki boyuta smirlanir. Buradaki sinirlanmus elektronlara iki Boyutlu Elektron
Gaz1 denir. Bu sekillenim Sekil 3.5°de gosterilmistir. Sekil 3.4’de n katkili AlGaAs ve
GaAs tabakalar1 arasinda bir ara tabaka olarak katkilanmamis AlGaAs yerlestirilmistir.
Bu, safsizlik atomlarinin neden olacagi sa¢ilmalarin 6niine gecer (Davies, 1997; Kittel,

1996; Jeckelman ve Jeanneret, 2001).

Tads

Hetizm Band:

Valans Band:

Sekil 3.5. AlGaAs ve GaAs arasindaki arayiiz civarinda sekillenen 2BEG
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3.4. Landau Seviyeleri

Bir elektromanyetik alan igerisinde hareket eden —e yiiklii bir elektrona etkiyen

kuvvet icin Newton’un hareket yasasi, mv momentumu cinsinden yazilirsa Lorentz

denklemi
- d - - =
F =2 (mv) = —e(E+7xB) (3.40)

olur. Burada, B manyetik alann, V-B =0 Maxwell denklemine gore

—

B=VxA4 (3.41)
seklinde bir A vektdr potansiyelinin rotasyoneli seklinde yazabiliriz. II. Maxwell

denklemi olan Faraday yasasi ise
VxE=—"— (3.42)

seklindedir. (3.41) ifadesini Denklem (3.42) de yerine yazarsak

VxE+ L(@xd)=x| £+ X =0 (3.43)
ot Ot
elde edilir. Rotasyoneli sifir olan bir biiyiikliik, skaler bir potansiyelin gradyenti olarak
yazilabilir:
[N (3.44)
ot

Buradan da elektrik alan

E=-VV-— (3.45)
ot

olacaktir. Bunu yukaridaki Lorentz denkleminde yerine yazarsak
= od o 04 (e
F=—@mv)=—e -VV -——+vx|\Vx 4 3.46
< (mv) ( x| )J (3.46)

olur. Burada v ve 4 gibi iki vektoriin skaler carpimimin gradyentini

V(- 4)=vx(VxA)+([5-V)4 (3.47)
seklinde yazabiliriz. Burada esitligin sagindaki ilk terimi ¢ekip Denk. (3.46)’da yerine
koyarsak

%(m?) - _e[_w - ‘Z—f +v(5-4)- (vﬁ)ﬁ) (3.48)
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elde edilir. Burada parantez icindeki birinci ve iiclincii terimleri birlikte yazip

diizenlersek
%(mﬁ) = e@—‘j +(5-V)a+ 9 - Z)J (3.49)

denklemine ulasiriz.
A(F,t) vektdr potansiyelinin tam diferansiyelini yazarsak
04 , o4

d;l(x,y,z,t)=(2—Adx+5dy+ dz+‘2—fdz (3.50)
X

oz

ifadesindeki kii¢iik degisimleri dx = %dt , dy= %dt , dz= %dt seklinde yazalim.

Boylece
d/](x,y,z,z)=6—A@dr+a—Ath+a—A£dt+a—Adt (3.51)
ox dt oy dt Oz dt ot
olur. Burada ax =V, @ =v,, az =v_ olacagindan denklem (3.51)
dt de 7 dt
dA :a—Avxdt+a—Av,dt+a—szdt+a—Adt (3.52)
ox oy 0z ot

haline gelir. Her iki taraf d¢ ile boliiniip gerekli diizenlemeler yapilirsa

dA (. =\ 04

—=W-V)4+— 3.53
=PI @5y
ifadesine ulasiriz. Bu tam tiirevin tanimidir. Burada esitligin sagindaki ikinci terimi

cekip Denk. (3.46)’daki Lorentz kuvvetinde yerine koyarsak

%(mv) =e[§—(\7-6)21+(v-€)2+6(r/—6-E)J (3.54)
ifadesini ve buradan da
%(mv) _ e[‘;—‘? -5 Z)J (3.55)

ifadesine ulasiriz. Esitligin sagindaki ilk terimi sola atip diizenlersek

%(mV—eZ)= V-l - 4) (3.56)
ifadesine ulasiriz. Bir parcacigin U potansiyel enerjisi ile momentumu arasindaki iliski
dp

= = —VU seklinde oldugundan (3.56) denklemindeki toplam (kanonik) momentum
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p=my—ed (3.57)
olur. U potansiyeli ise

U=—cy-v 4 (3.58)
olacaktir (Griffiths, 1996). (3.57) denkleminde esitligin sagindaki ilk terim kinetik
momentum p,, =mv olup digeri de p,,, =-ed potansiyel momentumu veya alan
momentumudur. (3.57) denkleminde kinetik momentumu yalniz birakirsak

mv = p+eA (3.59)
olur.

Bir elektromanyetik alan ile etkilesen —e yiiklii bir elektron i¢in Hamiltoniyen,

kinetik ve potansiyel enerjilerinin toplamidir:
1
H=E, +Epot:Emv2—e¢ (3.60)

Burada ikinci terim elektrik alandan kaynaklanir, elektrik alan sifir ise ikinci terimi
almaya gerek yoktur. Boylelikle elektrik alan sifir iken ki Hamiltoniyen, Denk.
(3.59)’ un kullanilmasiyla

1 2 1 —\ 2 1 —_ —-\2
H=—mv' =—@mv) =—1I\p+ed 3.61

2 2m (mv) 2m (p ) ( )

seklinde yazilir. Schrodinger denkleminin
Hy/(7,t)= ih%l//(?, t) (3.62)

seklinde oldugu hatirlanarak I//(r,t)zt//(r)e’lf’/ " yazip gerekli islemler yapildiktan

sonra 6zdeger denklemi

{ﬁ(p+e;l)2}//(r):Et//(r) (3.63)

- ho . . .
olur. Burada momentum operatorii p = —V ifadesini kullanip parantezi agarsak
i

P ooy, Te V(A )+ e 4.9 v Py —E (3.64)
2m v 2mi v 2mi v 2m v v '

ifadesine ulagiriz, burada V- (Zl l//): wV- A+A4-V w oldugundan

2 2
he

—h—§21//+—w§-2+@;1-§1//+e—221//:Et// (3.65)
2m 2mi mi 2m

denklemini elde ederiz. Bu denklemin ¢oziimii 4 vektor potansiyelinin sec¢imine

baghdir. Vektor potansiyeli i¢in sinirsiz sayida farkli se¢cim yapilabilir. Bunlarin her



29

birine ayar (gauge) denir. A=B xj veya A=-B yi segilirse bu durum Landau ayari

olarak adlandirilir. Biz burada 4= Bx secelim. Bu durumda xy diizleminde 2BEG

i¢in
voi=| 25+ 23] (xf)=0 (3.66)
ox Oy
olur ve Denk.(3.65)
2 2
—f—v l,u—l—h—(Bx])Vl//—l—z—(Bx])l// Ey (3.67)
m

haline doniisiir. Laplasyen

2 2
2.0 [0 (3.68)
o 6y
ve nabla operatorii
Y =ﬁf+ij (3.69)
ox oy
oldugundan Denk.(3.67)
2 2 2 2 2 np2
Moy N O hep OV, eB vy _Ey (3.70)

2max’ 2m oy’ mi oy 2m

seklinde yazilabilir. Simdi burada ¢6zlim dalga fonksiyonunu t//(x, y) =™ @(x) olarak
alalim. Bunu bu sekilde yazmamizin sebebi, Hamiltoniyenin y ile komiite etmesidir. Bu
ifadeyi denklemde yerine koyup gerekli diizenlemeleri yaptiktan sonra

h2 d’ ¢ he e’B’

+—Bxk ¢+ xX’¢=E 3.71
" 2m di? 2m¢ m 9 2m ¢ ¢ (3-71)

denklemine ulasiriz. Burada esitligin solundaki ikinci terimi sag tarafa atip

B d heBk¢ ;B ¢[ hkyJ¢ 57

2m dx>  m 2m
hzk2
E - =E' ve eB/m = w, kisaltmalariyla
2m
n*dl¢ 1 of , 2hk,
-—— +—mo,| x" + x|p=FE' 3.73
2mdx® 2 ¢ mao, p=E9 (3-73)

denklemini elde ederiz. Burada

2 2 2 (3.74)

X"+ X=X+ x+22 PO
maw ma, m @, m @, m @

c c

2nik, 2k, Rk R ( nk T n'k?
- —| x- -

mao,
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ifadesini ve

. (3.75)

degerini kullanirsak Denk.(3.73)

R d

2oc—x, P —x, [ = E'9 (3.76)
2m dx* 2

T TR
haline donsiir. Ema)fxm terimini saga atip

E' +%ma)fx0 =E" (3.77)
dersek
n d’p
E" 3.78
R ma e Pl =g (378)

denklemine ulasiriz.  Bu denklem aslinda x, merkezli bir harmonik osilatér

denklemidir. Her iki tarafi 2/, ile ¢arparsak ve 2E"/hw, = ¢, dersek

mao, dx? h

v—x, )V d=c¢ (3.79)

ifadesine ulasiriz. Burada - (x—xo )2 =u’ deyip kismi tiirevleri buna gore

dizenlersek

K PR VI (3.80)

olacaktir. Eger ¢ = H (u)e"”2 "2 dersek

2
d H—zd—H (e, -1)H =0 (3.81)
du’® du

olur. Burada ¢, —1=2n gibi bir tamsayiya esitse, (3.81) denklemi Hermite diferansiyel

denklemidir ve H Hermite polinomudur. Buradaki & den baslayarak diger enerji

ifadelerini bulalm. &, =2n+1 ise E"=ho, (n + %) olacaktir. Buradan da
' 1 1 2
E'=ho,|n+ 5 —Ema)c x, olacaktir ve

N 1, Rk
E:ha)c 7’l+§ —Ema) . Xy +2— (382)
m
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elde edilir. Burada x, =7k, /ma, ifadesi yerine konursa

E:ha)c(n+%j (3.83)

elde edilir. Burada n=0,1,2,3,...sayilarina karsilik gelen enerji seviyelerine Landau

seviyeleri denir. Dalga fonksiyonu ise

p(x,y)=e"g(x)=e""H ( mrj) “(x—x )}2{(”0)2 (3.84)

olacaktir. Burada @, = eB/m ifadesi yerine yazilirsa

h
— =1 3.85
B (3.85)

seklinde bir biiyiikliik tanimlariz. Bu, manyetik uzunluk olarak adlandirilir ve buna gore

dalga fonksiyonunu

vixy)=e""H, ((’C%‘))}e(’] (3.86)

seklinde yeniden yazabiliriz.

Landau seviyeleri ile harmonik osilatoriin enerji seviyeleri birbirine oldukga
benzerdir. Aradaki en onemli fark B=0 icin Landau seviyelerinin sonsuz mertebeden
dejenere olmasi yani sonsuz sayida farkli kuantum sayisina karsilik gelen enerji

ozdegerlerinin B=0 i¢in ayni olmasi ve @, siklotron frekansinin B manyetik alan

siddetine bagli olmasidir.
3.5. Doluluk Carpam

Eger elektronlar xy diizleminde sonlu boyutlu bir L L, dikdortgenine
sinirlanirsa Landau seviyelerinin dejenereligi de sonlu olacaktir. Denklem (3.75)’de
buldugumuz  harmonik  osilatériin  merkezi olan x, ifadesini siklotron
frekansi w, = eB/m cinsinden yazarsak

hik f
X, =——=—%k 3.87
 mo, eB”’ (3.87)

olur. Tki harmonik osilator aras1 mesafe

h
Axy =~ Ak, (3.88)
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olacaktir.
Dalga vektdriiniin y yoniindeki bileseni, daha 6nce buldugumuz gibi

k, = 2L—”ny (3.89)

y

seklinde kuantumludur. Ardisik iki dalga arasi mesafeye Ak, dersek
Ak, =— (3.90)

olur. Bu durumda denklem (3.88)

=My 2
eB 7 27zeBLy eBL

(3.91)

y
olacaktir.

Simdi L, ’in Ax, aralikli N tane adimdan olustugunu diisiinelim. Bu durumda N

sayisini denklem (3.91)’ 1 de kullanarak
L L L.L

voLle Lo 5L, 3.92
A, Bk (392
eBL e

y

ifadesine ulaginiz. L, L, = A oldugundan bu alandan gegen manyetik aki @ = B4 olur.

Ayrica, h = @ olacak sekilde manyetik aki kuantas1 olarak tanimlanirsa Denk. (3.92)
e
N=— 3.93
o, (3.93)
olur. Bu say1 numunedeki manyetik aki kuantalarinin sayisina esittir.
Simdi, birim alan basina diisen manyetik aki kuantasi sayisina n, dersek

N _eB

no=— = 3.94
Y ULL, h (359

olur. Toplam elektron sayisin1 N, ile tanimlarsak birim alan basina diisen elektron

say1s1, yani elektron yogunlugu da »n, olsun:

No (3.95)

n,=
LL,

Buradan n, ’nin n, ’ye oran1 doluluk ¢arpani olarak adlandirilir ve
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seklinde gosterilir. Burada JhleB =1 seklinde manyetik uzunluk olarak tanimlanirsa
doluluk ¢arpani

v=2rln, (3.97)
olur. (3.96) denklemi i (integer) gibi bir tamsayiya esit iken bir Landau seviyesi tam

doludur ve birim alan basina diisen elektron sayist n, =in, olur. Boylece Hall 6zdirenci

B B h
P0 e B, it o
h

haline gelir. Bu olay ilk defa 1980 yilinda Grenoble yiiksek manyetik alan
laboratuarinda Alman fizik¢i Klaus von Klitzing tarafindan gozlenmistir (von Klitzing
ve ark., 1980). Bu bulus nedeniyle von Klitzing 1985 Nobel fizik &diiliinii almistir.
Denk. (3.98)’deki

R, :ﬁz =25812.807Q2 (3.99)

e
ifadesi evrensel bir sabittir ve 1990 yilindan beri bir diren¢ standarti, von Klitzing

direnci (R ), olarak adlandirilmaktadir. Bu olglimler, bir Si-MOYAET’ de bulunan

2BEG iizerinde gozlenmistir. Olg¢iimler diisiik sicakliklarda (T=1-4 K) ve yiiksek
manyetik alanlarda (B=3-15 T) yapilmistir (von Klitzing ve ark., 1980). 1982 yilinda
cok daha yiliksek manyetik alanlarda ve daha diisiik sicakliklarda yapilan deneyler
Denk.(3.96)’daki doluluk carpaninin v = p/g (g bir tamsay1 iken p ve g goreli asal)
seklinde basit kesirli degerler i¢in de gegerli oldugu gozlenmistir (Tsui ve ark., 1982).
Boylelikle kuantum Hall olayi, v tamsayr iken Tamsayr Kuantum Hall olay1, v basit
bir kesir iken Kesirli Kuantum Hall olay1 olarak adlandirilir.

von Klitzing’in makalesinde (1980), Hall 6zdirencinde i tamsay1 degerleri igin

h - .. , . ,
= degerlerinin katlarinda platolar gozlenir. Aym1 zamanda bu boélgelerde boyuna

direng sifir olmaktadir. Ancak von Klitzing’in bu calismasinda platolarin neden
olustugu ve genisligi aciklanmamistir. Platolarin varligin1 agiklamak i¢in Onerilen

gercek sistemlerdeki diizensizlikleri igeren bir model bir sonraki alt baglikta

incelenecektir.
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3.6. Gergek Sistemlerde Tamsayr Kuantum Hall Olay:

Gergek Hall numunelerinde elektronlar, kristal bir orgiide hareket ederler.
Teknolojide ulasilan son tekniklere ragmen kusursuz bir 6rgii elde etmek imkansizdir.
Kristaldeki her kusur veya safsizlik, Landau seviyelerinin yerellesmis ve genislemis
seviyeler diye ikiye ayrilmasina neden olacaktir. Burada yerellesmis durumlar enerji
boyunca yayilirken genislemis durumlar, Landau seviyeleri etrafinda toplanirlar. Boyle

bir durum Sekil 3.6’da gosterilmistir (Laughlin, 1980).

&b
=
=)
=
a) z
=
=
@)
1
—ho, gha)c éha)c Zha)c
2 2 2 2
Genislemis durumlar Fermi
/ \ Seviyesi
S = i =
S |
= . 11 !
5 A |k A . .
b) S A NRE 1
§ / U U \r/
lha) éha)c éha)c ' Zha)(,
2 ¢ 2 2 2

Yerellesmis Durumlar

Sekil 3.6. a) Manyetik alan altindaki ideal bir 2BEG igin durum yogunlugu. b) Gergek¢i bir 2BEG
icerisinde Landau seviyeleri safsizlik ve kusurlar nedeniyle yerellesmis ve genislemis durumlara ayrilir.

Elektron yogunlugu artarken Fermi enerjisi de yukari dogru kayacaktir. Fermi
enerjisi yerellesmenin oldugu bolgede hareket ettigi siirece Hall platolar: aras1 bir gecis
gozlenir. Bu gecis olurken boyuna direngte ani bir pik goézlenir. Fermi enerjisi

genislemis duruma ulastigi anda boyuna diren¢ kaybolur. Boylelikle Hall platolar
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gozlenir. Ciinkii Landau seviyeleri tamsay1 iken p, = iz degeri sabit kalmakta ve
ie

boyuna direng sifira gitmektedir (Sekil 3.7). Boylece kuantum Hall olayi, Fermi
enerjisinin durum yogunlugu boyunca hareket ederken yerellesmis ve yerellesmemis
gecislerin bir sirast olarak diisiiniilebilir. Ancak bu teori de yetersiz kalmistir ¢iinkii

sisteme digsaridan uygulanan potansiyel hesaba katilmamustir.

Py

pX)C

B

Sekil 3.7. Hall 6zdirenci ve boyuna 6zdiren¢ manyetik alan B’ nin bir fonksiyonu olarak gosterilmistir.

3.7. Kenar Durum Modeli

Simdiye kadar olan modellerde ideal sistemler diisiiniilmiistiir. Gergekci
numunelerin kenarlarinda sinirlayici bir potansiyel vardir. Bu sinirlayici potansiyel ya

kap1 potansiyeli ya da kimyasal kesme (etching) potansiyelidir. Boyle bir durumda

Hamiltoniyen
1. - )

H=2—(p+eA)Z+V(x) (3.100)
m

olacaktir. Burada V(x) gibi bir sinirlayici potansiyelin varliginda Landau enerji

seviyeleri numunenin kenarlarina dogru egrilir.
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» X

Sekil 3.8. Elektronlar arasi etkilesmelerin goz oniine alinmadigi durumda a) Kenar kanallarinin istten
goriiniisii. b) Sinirlayict potansiyel Landau seviyelerini biiker ve Fermi seviyesinin iistiindeki seviyeler

dolmaz. Buradaki halkalar * : Dolu, © : Bos ve ® : Yar1 dolu Landau seviyelerini temsil eder. c) Boyle
seviyeler i¢in olusacak yogunluk (Chklovskii ve ark., 1992)

Fermi enerjisiyle kesisen her Landau seviyesi icin bir kenar kanali sekillenir
(Halperin, 1982). Klasik olarak bu, manyetik alandaki numunenin kenari boyunca
hareket eden bir elektronun izledigi yola karsilik gelir. Buradaki Landau seviyeleri
Fermi enerjisine kadar dolacaktir. Buna gore elektron yogunlugu cizilirse Sekil 3.8”deki
gibi her kanalda sabit bir yogunluk olacaktir.

Sekil 3.8c.’deki gibi bir yogunluk gercekei degildir. Ayrica bu model
elektronlarin  birbirileriyle etkilesmesini de hesaba katmamistir. Elektronlarin
birbirileriyle etkilesmesinden bir perdeleme (screening) potansiyeli olusur. Bu

potansiyelin kullanimiyla, yapida sikistirilamaz ve sikistirilabilir  seritlerin - bir
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diziliminin bulundugu fikri ortaya atilmistir (Beenakker, 1990; Chang, 1990).
Chklovskii, Shklovskii ve Glazman (CSG) sikistirilabilir ve sikistirilamaz seritlerin
genisligi ve konumu icin gelistirdikleri elektrostatik modelde, problemi analitik olarak
cozerek, yeni bir model énermislerdir (Chklovskii ve ark., 1992). Bu modelde Landau
seviyelerinin dolulugu i¢in yapilan 6z uyumlu hesaplamalarda Landau seviyelerinin
kismi ve tam dolu oldugu seritler vardir. Boyle bir modeli anlatan sema, Sekil (3.9) da

¢izilmistir.

t=

Sekil 3.9. CSG modeline gore a) Kenar kanallarinin {istten goriinlisii. b) Perdelemenin hesaba
katilmasiyla olusan basamakli yapi, buradaki halkalar ® : Dolu, ©: Bos ve *: Yar dolu Landau
seviyelerini temsil eder. ¢) Boyle bir yapida olusacak elektron dagilimi. Burada 1 elektron dagiliminin
basladigi nokta, x; ve x, sikistirilamaz sgeritlerin konumlarini, a; ve ap sikistirllamaz seritlerin

kalinliklarin1 ve en son olarak b; ve b, de sikistiramaz seritler aras1 uzakligi gostermektedir. (Chklovskii
ve ark., 1992)
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Kenar durum modelindeki gibi Landau seviyeleri, uygulanan gerilim nedeniyle
biikiiliirler. Elektronlar Landau seviyelerini doldururken Fermi enerjisiyle kesisirler. Bu
kesisme bolgesinde bazi bolgelerin tam dolmasi gerekirken bazi bolgelerin kismen
dolmasi gerekecektir. Simdi elektronlarin 1. Landau seviyesini doldurmasi durumunu
diistinelim. Kenardan iceriye dogru giderken Landau seviyesi, Fermi enerjisiyle
kesisinceye kadar bu kisma elektron yerlesemez. Fermi enerjisi Landau seviyesi ile
kesistikten sonra elektronlar Landau seviyesine karsilik gelen durumlart doldurmaya
baslar. Kismen dolmaya baslayan 1. Landau seviyesinde elektronlarin rahat hareket
etmelerine olanak saglayan bos yerler oldugu icin bu bolge tipki bir metal gibi
davranacaktir. Bu esnada hareketli elektronlar birbirileriyle etkileserek bir perdeleme
potansiyeli olustururlar. Bu kismen dolmas1 gereken yerler dolduktan sonra elektronlar,
tam dolmasi1 gereken yerleri doldururlar. Tam dolu kisimdaki elektronlar hareket
edemezler ve perdeleme potansiyeli olugsmaz. 1. Landau seviyesinde elektronlarin
dolma islemi tamamlandiktan sonra diger Landau seviyeleri benzer sekilde
doldurulmaya baglanir. Bu durumda yapi, tam ve kismen dolu seviyelerin bir sirasina
sahiptir. Tam dolu Landau seviyelerine sahip bolgelere yeni bir elektron eklenemez. Bu
nedenle bu bolgeler, sikistirilamaz serit olarak adlandirilir ve yalitkan gibi davranir.
Yar1 dolu Landau seviyelerine sahip bolgeler ise sikistirilabilir gerit olarak adlandirilir
ve bu kisimlara elektron eklenebilir. Bu nedenle sikistirilabilir seritler, perdeleme
acisindan bir metal gibi davranirken, sikistirllamaz seritler bir yalitkan gibi davranir.
Bunun sonucunda ilk dénemlerde sadece sikistirilabilir seritlerin akim iletimine katkida
bulundugu diisliniilmiistiir, ancak daha sonra 6zellikle boyuna direncin sifira distiigii
plato bolgelerinde akim iletiminin Oncelikle sikistirilamaz seritler {izerinden oldugu
anlasilmstir.

Sikistirilabilir bolgelerde potansiyel tam olarak perdelenir ve bu sirada bir
Landau seviyesi Fermi enerjisine sabitlenir. Boylece perdeleme icin gereken kadar
elektron bu Landau seviyesine yerlesir. Boyle bir Landau seviyesi tam dolu hale
geldikten sonra, perdeleme icin yeterli elektron sayist o bolgeye yerlestirilemez ve
potansiyel tekrar diismeye baglar. Bu diisiis, bir sonraki Landau seviyesi Fermi
enerjisine ulasana kadar devam eder. CSG modeline gore perdelenmis potansiyelin de,
Landau enerji seviyelerinin de platolardan olustugu goriiliir (Sekil 3.9).

CSG modelinde elektron gazinin sikigtirilabilir seritler i¢inde dis potansiyeli
miikkemmel bir sekilde perdeledigi varsayilmistir. Ancak bu tam olarak dogru degildir,

bu noktada elektronlarin sistem igerisindeki davraniglarini belirleyen Schrodinger
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denklemi ile sistemdeki elektrostatik potansiyeli belirleyen Poisson denklemi birlikte
ele alinmali ve her iki denklem 6zuyumlu bir sekilde ¢oziilmelidir. Ancak bu sekilde
tam bir ¢oziimilin elde edilmesi olduk¢a zordur. Bu nedenle kolaylik saglamasi i¢in,
Schrodinger denklemi yerine Thomas-Fermi yaklagimi kullanilabilir. Boyle bir sistem

icin Thomas-Fermi yaklagimi daha sonraki boliimlerde ele alinacaktir.
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4. KUANTUM HALL OLAYI TABANLI ARACLAR

4.1. Kuantum Hall Cubugu

1960’11 yillarda Si-MOYAET yapilarda 2BEG elde edilebilmekteydi. Fowler ve
ark. (1966) Si-MOYAET yapida olusturulan bir 2BEG kullanarak diisiik sicaklik ve
yiiksek manyetik alan altinda transport 6zelliklerini incelerken platolar gézlemlemistir.
Kawaji ve ark. (1978) olciimleri gelistirerek devam ettirdi. Bu platolarin //e’ temel
degerine gore aciklanabilecegi ise von Klitzing’den geldi (1980). Benzer sonuglar

AlGaAs/GaAs heteroyapisinda ise Tsui ve Gossard (1981) tarafindan elde edilmistir.

—  pGafs
S1:AlGaA=

z ——» AlGaAs

2DEG

GaAs

Sekil 4.1. Kimyasal kesme (etching) kullanilarak elde edilmis kuantum Hall gubugu

Bu o6l¢limler kuantum Hall c¢ubugu olarak adlandirilan kuantum telinde
yapilmistir. Giiniimiizde Si-MOYAET yap1 yerine daha diizgiin sonuclar elde edilebilen
AlGaAs/GaAs heteroyapilar1 kullanilmaktadir. Bu kuantum telini olusturabilmek igin
tabakal1 bir yap1 AlGaAs/GaAs heteroekleminde 2BEG olusturacak sekilde yerlestirilir.
Ayrica sistemi bir ¢ubuk seklinde siirlamak i¢in kimyasal kesme (etching) veya ters
beslemeli kapilar kullanilir (Davies, 1997). Bu yapilarin sematik gosterimi Sekil 4.1 ve
Sekil 4.2°de gosterilmistir. Burada kullanilan tabakalar yukaridan asagiya sOyledir: En
istte kapak (cap) olarak kullanilan bir GaAs tabakasi vardir. Onun altinda silisyum
katkili bir AlIGaAs tabakasi vardir ve bu tabakada, verici tabakasi olusur. Bu tabakanin

altinda ara levha (spacer) olarak adlandirilan katkilanmamis AlGaAs tabakasi vardir. Bu
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ara tabaka, donorlarla elektronlar arasinda uzaysal bosluk olusturur ve elektronlarin
donorlardan sagilmasini Onlerler. Ara levhanin altinda, elektronlarin toplandigi GaAs
tabakas1 vardir ve 2BEG, ara levha ile GaAs arasinda olusur. Bu yariiletken kristallerin
biiyiitiillmesinde cogunlukla Molekiiler Demet Epitaksi (MDE) (Molecular Beam
Epitaxy (MBE)) kullanilir (Cho ve Arthur, 1975). Epitaxy Latince bir sdzciik olup
“lizerinde olusturma” gibi bir anlama sahiptir. MDE’de kaynak malzeme bir pargacik
demeti olusturmak i¢in 1s1yla buharlastirilir. Bu parcacik demeti, ¢ok yiliksek vakum
altinda bu demetin yogunlasacagi malzemenin iizerine gonderilir. Boylelikle nispeten

diizgiin ve temiz heteroeklemler elde edilir.

e?—r/f

L J

| Cafs
SiAlad e

z —® AlGahs

2BEG

CGad s

Sekil 4.2. Kap1 kullanimu ile elde edilmis kuantum Hall gubugu

4.2. Aharonov-Bohm interferometresi

Aharonov-Bohm olayi, alanlarin sifir oldugu bolgede potansiyellerin kuantum
mekaniksel etkiler olusturmasi olayidir (Aharonov ve Bohm, 1959). Simdi Sekil 4.3°de
sematik olarak gosterilen ¢ift yarikli diizenegi ele alalim. Burada elektron kaynagindan
¢ikan elektron demeti, yariklardan gegecek sekilde gonderilsin. Iki yarik arasindaki
engelin arkasina da sonsuz uzunluklu ¢ok kiiciik bir solenoid sayfa diizlemine dik olarak
yerlestirilsin. Buradaki diizenek, solenoidin i¢inde B = B seklinde bir manyetik alan
varken solenoidin diginda elektronlarin hareket ettigi bolgede manyetik alan sifir olacak

sekilde tasarlanmistir.
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Perde

Kaynak w1 Solenoid

Sekil 4.3. Aharonov-Bohm deney diizenegi semasi

Solenoidin icinde B = B: seklinde bir manyetik alan varken elektronlarin

hareket ettigi bolgedeki m kiitleli ve —e yiiklii bir elektronun Hamiltoniyeni

Hzﬁ(—ih?+e§l)2—e¢ (4.1)

Seklindedir. Burada p =—iAV almmistir. Bu Hamiltoniyene gére Schrédinger denklemi
Hy =Ey (4.2)
seklindedir ve denklemin ¢6ziimii  ’dir. Burada E enerji operatoriidiir. Burada
elektronlarin  hareket ettigi bolgede manyetik alan B=0 sifir oldugundan
B=VxA=0 kosuluyla A vektdr potansiyeli

A=Vf (4.3)
seklinde skaler bir fonksiyonun gradyenti olarak yazilabilir.

Solenoidden akim ge¢miyorken yani her yerde manyetik alan sifirken m kiitleli

ve —e yiiklii bir elektronun Hamiltoniyent,
1 = \2
H,=—I\-iV| —e 4.4
0 2m< ) ¢ (4.4)

seklindedir. Bu Hamiltoniyene gore Schrodinger denklemi
Hyy,=Ey, 4.5)
olmalidir. Cilinkii ayar dontistimleri altinda Schrédinger denklemi kuantum mekaniginde

degismez kalir. Denklem (4.5)’in ¢oziimii, w,(r) olsun. Burada (4.1) deki

Hamiltoniyenin ¢oziimii olan y(r) ile y,(r) arasinda

y =exp(iN)y, (4.0)
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seklinde bir faz ¢arpani iliskisi vardir. Schrodinger denkleminin degismez kalmasi igin

Denk. (4.6)’daki ifadeyle (4.1) deki Hamiltoniyenin 6zdeger denklemini

2l (- in¥ + ) exp(iA)y, —epexp(iN)y, = Ey 4.7)
m

seklinde yazabiliriz. Burada esitligin sol tarafindaki ilk kismi diizenlersek
(Cin¥ +ed) exp(inyy, = (- inV + ed)— in¥ + ed)exp (i), (4.8)
olur. Buradan da

(£ in¥ + ed)exp(iA)yr, = exp(iA) (VA + ey, +exp(iA) (- inV Yy, (4.9)

ifadesi elde edilir. Burada,

A:_%f (4.10)

secersek ve A = Vf ifadesini yerine yazarsak
AVA +ed =—eVf +eVf =0 (4.11)
olacaktir. Boylece (4.9) denklemi

(- in¥ + ed)exp(iA)y, = exp(iA) (- in¥ by, (4.12)
olur. Bunu (4.8) denkleminde yerine koyarsak

[ in¥ + eA) exp(iA)y, = (- ihV + ed)exp(iA) (- iV )y, @13
= (exp(iA) (AVA + ed )y, — inexp(iA) Yy, |—inV) '

olur. Burada (4.11) ifadesini kullanirsak
(— ihV + ez?l)2 exp(iN)y, =exp(iA) (— iif‘ﬁ)2 v, (4.14)
olur. Hamiltoniyen i¢in boylece

Hy =M iV fy, - epexp(iny,

=exp(iN)Hyy, =exp(iA) Ey, = Ey

(4.15)

ifadesini elde ederiz. Boylelikle ayar doniisiimiinde kuantum mekanigi yasalarimin
degismez kaldig1 goriiliir.

Denklem (4.11) de AVA + ed=0 oldugundan

er—- .
A:—%JAdr (4.16)
olur. Buna gore (4.6) denklemi

W:em(—%jfld?j v, (4.17)
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seklinde yazilabilir.

Sekil 4.4°de gosterildigi gibi buradaki ¢izgi integralini, bir p noktasindan bir r
noktasina kadar solenoidi saran kapali bir ilmek iizerinden alalim. Sekilde goriilen iki
yol boyunca alinan ¢izgi integralleri aym degildir. Cizgi integralleri arasindaki fark,

kapali ilmek ile ¢cevrelenmis @ manyetik akisina esittir.

1.yol

2.yol

Sekil 4.4. 1 ve 2 yolu boyunca ¢izgi integralleri ayni1 degildir.

j/]df—jf]df:{*df:ep (4.18)

Stokes teoremine gore bir vektdriin ¢izgi integrali, o vektdriin rotasyonelinin yiizey

integraline esit olup vektor potansiyelinin rotasyoneli manyetik alani verir.
fddr=[[Vxads=[[BdS=o (4.19)
Simdi tekrar diizenege donersek sadece 1. yarik agikken dalga fonksiyonu v/, ,

olsun. Solenoidin varliginda
e .~ ..
V5 =CXp [_ %jAd”J‘//Lo (4.20)
1

yazilir. Burada y,, alan yokken ki dalga fonksiyonudur. Buradaki integral, 1 yolu

boyunca kaynaktan perdeye kadardir. Benzer sekilde sadece 2. yarik acik iken dalga

fonksiyonu
e .- .
Vs :eXp(_;IAd”jl//z,o (4.21)
2

seklindedir. Buradaki integral de 2 yolu boyunca, kaynaktan perdeye kadardir. Perdede
iki elektron demetinin iist liste geldigi durumu diisiinelim. Denklem (4.20) ve 4.21°1

toplarsak

e .~ .. e .~ ..
l//:exp(—%j/ldrjl//w+exp(—EIAdrjl//2,0 (4.22)
| 2
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elde ederiz. Denklem (4.18)’1 burada kullanirsak

y = em(—%fﬁdi’j%,o + exp{—%[—q) +I;1d’7):|‘ﬂ2,0
1 1

ie .- _ ie
:exp[_gIAd”j{V/l,o +exp["‘g®j‘/’z,o}
1

ifadesi elde edilir. Burada faz farki olan Ag = %CD manyetik aki kuantas1 @ = h ‘ye
e

(4.23)

ie ie 2ri ()
Ap=—DP=—O="-OP=27i— 4.24
PRI , @20
27 e

seklinde baghdir. Bdylelikle faz farki, g¢evrelenmis akiya bagli olan bir sabitle
degisecektir. Bu olay aslinda, cevrelenmis akiya bagl bir biiyiikliik ile girisim seklinin
pikini Onceki merkezden kaydirma etkisidir. Y. Aharonov ve D. Bohm (1959)
tarafindan ortaya atilan bu teori oldukga biiyiik bir tartisma yaratmistir. Olayin deneysel
dogrulamas1 R. G. Chambers (1960) ile Tonomura ve ark.(1982,1986) tarafindan
yapilmistir.

Kuantum Hall olay: tabanli bir AB interferometresinde, kenar kanallar1 elektron
demetleri gibi diisiiniilerek halka benzeri bir yapida bu kanallarin birbirileriyle girisim
yaptig1 diisliniilebilir (Jain, 1988; Biittiker, 1988). Kuantum Hall rejiminde AB olay1
izerine pek ¢ok teorik ve deneysel ¢alisma mevcuttur (Dayi ve Jellal, 2002; Thnatsenka
ve Zozoulenko, 2008b; Camino ve ark., 2005; Cicek ve ark., 2010). Bu ¢alismalardan en
cok dikkat ¢ekenlerden Camino ve ark. (2005)’nin yaptig1 calisma olup, yiiziik sekilli

bir yapida direng osilasyonlarin1 AB olayina benzeterek yorumlamiglardir.

4.3. Mach-Zehnder interferometresi

Mach-Zehnder (MZ) interferometresi Sekil 4.5’te de goriildiigli gibi iki adet
yari-gecirgen demet yaricidan ve iki adet tam yansitici aynadan ibarettir (Zehnder,
1891; Mach, 1892). Kaynaktan gelen 151k demeti, yari-gegirgen demet yarici tarafindan
iki yola ayrilir. Daha sonra her iki demet, aynalardan yansiyarak yari-gecirgen diger
demet yaricida birlesirler ve girisim yaparlar. Sonra bu iki demet, detektorlere gelir.
Detektorlerde gozlenecek olan sacak desenini degistirebilmek i¢in, optik yollar arasinda
bir fark olusturmak gerekir. Bunun i¢in demet yaricilardan birine, hafif bir egim

verilebilir ya da demetlerden birisinin Oniine, faz kaydirici bir obje eklenebilir.
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Sekil 4.5. Mach-Zehnder Interferometresi

\ 4

>

Dedektor-1

; ; Dedektor-2

MZ interferometresinin elektronik benzeri, Ji ve ark. (2003) tarafindan 2BEG

kullanilarak yapilmistir. Bu ¢alismada gercek optiksel MZ interferometresinde

kullanilan 151k demeti yerine kuantum Hall rejiminde 2BEG igerisinde olusacak olan

kenar kanallar1 kullanilmis ve elektronlarin girisimi gézlenmistir. Kenar kanallarinin,

dolayisiyla sikistirilamaz seritlerin 6z-uyumlu hesaplamalari, Thomas-Fermi yaklasimi

altinda yapilarak (Siddiki ve Marquart, 2007; Kavruk, 2010; Siddiki ve ark., 2008,)

olayin kuantum Hall rejimindeki resmi, ayrintili bir sekilde incelenmistir.
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5. SISTEMIN ELEKTROSTATIGI VE SAYISAL YONTEMLER

Kuantum Hall olayiyla baslayan deneysel g¢alismalar sonrasinda daha oOnce
degindigimiz gibi olay, sikistirilabilir ve sikistirilamaz seritlerin fizigine ulagmustir.
Chklovskii ve ark.(1992)’nin 6nerdigi gibi bu seritlerin genisligi ve konumu, doluluk
carpanina baska bir deyisle yiikk yogunluguna baglhidir. Bu durumda Poisson
denkleminin ¢o6ziimii olduk¢a 6nemli hale gelir. Poisson denkleminin ¢6ziimii i¢in
yapilan ilk teorik ¢alismalarda, problemi daha basit ve anlasilir kilmak i¢in tiim yiiklerin
ve yapilarin aynm1 diizlem ig¢inde bulundugu yaklasimi kullanilmistir (Glazman ve
Larkin, 1991; Chklovskii ve ark., 1992; Chklovskii ve ark., 1993). Bu yaklasimda
Sek.5.1 de goriildiigi gibi kuantum Hall ¢ubugundaki 2BEG, kapilar ve donorlarin ayni
diizlemde oldugu varsayilmistir. Ayrica bu yaklagimda, akim yoniinde yiik dagiliminin
Otelenmesi degismez se¢ilmis, bdylelikle problem etkin olarak bir boyutlu elektrostatik

probleme indirgenmistir.

verict atomilar 2BEG

N 7 n
-+ ++

Sekil 5.1. Verici atomlar, kapilar ve 2BEG diizlem yaklasiminda hepsi ayni diizlemdedir. Sar1 ¢izgi

2BEG, + isaretleri verici atomlar1 ve siyah kisimlar kuantum Hall ¢ubugunun {izerinde bulunan sol ve

kapilari temsil etmektedir. V;, ve V', sirasiyla sol ve sag kapilara uygulanan gerilimlerdir.

Poisson denkleminin ¢oziimiinde smir kosullar1 olduk¢a Onemlidir. Sayisal
hesaplamalarda sinir kosulunu periyodik olarak almak islemleri kolaylastirir. Ancak
periyodik bir yapida ¢6ziimii yapilacak sistemin de simetrik olmasi1 gerekir. Periyodik
sinir  kosullarmin  kullanimiyla diizlem yaklasiminin 6z-uyumlu genellestirilmeleri
Gerhardts ve arkadaslar1 tarafindan Thomas-Fermi ve Hartree yaklasimlartyla
yapilmistir (Lier ve Gerhardts, 1994; Oh ve Gerhardts, 1997; Giiven ve
Gerhardts, 2003; Siddiki ve Gerhardts, 2003; Siddiki ve Gerhardts, 2004).

Diizlem ytikler yaklagimi her ne kadar makul sonuclar verse de, problemin daha
gercekei bir analizi i¢in yapmin ii¢ boyutlu oldugunun goz Oniinde bulundurulmasi
gerekir. Ozellikle bu ¢alismada ele alnan AB ve MZ interferometreleri gibi aygitlar igin

problemin {i¢ boyutlu olarak ele alinmasi kagiilmazdir. Davies ve ark. (1994,1995)
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tarafindan yapiin st yiizeyinde sinir kosulu olarak kapilarin bulundugu bolgelerde
gerilim kapi1 gerilimine esit, diger her yerde sifir alinarak belirli bir derinlikteki
potansiyel analitik bir bi¢cimde ifade edilmistir. Yariiletken aygitlarda yapmin iig
boyutlu oldugunun g6z 6niinde bulunduruldugu bu c¢alismada, Davies ve arkadaslari
yiizeydeki kapilar nedeniyle 2BEG iizerinde olusan potansiyelin, 2BEG igerisindeki
elektronik dagilimdan bagimsiz oldugunu varsaymistir. Davies ve ark. (1994,1995)
tarafindan verilen kapilarin 2BEG iizerinde olusturacagi potansiyelin analitik ifadesinin
kullanildig1 bircok teorik calisma literatiirde mevcuttur (Ihnatsenka ve Zozoulenko,
2006; Thnatsenka ve Zozoulenko, 2007°% Siddiki ve Marquart, 2007; Siddiki ve ark.,
2008). Ancak bu potansiyel ifadesi, sistemdeki yiikler (yani donorlar ve 2BEG)
arasindaki etkilesmeleri ve bu yiiklerin kapilar iizerindeki etkisini icermez. Bazi
calismalarda yapi i¢indeki yiik dagilimindaki degismeler nedeniyle, kapilarda olusacak
etki tamamen ihmal edilmistir (Siddiki ve Marquart, 2007; Siddiki ve ark., 2008) . Diger
taraftan eger kapilar sadece yiizeye yerlestirilir ve yapinin tiim yiizeyi ilistirilmis yiizey
yaklagimindaki gibi kapilarla kaplandigi varsayilirsa, bazi yazarlarin yaptigi gibi
(Ihnatsenka ve Zozoulenko, 2006; Ihnatsenka ve Zozoulenko, 2007b) bu etkileri
diisiinmek i¢in ayna yiik teknigi kullanilabilir.

Simdiye kadar yapilan teorik c¢alismalarda, Poisson denklemini ¢6zmek ig¢in
agirhikli olarak Green fonksiyonlart kullanmilmistir. Bir veya iki boyutlu Poisson
denkleminin ¢6ziimii basit geometriler i¢in Green fonksiyonlar: kullanilarak elde
edilebilir. Ancak gergek ii¢ boyutlu sistemlerde ve daha karmasik geometrilerde Green
fonksiyonlarinin elde edilmesi ve Poisson denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in kullanimi
pratik olarak neredeyse imkansizdir. Bdyle durumlarda Poisson denkleminin dogrudan
sayisal ¢ozlimiiniin yapilmasi daha uygulanabilir bir yaklasgim olacaktir. Bu amagla tiim
sistem yeterince ayrintili bir 6rgli (mesh) ile temsil edilebilir ve Poisson denklemi bu
orgl tlizerinde uygun bir sayisal yontem kullanilarak ¢oziilebilir. Sonlu farklar yaklagimi
kullanildiginda Poisson denklemi, bir matris denklemine doniisiir. Boyle bir matris
denkleminin ¢6ziimii i¢in literatiirde yogun olarak kullanilan sayisal yontemlerden birisi
de iyi bilinen Ardisik Asirt Durulma (AAD) (Successive Over Relaxation (SOR))
yontemidir.

Bu yaklagimla Poisson denkleminin ¢oziimiinde siir kosullarinin, uygun bir
sekilde verilmesi gerekir. GOz Oniine alinan yapmin ylizeylerindeki potansiyelin
bilinmesi halinde sinir kosullari, ylizeydeki gerilimlerle belirlenir. Ancak bir¢ok gergek

yapida yiizeylerdeki potansiyel bilinmemekte, serbest bir sekilde sistemin elektrostatigi
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tarafindan belirlenmektedir. Literatiirdeki calismalardan Weichselbaum ve Ulloa
(2003)’nin yaptig1, belirli bir yiikten potansiyele AAD yontemiyle ulagarak yaptigi
¢oziim dikkat cekicidir. Boylelikle kenarlar1 acik bir sistemde dahi potansiyel elde
edilebilir. Weichselbaum ve Ulloa (2003)’min yaklasimiyla bir Kuantum Hall
c¢ubugunda Poisson denkleminin ¢6ziimii Arslan ve ark. (2008) tarafindan kullanilmistir.
Ancak bu caligmada Poisson denklemini sadece B=0 durumu i¢in ¢ézmiigler ve ayni
sinirlayici potansiyeli sonlu B durumu i¢inde kullanmiglardir. Bu durumda yaklasimlari
tam olarak 6z uyumlu olmamaktadir.

Davies’in analitik ifadelerini veya Green fonksiyonlarini1 kullanmadan, Poisson
denklemi i¢in dogrudan sayisal bir ¢oziim Kavruk (2010) tarafindan AAD yontemi
kullanilarak yapilmistir. Bu calismada ii¢ boyutta 6z-uyumlu bir ¢6ziim elde etmek i¢in
sistem, bir Orgll ile temsil edilir ve her bir iterasyon adiminda bu 6z-uyumlu hesap
tekrarlanarak, ¢6ziim adim adim elde edilir. Ancak boyle bir yaklasimla sistemin {i¢
boyutta bir orgliye boliinmesi sonucunda hesaplamalarin, ¢ok biliyiik sayida nokta
tizerinde yapilmasi gerekir ve bunun sonucunda, hesaplama siiresi ¢cok biiylimektedir.
AB interferometresi gibi yapilarin farkli kosullar altindaki davranisinin incelenebilmesi
icin bu denklemlerin, yiizlerce farkli parametre seti i¢cin ¢oziilmesi gerekebilir. Bu
sebeple hesaplama siiresini azaltacak yontemlerin kullanimi son derece énemlidir. Bu
tez calismasi ile Poisson denkleminin sayisal ¢oziimiinii hizlandirmak iizere multigrid
yontemi kullanilmigtir. Multigrid yontemi, temel olarak kabadan inceye dogru farkl
incelige sahip orgiilerin yinelemeli olarak hesaba katilmasi seklinde Ozetlenebilir.
Boylece AB interferometresi ve benzeri yapilarda birgok farkli parametre icin
hesaplama yapilmasi ve sonuglarin literatiirdeki deneysel calismalarla karsilastiriimasi
olanagi elde edilmistir.

Hesaplamalarin bir diger ayagi olan elektron yogunlugu ise Thomas-Fermi
yontemiyle elde edilir. Bu yontem oldukga 1yi bilinen bir yontemdir. Thomas-Fermi
yontemi, ¢ok elektronlu sistemlerde elektron yogunlugunu bulmak icin kullanilir ve
KHO’n1 igeren hesaplamalarda ¢ok¢a kullanilan bir yontemdir (Lier ve Gerhardts, 1994;
Oh ve Gerhardts, 1997; Giiven ve Gerhardts, 2003; Siddiki ve Gerhardts, 2003).

Bu boliimde 6nce Thomas-Fermi yaklasimi, ardindan ¢iftlenmis Thomas-Fermi
ve Poisson denklemlerinin ¢6ziimii i¢in kullanilacak olan algoritma sunulacaktir. Daha
sonra bu denklemlerin sayisal ¢6ziimiinde kullanilan AAD ve multigrid yontemleri

ayrintili olarak incelenecektir.
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5.1. Thomas-Fermi Yaklasimi

Thomas-Fermi (TF) yaklasimi, ¢cok sayida elektrona sahip kompleks atomlarin
(veya iyonlarin) taban durumu i¢in Thomas ve Fermi tarafindan ayr1 ayri gelistirilen
istatistiksel ve yar1 klasik incelemeleri igeren bir kuramdir. Sistemin N tane elektronu,
bir V' (r)potansiyeli tarafindan uzayin bir bdlgesine hapsedilmis taban durumundaki bir
Fermi elektron gazi gibi ele alinir.

TF yaklasiminin amaci, V(r) potansiyelini ve n,(r) elektron yogunlugunu
hesaplayan bir yontem elde etmektir. TF yaklasiminda elektron yogunlugu yani

elektronlarin dagilimi
n, (F) = [dE D(E) f{(E+V () - )/ k,T] (5.1)
denklemi ile verilir. Burada D(E) durum yogunlugu, V' (7) elektrostatik potansiyel ve

f [(E +V(r)— ,u)/ k,T ] Fermi fonksiyonudur. Bu fonksiyon

1
flE+V ) - u) k,T]= T (5.2)

ile ifade edilir. Burada g kimyasal potansiyel, k£, Boltzmann sabiti ve 7" de sicakliktir.
TF yaklasimindaki en Onemli parametrelerden birisi de D(E) durum
yogunlugudur. 2BEG ile ilgilendigimizden iki boyutlu durum yogunlugunu ¢ikartalim.
Boyle bir yapida elektronlarin heteroyapidaki arayiizde x ve y kenarlar1 L olan z
yoniinde de d kalinlig1 bulunan bir potansiyel kuyusuna hapsoldugunu diisiinelim. Boyle

bir yap1 Sekil 5.2°de gosterilmistir.

NV

Sekil 5.2. 2BEG i¢in diigiiniilmiis olan potansiyel kuyusu
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Boyle bir geometri icin sinir kosullar
z<0, z>d

o0
V(x,y,z)= 5.3
(x..2) {O 0<z<d -3)

seklindedir. Bu durumda etkilesmeyen elektronlar i¢in Schrédinger denkleminin
¢Oziimii, x ve y yonlerinde ilerleyen dalga formunda iken z yoniinde duran dalga
olacaktir. Boyle bir ¢6ziim 2. béliimde verilmis olup x ve y yonleri i¢in k dalga sayilari

27n 27n,
* L 7 L

==
I
I

(5.4)

seklindedir. Buradaki n_ ve n, tamsayilardir. Kenar1 L olan kuyu i¢indeki enerji
diizeyleri aras1 uzakliklarin ¢ok kii¢iik olmasi nedeniyle, enerji diizeylerinin siirekliymis
gibi g6z Oniline alinmasi iyi bir yaklasimdir. Bu durumda birim enerji aralifi basima
elektronlarin kuantum durumlarinin sayisi, D(E) durum yogunlugu olur. D(E)’yi

bulmak i¢in k& uzaymi diisiinelim. 2 boyutlu £ uzayinda izinli degerleri ¢izelim

(Sekil 5.3). Burada durumlar, kenar1 27/ L olan basit kiiresel orgiiye yerlesmistir.

ky
e o o & & o & e+ o
* & e & 3 e & e+ e
¢ o * o
¢ ¢ o
— * . ki,
* o * o
¢ o * o
e o o & 3 e e e+
* o o & & e e e+

Sekil 5.3. iki boyutlu k uzayinda yarigaplar1 kK ve k + dk olan daireler

Her k durumu basina diisen k uzay1 alani (27[/ L)2 dir. k vektoriiniin biiyiikligi

k= (kf + ky2 )1/2 seklindedir. Yaricaplar1 k ve k +dk olan daireler arasinda k uzayinda

27 k dk *lik bir alandaki girilebilir durumlarin sayist
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2
D(k)dk = 2’”‘2 dk =2 ar (5.5)
2 2z
L

seklindedir. Birim alanda (L’ =1) birim enerji bolgesi D(E) igindeki durumlarin
yogunlugunu elde etmek i¢in D(E)dE = 2D(k)dk alalim, buradaki 2 ¢arpani spinden

kaynaklanmaktadir. Buna gore

D(E) = 2D(k)j—§ (5.6)

272
yazilabilir. Enerji 6zdegeri E = hzk oldugundan k = 1/2;:12E ve buradan da

m

ak _ /Z—TlE-“ (5.7)
dE 1?2

yazilir. Bu durumda

k 2m1 ., 1 2m _,, [2m1 ., m
D(E)=2— |——E =—1/—E 1/——E =— 5.8
(&) 27\ A* 2 z \ #? h* 2 7’ >-8)

olur. Bu ifade enerjiden bagimsiz bir sabittir ve D, olarak adlandirilabilir.

Simdi TF yaklasimindaki elektron dagiliminin sicaklik ve manyetik alanla nasil

1

N e(E+V(r)—,u)/kBT

degistigine bakalim. Fermi fonksiyonu f [(E +V(r)— ,u)/ k,T ] = "

seklinde idi. Burada T=0 ve B=0 i¢in
0 ELu-V)

olur. Bu durumda Fermi dagilim fonksiyonu

0 E>u-V()

1 E<u-VQF) O(E ~(u—V () (5.10)

f[(E+V<f)—u)/kBT]={

seklinde bir basamak fonksiyonu olur. Bu ifadeyi ve durum yogunlugunu (5.1)
denklemindeki elektron dagiliminda yerine koyarsak

m
Wz

n,(7) = [dE D(E) f{(E+V ()= p)/ k,T)= [dEZ—O(E~(u-V(®))  (5.11)

olur. Bir basamak fonksiyonunun integrali

o v

Idxf(x)@(y—x):J.dxf(x) (y>x ise) (5.12)
0 0

seklindedir. Boylelikle (5.11) denklemi
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u=v(r)
m m
n,= dE = —V(r 5.13
el hzﬂ' v([ hzﬂ' (/u ( )) ( )
olacaktir.

T#0 ve B=0 icin TF yaklasimina gore elektron dagiliminin nasil olacagina

bakalim. (5.2) denklemindeki Fermi fonksiyonunda pay ve paydayi e TET O/ KT 1

carpalim. Boylece

BT ) k7]

flE+V )= p)/ k,T]= L TEe ] (5.14)

ifadesi elde edilir. Boylece (5.1) denklemi

e—[(E+V<r>—#)/kBT]

g =D OI dE 14 o (EV =) kT] (.15)
haline doniisiir. Bu integralin sonucu da
n, = Dyfe, T In[l + et ©)/1] (5.16)

olur.

Son olarak 7' # 0 ve B # 0 i¢in TF yaklagimina gore elektron dagiliminin nasil
olacagina bakalim. Eger manyetik alan varsa durum yogunlugu degisecektir. Enerji
seviyeleri siirekli olmaktan c¢ikip Landau seviyeleri olarak bilinen kesikli enerji

seviyeleri halini alir. Denklem (3.97) ile tammladigimiz v = 27/°n,, doluluk ¢arpani,

Landau seviyelerinin dolulugunu gosterir. Buradan elektron yogunlugu

v

n =
T oxl?

(5.17)

olacaktir. Doluluk carpani bir tamsayiya esitse Landau seviyesi tam doludur. Burada

simdilik v =1 alip elektronlarin spin dejenereligi de hesaba katilirsa

1 g,
o 27l 2zl (5.18)

seklinde olur. Burada g =2 alinmis olup spin dejenereligini gdstermektedir. Bu

durumda durum yogunlugu

D(E) = gslz S 5(E-E,) (5.19)

27

seklinde olur. Boylece elektron dagilimi

1) =555 > [AES(E~E, ) fIE+V )= 1)/ T) (5.20)

sekline doniisiir. Dirac delta fonksiyonunun integral 6zelliginden elektron yogunlugu
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o0

gs 7)) —
2t 2 B+ V()= 1) Ky T] (5.21)

n,(r)=

olur.

Elektron yogunlugunun (5.13), (5.16) veya (5.21) denklemlerindeki gibi V' (7)

potansiyeli cinsinden ifadesi Poisson denkleminde yerine yazilirsa

vy =—Ly (7)) (5.22)
£
seklinde bir denklem elde edilir. Bu denklemin toplam elektron sayisinin korunumu
sart1 olan
N, = [d*r n, @) (5.23)

sart1 ile birlikte ¢ozlilmesi sonucunda, aranan kimyasal potansiyel, V' (7) potansiyeli ve
elektron yogunlugu elde edilebilir. Ancak, (5.13), (5.16) veya (5.21) denklemleri V' (7)

potansiyeline nonlineer olarak bagli oldugundan (5.22) denklemi de nonlineer bir
diferansiyel denklem olur ve bu denklemin sayisal ¢6ziimii oldukca zordur. Bu noktada
sayisal problemde karsilagilan kararsizlik ve iraksama problemlerini agsmak i¢in daha
once Gerhardts ve arkadaslar1 (Lier ve Gerhardts, 1994; Oh ve Gerhardts, 1997; Giiven
ve Gerhardts, 2003; Siddiki ve Gerhardts, 2003) tarafindan kullanilan yaklasima benzer

bir yaklagim kullanilmistir. Bu yaklasimla ilgili temel algoritma asagida sunulmustur.

Thomas-Fermi-Poisson denklemlerinin ¢6ziimii i¢in kullanilan algoritma

Yukarida tanimlanan TF yaklagimi ¢ercevesinde (5.22) ve (5.23) denklemleri ile
birlikte (5.13), (5.16) veya (5.21) denklemlerinden biri kullanildiginda, sistemin
elektrostatigini tanimlayan kapali bir denklemler takimi elde edilir. Bu denklem
takiminin 6zellikle sonlu sicaklik ve sonlu manyetik alan durumundaki ¢6ziimiinii elde
etmek i¢in su yol takip edilir.

[k &nce sifir sicaklik ve sifir manyetik alana karsilik gelen (5.13) denklemi,
(5.22) ve (5.23) denklemleriyle birlikte 6zuyumlu olarak c¢oziilerek manyetik alanin
yoklugunda ve sifir sicakliktaki elektron dagilimi elde edilir. Bundan sonra yeterince
yiiksek bir T sicakliginda, manyetik alan yokken sistemin elektrostatigini tanimlayan
(5.16), (5.22) ve (5.23) denklemleri, yine Ozuyumlu olarak ¢o6ziilerek kimyasal

potansiyel, V() potansiyeli ve elektron yogunlugu elde edilir. Bu asamada ¢oziimii

elde etmek i¢in normal fonksiyonlarin koklerini bulmakta kullanilan Newton-Raphson
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algoritmasinin fonksiyoneller icin uygun sekilde genellestirilmis bir formu kullanilir.
Bu genellestirilmis Newton-Raphson algoritmasi temel olarak su sekilde ¢alismaktadir:

(5.16), (5.22) ve (5.23) denklemlerinin ger¢ek ¢oziimiine karsilik gelen
kimyasal potansiyel 1" ve elektriksel potansiyel V" (#) olsun. Ote yandan bir dnceki
adimdan elde ettigimiz potansiyel fonksiyonunun V' (#) oldugunu ve bir ilk tahmin
olarak kullandigimizi varsayalim. Gergek potansiyelle bu ilk tahmin arasindaki farki
oV (r)ile gosterirsek
VI(F) =V(F)+V(F) (5.24)
seklinde yazabiliriz. Denklem (5.24)’deki elektron yogunlugu n, bu durumda (5.16)

denklemiyle verilir. Bu durumda Poisson denklemi
VI =V VA ==Ly (7 + V) (5.25)
&g

seklinde yazilabilir. n,,’yi V' civarinda Taylor serisine

0
n,(V+V)=n,V)+ 2 5P + ... (5.26)
oV
seklinde agabiliriz. Boylece (5.25) denkleminde sadece birinci mertebe terimler
tutulursa
Vv =L )= 4 %% 5y (5.27)
£ g oV

denklemi elde edilir. Denklem (5.16) ve (5.21)’e gore elektron yogunlugu n, ’in,

potansiyele ve kimyasal potansiyele gore tiirevleri arasindaki iligkiyi

% = _% (5.28)

oV ou
seklinde yazabiliriz. Boylece (5.27) denklemi

0
vy +visy =—9n, )+ 1% sy (5.29)
£ E ou
ya da
16}
vy -4 sy - vy -y ) (5.30)
g ou £

seklinde yazilabilir. Burada esitligin sol tarafindaki ikinci terimin katsayisini p ile,
esitligin sag tarafini ise f ile gosterirsek

V2OV —poV = f (5.31)
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potansiyel fonksiyonundaki hata oV icin poisson denklemine benzer lineer bir terim

. ) o q on, s, .

iceren bir denklem elde edilir. Burada p=-—%, f=-VV-=n,() dir.
g ou £

Denklem (5.31), oV ig¢in Poisson denklemi formunda bir denklemdir. Bu denklemin

sayisal ¢Oziimii ile ilgili ayrintili bilgi daha sonra verilecektir. Bu denklemin

¢Oziimiinden elde edilen o), bir 6nceki adimdan elde edilen potansiyele eklenerek yeni

potansiyel fonksiyonu elde edilmis olur. Ardisik iki adimda elde edilen potansiyel
fonksiyonlarin1 V"' ve V" ile gosterirsek Newton-Raphson algoritmasinin bir adimi

| 4N AN (5.32)
seklinde ifade edilir. Daha sonra bu yeni potansiyele karsilik gelen kimyasal potansiyel
ve elektron yogunlugu (5.16) ve (5.23) denklemleri kullanilarak elde edilir. Ardisik iki
adim arasinda potansiyelde meydana gelen degisim, yeterince kiigiik olana kadar bu
isleme devam edilir.

Manyetik alanin yoklugunda yiiksek sicaklikta ¢oziim elde edildikten sonra, ayni
sicaklik icin manyetik alan varken ¢o6ziim elde edilir. Bunun i¢in yukarida verilen
Newton-Raphson algoritmasinda baslangic degeri olarak manyetik alan yokken elde
edilen sonuglar kullanilir. Daha sonra, sicaklik kademeli olarak hedeflenen sicakliga
kadar diistiriilir. Bu agamada her bir sicaklik adiminda Newton-Raphson algoritmasi
tekrarlanir. Her sicaklik adiminda baslangic degeri i¢in bir dnceki sicaklik adiminda
elde edilen sonug kullanilir.

Yukarida verilen Newton-Raphson yaklasgimmma dayali algoritmanin
uygulanmasi sirasinda her iterasyon adiminda, Denk. (5.31) ile verilen Poisson
denklemine benzer denklemin ¢6ziilmesi gerekir. Bu denklemin bir¢ok defa ¢oziilmesi
gerektiginden bu denklemin ¢6ziimiinde kullanilan yaklasimlar, burada ele alinan KHO
tabanl araglarin incelenmesi agisindan son derece 6nemlidir. Bu denklemin ¢oziimiinde
mimkiin oldugunca hizli yaklagimlar kullanilmasi faydali olacaktir. Bu ag¢idan bir
sonraki boliimde, bu ¢alismada Poisson denkleminin ¢6zlimii i¢in kullanilan yontemler

anlatilacaktir.
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5.2. Ardisik Asirt Durulma Yontemi

Denklem (5.31) ile verilen Poisson denklemi benzeri ifadenin sayisal ¢ozimii
icin, ilk asamada incelenecek yapiyr temsil eden uygun bir mesh olusturulur. Daha
sonra (5.31) denklemi bu mesh {izerinde uygun bir fark yaklagimi kullanarak diizenlenir.

Bu durumda (5.31) denklemi bir matris denklemi formuna doniisiir. Simdi bir ¢(x, y, z)
fonksiyonu i¢in olusturulan mesh igin, x ekseni dogrultusunda adim araligmnin 7/,

oldugunu varsayarsak sonlu farklar yaklagimi gercevesinde

d’¢(x,,2) _ Pt h,y,2)+ px—h,y,2) = 24(x, y,2)
dx’ hf

+O(h?) (5.33)

olur. Burada s mertebesinde olan hata terimini ihmal edersek ve benzer sekildeki
acilimlari y ve z dogrultular i¢in yazarsak

d2¢(x,y,z) _ ¢(x,y+hy,z)+¢(x,y—hy,z)—2¢(x,y,z)

5.34
. i (5.34)
dP(x,9,7) _ PO,z +h) + §(x.p.2 = h) = 26(x,3.2) 535
dz* h? '
ifadeleri elde edilir, 4, ve h_, sirasiyla y ve z yonlerindeki mesh araliklaridir.
Simdi (5.31) denklemini ¢ fonksiyonu i¢in yazarsak
Vig—pp=f (5.36)
olur ve bu denklemin, kartezyen koordinatlarda agik hali
o’¢p o’ 0°¢
axz ayz 22 p¢ f ( )

seklindedir. Buradaki kismi tiirevler i¢in (5.33), (5,34) ve (5.35) denklemlerini kullanip

d(x,v,z)’yi cekersek ve elde ettigimiz sonucu 5 ile gosterirsek
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N n2
=¢d(x,y,z) = Sand X
b =9(x.7.2) 200 hE + 12 + 212 )+ p(x, y, )2
[¢(-x+hxayaz)+¢(x_hxayaz)]
n2
Y e n ) R
y z+ x z+ Xy +p(x5y’z)x y iz
[p(x,y+h,,2)+P(x,y—h,,2)] (5.38)
nh

+ X
2072k + h2h% + h2h2 )+ p(x, p,2)h>h2h?
[pCx, y, 2+ D)+ ¢(x, 3,2 = h.)]
271.21.2
- oAk f(x,2,2)
2n2h2 + 202+ BZRE )+ p(x, y, 2)hZ R

X y 'z

ifadesini elde ederiz. Bu denklemden de goriildiigii gibi uzaydaki bir noktada ¢
fonksiyonunu belirleyebilmek i¢in komsu 6 noktada ¢ fonksiyonunun degerini bilmek
gerekir. Eger baslangicta ¢ fonksiyonunun her noktadaki degerini yaklasik olarak

bildigimizi varsayarsak, o zaman belirli bir nokta etrafindaki alt1 noktada ¢

fonksiyonunun eski degerlerini kullanarak bu noktadaki ¢ fonksiyonu i¢in yeni bir 5

degeri hesaplayabiliriz. Bu islemi orgii iizerindeki her nokta i¢in tekrar ederek
ilerledigimizde, eger bir onceki adimda buldugumuz degerlerle bir sonraki adimda
buldugumuz degerler arasindaki fark sifirsa (veya yeterince kiigiikse) bu durumda
aradigimiz ¢oziimi elde etmis oluruz. Bu yaklasima ardisik durulma yaklasimi denir.

Ardisik durulma yaklagiminda her bir adimi » st indisi ile gosterirsek bu yaklasim

sembolik olarak ¢"*' 25 veya ¢""' =¢" +(gZ —¢") seklinde ifade edilebilir. Burada

(¢7 —¢") farki, n’inci adimda fonksiyona getirilen diizeltmedir. Ardisik durulma

iterasyonlarin1 hizlandirmak i¢in bu diizeltme terimi belirli bir oranda artirilarak orijinal

fonksiyona eklenebilir. Yani

$ =gl -9 )= (- W) +wg (5.39)

seklinde yazilabilir. w burada bir agirlik katsayisidir. Bu durumda w degeri 1 ile 2
arasinda secilirse bu yonteme Ardisik Asirt Durulma (AAD) (Successive Over
Relaxation (SOR)) yontemi ad1 verilir. AAD ydnteminin hizini artirmak i¢in uygun bir
w degeri se¢mek gereklidir. Ancak en uygun w degeri kullanilsa bile buradaki
problemde (5.31) denkleminin bir¢ok defa ¢oziilmesi gerektiginden bu ¢oziimiin ¢ok

hizli bir sekilde yapilmasi oldukg¢a dnemlidir.
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AAD yonteminin daha da hizlandirilmas: igin birgok farkli yaklagim
gelistirilmistir. Bunlarin arasinda multigrid yontemi oldukca etkin bir yontem olarak

karsimiza ¢ikmaktadir.

5.3. Multigrid Yontemi

AAD yontemi kullanilirken karsilasilan hatanin Fourier analizi incelendiginde
kisa dalga boylu hatalarin hizla azalmasina karsin, uzun dalga boylu hatalarin daha
yavas azaldigi goriilmistir. Bu gergekten yola ¢ikilarak yakinsama siirecini
hizlandirmak i¢in multigrid yontemi gelistirilmistir (Briggs ve ark., 2000). Multigrid
yonteminde mesh araligi kiiclik olan bir 6rgiide bir miktar AAD iterasyonu yapildiktan
sonra kalan hata hesaplanir. Bu hata daha genis mesh araliklarina sahip daha kaba bir
orgiiye tasinir ve kaba orgiide tekrar bir miktar AAD iterasyonu yapilir. Bu sefer bu
kaba orgiide kalan hata daha da kaba bir orgiiye tasinir ve ayni siire¢ tekrar edilir. Bu
sekilde istenilen sayida farkli 6rgii kullanilabilir. En kaba orgiliye ulasildiginda elde
edilen fark denkleminin tam c¢oziimiine ulasana kadar AAD iterasyonlarina devam
edilir. Ancak bu asamada oOrglideki nokta sayisi ¢ok az oldugu i¢in bu islem oldukca
kisa zaman alir. Daha sonra kaba orgiide elde edilen hata, ince Orgiiye genisletilerek
¢oziim fonksiyonuna eklenir. Hatanin kaba Orgiiye taginmasi restriction ve bulunan
¢ozlimiin ince drgliye tasinmasi siireci prolongation olarak adlandirilir.

Simdi AAD iterasyonlar1 sonucunda (5.36) denklemi i¢in ince Orgiide elde

edilen yaklasik ¢oziimii ¢ ile gosterelim. Bu fonksiyona karsilik gelen (5.36)

denkleminin sag tarafindaki yiik terimi ise f~ olsun yani

Vg —pg =1 (5.40)
seklinde yazilsin. Simdi (5.36) denklemini bu denklemden taraf tarafa ¢ikarirsak
Vip-¢)-plg—¢)=f-1f (5.41)

elde edilir. Bu ifadede & = (¢—¢") hata terimi ve o= f — f artik yiik terimi (residual)
olarak adlandirilirsa hata ile artik yiik i¢in

Ve-pe=0c (5.42)
denklemi elde edilir ve bu denklem, baslangigtaki (5.36) denklemi ile aymidir. Bu

sekilde hesaplanan artik yiik daha kaba Orgiiye tasinir ve hata terimi i¢in ¢oziim kaba

orgiide yapilir. Elde edilen hata terimi 6nceki fonksiyona eklenerek
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d=¢ +¢ (5.43)
yeni ¢oziim elde edilir. Bu islemler tekrarlanarak ilerlendiginde ardisik olarak elde

edilen sonugclar, ger¢ek ¢oziime AAD yontemine gore daha hizli yakinsar.

Artik yiik teriminin kaba orgiiye tasinmasi

sl - i
s, o s
Jr S .l
| Al o
i | Pl 17 1~
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Sekil 5.4. Multigrid yonteminde kullanilan ince, orta ve kaba orgiilerin 2 boyutlu durum igin gésterimi

Uygulamada kolaylik olmasi1 agisindan genellikle kaba orgiideki orgii araliklar
ince orgiidekinin tam iki kat1 olarak secilir. Boyle bir durum iki boyut i¢in Sekil 5.4 de
gosterilmistir. Burada alt tabakada gosterilen kaba gride ait 6rgili noktalar1 ince 6rgiideki

noktalarla cakisir. Ustte gosterilen orgii ise ince orgiidiir Simdi her bir ince orgii

noktasindaki artik yiik terimini o,"7 ile ve her bir kaba noktadaki artik yiik terimini

kaba
O,k

gosterelim.

Bu durumda kaba orgilide, sadece ince oOrgiideki ¢ift indislere karsilik gelen
noktalar yer alacaktir ve kaba Orgiide yer alan bir nokta etrafinda bulunan ve kaba
orgiide bulunmayan noktalardan gelen artik yiik bilgilerini de tagimalidir. Bu amagla
degisik stratejiler kullanilabilir. Eger basit agirlikli ortalamalar1 kullanacak olursak iki

boyut i¢in kaba orgiideki artik yiikler

kaba 1 ince ince ince ince ince ) +

1
O,; = Zo-Zi,2j, + g(o-zm,zj' 10515, 10500 T 0000
(5.44)
1 ince ince ince ince )

E(O-ZH—I,ZJ‘-H + 621'—1,2]'+1 + 0-21'—1,2]'—1 + 62i+1,2j—1
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ifadesinden hesaplanabilir. Ayn1 ifade iic boyut i¢in yazildiginda kaba 6rgilide yer alan
bir nokta etrafinda bulunan ince 6rgiiye ait 26 noktadan katki gelir. Bu durumda kaba

orglide yer alan bir noktadaki artik yiik

kaba __ l ince
ik T g 0222k

1 ince ince ince ince ince ince
+ E (0-2i+1,2j,2k 05100k Y0200k TO2injo12k Y022 0k01 T 0210051 )"’
1 ince ince ince ince
32( 2ir1,2j412k T 0210 412k Y022 02k T 021010601 T
ince ince ince ince
01272641 T O2in12j 061 T Ooivi2jo12k T Onicinjior + (5.45)
ince ince ince ince
Osinjwi2k-1 T 0221061 T 0212 261 T O2ic12).2k-1 )+
1 ince ince ince ince
64 ( 2i1,2j41,2k+1 T O i1 2j412k-1 T 0212 j-12041 T O 2121061 T

ince ince ince ince
Osicipjs12k41 T O2ic12j4126-1 T 0210110k T 0-21‘71,2_/71,21(71)

ifadesinden hesaplanir.
Hata teriminin ince orgiiye yayllmasi

Yukarida anlatilan sekilde artik yiik terimi kaba Orgliye taginip kaba orgilide hata
terimi elde edildikten sonra, bu hata teriminin ince orgiliye yayilmasi igin bir starateji
kullanilmas: gerekir. Bu anlamda en basit strateji, ince Orgiideki noktalarda hata
teriminin bulunmasi i¢in basit interpolasyon kullanmaktir.

Boyle bir durumda ince 6rgiideki bir nokta, dort farkli konumda bulunabilir.

i) Ince orgiideki nokta kaba 6rgii ile ¢akisir. Bu durumda ince drgiideki noktanin
biitlin indisleri ¢ifttir ve bu noktadaki hata terimi
&3k = Erin (5.46)
ile vertilir.

ii) Ince 6rgiideki nokta, kaba orgiideki iki nokta arasindadir. Bu durumda ince
orgiideki noktanin biitiin indislerinden birisi tektir. Tek olan indisin x dogrultusuna

karsilik geldigini varsayalim. Bu noktadaki hata terimi
ince 1 aba aba
Eriv12j2k = E(Efjljk + gi]:-lljj,k) (5.47)

ile verilir. Diger dogrultulara karsilik gelen indislerden birirnin tek olmasi halinde de

benzer ifadeler kullanilir.
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iii) Ince orgiideki nokta kaba orgiideki noktalara gore kdsegen dogrultuda dort
noktanin ortasinda yer alir. Bu durumda, ince orgiideki noktanin indislerinden ikisi

tektir. Bu noktadaki hata terimi

« 1
ince _ kaba kaba kaba kaba
Eir12j+1,2k = Z (gi,j,k té&a it E jx T gi+1,j+1,k) (5.48)

ile verilir. Tek olan indislerin olas1 diger kombinasyonlar1 i¢in de benzer ifadeler
kullanilir.

iv) Ince orgiideki nokta kaba orgiideki noktalara gore cisim kdsegeni
dogrultusunda yer alir. Bu durumda, etrafinda kaba orgiiye ait en yakin sekiz nokta

vardir ve ince orgilideki noktanin indislerinin hepsi tektir. Bu noktadaki hata terimi

; 1

ince _ kaba kaba kaba kaba

E2i41,2j41,2k4+1 — g(‘c"i?j,k te ik tE kT T (5.49)
kaba kaba kaba kaba

€i+1,_j+1,k + gi+1,j,k+l + gi,j+1,k+1 + gi+1,j+1,k+1)

ile verilir.
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6. SONUCLAR

Hesaplamalarda, ¢iftlenmis Thomas-Fermi-Poisson denklemlerinin ¢6ziimii 5.
boliimde verilen genellestirilmis Newton-Raphson algoritmas1 aracilifiyla elde
edilmistir. Bu amagla Newton-Raphson algoritmasinin her adiminda Poisson denklemi
AAD ve multigrid yontemleri kullanilarak ¢oziilmustiir. Boylece daha dnce 4. Boliimde
tartisilan KHO tabanli araclar icin elektron dagilimlar1 ve elektrostatik potansiyel elde

edilmistir.

6.1. Kuantum Hall Cubugu icin Sonuclar

Hesaplamalarimizda ilk olarak ele aldigimiz yapi, Sek. 6.1. de goriilen kuantum
Hall ¢ubugudur. Hesaplamalarimizda bu ¢ubugun boyutlarini x yoniinde 2600 nm, y
yoniinde 2000 nm ve z yoniinde de 1000 nm aldik. Iki diigiim noktas1 aras1 mesafe 10
nm olarak alinmistir. Cubugun her iki yaninda sinir kosullart i¢in 150 nm’lik iki kap1
yerlestirilmistir. 2BEG yiizeyden 90 nm, donor tabakasi ise 50 nm derindedir.
Hesaplamalar {i¢ boyutlu Poisson denklemi ve TF denkleminin 6z-uyumlu olarak
coziilmesiyle elde edilmistir. Kuantum Hall ¢ubugu i¢in hesaplamalar kap1 geriliminin

degisimi, uygulanan manyetik alanin degisimi ve farkli donor yogunluklari icin

yapilmustir.

150 s Kapriar 150 s
«—p ‘_,__._.-—--""

¥

X

‘ AlGahs
Gaks \,
2EEC

Sekil 6.1. Kuantum Hall Cubugunun sematik gosterimi. Yapinin boyutlart x yoniinde 2600 nm, y
yoniinde 2000 nm ve z yoniinde de 1000 nm dir.
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6.1.1. Kuantum Hall Cubugunun davramisina farkh kapi gerilimlerinin etkisi

Sekil 6.1 deki yapida 1.4 K sicaklikta ve 7.4 T manyetik alan altinda kapi
gerilimlerini -1.0 V, -1.5 V ve -2.0 V degerleri i¢in Sekil 6.2’de goriilen konuma baglh
elektron dagilimi grafigi ile Sekil 6.3°de goriilen konuma bagli potansiyel grafikleri elde

edilmistir. Ortalama elektron yogunlugu n, ve donor yogunlugu n, ¢ubuk boyunca

n,=n,=3.0x10"cm™ olacak sekilde esit almmustir. Yani nétrallik saglanmstir.

e

2.5
B < :
3 15-
£
©
a
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Sekil 6.2. Sekil 6.1’de goriilen yapida 1.4 K sicaklikta ve 7.4 T manyetik alan altinda kap1 gerilimlerinin
-1.0V,-1.5Vve-2.0V degerleri icin elde edilen konuma bagl elektron dagiliminin doluluk ¢arpani
cinsinden gosterimi

Sekil 6.2°de -1.0 V kirmiz1 renk, -1.5 V yesil renk ve -2.0 V mavi renk ile
belirtilmistir. Sekil 6.2’de kapilara uygulanan tiim gerilimlerde elektron yogunlugu
v =2 civarinda platolu bir yap1 gostermektedir. Kenardan iceriye dogru giderken
elektronlar 1. Landau seviyesine karsilik gelen durumlari doldurmaya baglar. Kismen
dolmaya baslayan 1. Landau seviyesinde elektronlarin rahat hareket etmelerine olanak
saglayan bos yerler oldugu icin bu bolge tipki bir metal gibi davranacaktir ve
sikigtirilabilir serit olarak adlandirilir. Bu esnada hareketli elektronlar, birbirileriyle

etkileserek bir perdeleme potansiyeli olustururlar. Elektronlar daha sonra Landau
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seviyesini tam olarak doldurmaya baslarlar. Tam dolu kisma yeni bir elektron
eklenemez ve perdeleme potansiyeli olusmaz. Bu nedenle bu bolgeler sikistirilamaz
serit olarak adlandirilir ve yalitkan gibi davranir. Sekil 6.2°de v =2 civarinda gozlenen
platolar sikistirilamaz seritlere karsilik gelmektedir. Bu sonu¢ Chklovskii ve ark.(1992)

gelistirdigi modelle uyum gostermektedir.

0.0
— KG=-20V
KG=-15V
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Sekil 6.3. Sekil 6.1°de goriilen yapida 1.4 K sicaklikta ve 7.4 T manyetik alan altinda kap1 gerilimlerini
-1.0V,-1.5Vve-2.0V olarak degistirilmesi sonucu elde edilen konuma bagli potansiyelinin gésterimi

Sekil 6.3 Poisson denkleminin ¢o6ziimiinden elde edilen potansiyelleri
gostermektedir. Potansiyellerde gozlenen platolar, sikistirilabilir seritlere denk gelen
potansiyellerdir. Kap1 geriliminin artmasi elektronlarin merkeze dogru toplanmasina
sebep olmakta ve kenarlardaki elektronlarin bulunmadigi bdlgede perdeleme
olmadigindan potansiyel ¢ok hizli diismektedir. Elektronlarin bulunmadigi bdlgenin
genislemesi, potansiyelin daha derinlesmesine sebep olmaktadir. Ayni etki Sekil 6.2°de
gorildiigi gibi kapi gerilimlerinin artmasi, sikistirillamaz seritlerin  genisliginin

azalmasina neden olmaktadir.
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6.1.2. Kuantum Hall Cubugunun Farkhh Manyetik alan siddetlerindeki davranis:

Sekil 6.1°deki yapida sicakhigr 1.4 K’de, kap1 gerilimini -1.5 V’da ve donor
yogunlugunu 7, =n, =3.0x10" cm™ degerlerinde sabit tutup manyetik alan1 3 T’dan

8 T’ya kadar degistirirsek Sekil 6.4’de goriilen konuma bagl elektron dagilimi grafigi

ile Sekil 6.5’de goriilen konuma bagli potansiyel grafiklerini elde ederiz.
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Sekil 6.4. Sekil 6.1. de goriilen yapida manyetik alanin 3 T’dan 8 T’ya kadar degistirilmesiyle elde edilen
konuma bagli elektron dagiliminin doluluk ¢arpani cinsinden gdsterimi

Sekil 6.4’de doluluk carpaninin tam sayr oldugu yerlerde yani v=2 ve
v=4"de sikistirllamaz seritler gozlenmektedir. Denklem (3.97)’ye gore doluluk
carpaninin degerinin manyetik alanla ters orantili olmas1 Sekil 6.4’de acikca goriiliir.
Sikistirllamaz seritler 6nce yapinin orta bolgelerinde ortaya ¢ikip manyetik alan
siddetinin azalisiyla birlikte kenarlara dogru ilerler bu sirada genislikleri de daralir.
B=4T civarinda v =2 ye karsilik gelen sikistirilamaz serit hemen hemen kaybolur.
Manyetik alan siddeti daha da diisiiriildiiglinde v =4 deki sikistirilamaz serit ortaya
cikar. B=3 T da bu sikistirilamaz serit oldukca belirgindir. Buna karsin B=7 T’daki

sonucta v =2’deki sikistirllamaz seridin kalinligi oldukca genistir ve v =4 deki
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sikigtirllamaz serit gozlenmez. Ciinkii manyetik alan arttikca Landau seviyelerinin
dejenereligi yani bir Landau seviyesinin alabilecegi elektron sayisi artar. Bu durumda
yiiksek manyetik alanda mevcut elektron sayisi ilk Landau seviyesini doldurur ve bir

sonrakine gerek kalmaz. Bu durumda B= 8 T’da bir plato gozlenmemesi normaldir.
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0.0 +
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0.1 - —— B=3T
l et —— B=4T
B=5T
g 0.2 1 = -0.62 B=6T
D T — B=7T
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Sekil 6.5. Sekil 6.1°de goriilen yapida manyetik alanin 3 T’dan 8 T’ya kadar degistirilmesiyle elde edilen
konuma bagli potansiyelin gosterimi

Sekil 6.5°deki potansiyel grafiginde, potansiyelde degisimin gozlendigi kiiclik
bolge igerdeki kiiciik ayrintili grafik ile gosterilmistir. Bu ayrintili grafikte potansiyelin
sabit gibi davrandig1 plato bolgeleri sikistirilabilir seritlere karsilik gelen bolgelerdir.
Potansiyelin hizli degistigi bolgeler ise sikistirllamaz seritlere ya da elektron
bulunmayan bolgelere karsilik gelir. B=8 T’da manyetik alanlar ¢ok biilylik oldugundan
sikistirllamaz seritler gozlenmez ve potansiyelde ortada genis bir plato olusur. 3 T’dan 7
T’ ya kadar sikistirilabilir seritleri temsil eden platolarin genisligi bariz artmaktadir.
Sikistirilamaz seritlerin disinda kalan bolgedeki kisimlar sikigtirilabilir bolgeleri temsil

eder.
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6.1.3. Kuantum Hall Cubugunun Farkh donor yogunluklarindaki davranisi

Sekil 6.1°deki yapida sicakligr 1.4 K’de, kap1 gerilimini -1.5 V’da ve manyetik

alamm 7.4 T’da sabit tutup ortalama elektron ve donor yogunluklar

n,=n,=30x10"em>, n,=n,=35x10"em™>, n,=n,=40x10"cm> ve

e e

n,=n,=45x10"cm™ olacak sekilde degistirilerek Sekil 6.6’da goriilen konuma

bagl elektron dagilimi grafigi ile Sekil 6.7°de goriilen konuma bagli potansiyel
grafikleri elde edilmistir.
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Sekil 6.6. Sekil 6.1°de goriilen yapida ortalama elektron ve donor yogunlugunun farkli degerleri i¢in elde
edilen konuma bagl elektron dagiliminin doluluk garpani cinsinden gosterimi

Sistem de toplam yiik nétralitesi saglandigi i¢in donor yogunlugunun artmasiyla
elektron yogunlugunun artmasi normaldir Sekil 6.6’da bu durum agikc¢a gézlenmektedir.
v =2’de gbzlenen sikistirilamaz seritler, donor yogunlugunun artmasiyla kenara dogru
kaymakta ve incelmektedir. Genel olarak donor yogunlugunun ve dolayisiyla elektron
yogunlugunun artisi, manyetik alanin azalis1 ile benzer etki géstermektedir. Manyetik
alanin azalmas1 bir Landau seviyesinde birim alana yerlesebilecek elektron sayisinin

azalmasina, dolayisiyla da net olarak bir elektron fazlaligina sebep olur.
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Sekil 6.7. Sekil 6.1°de goriilen yapida ortalama elektron ve donor yogunlugunun farkli degerleri igin elde
edilen potansiyelinin gosterimi

Sekil 6.7°de donor yogunlugu ve buna karsilik da elektron yogunlugu arttik¢a
2BEG sisteminin perdeleme kapasitesi artmaktadir. Boylece perdelenmis potansiyelin
derinligi de, donor sayisindaki artigla birlikte azalmaktadir. Sekil 6.7°deki potansiyel
grafiginde, potansiyelin sabit gibi davrandigi plato bolgeleri sikistirilabilir seritlere
karsilik gelen bolgelerdir. Potansiyelin hizli degistigi bolgeler ise sikistirilamaz seritlere
karsilik gelir. 7z, =n, =3.0x10"'cm ™~ yogunluk degerinde perdelenmis potansiyel en
derinde olup bunun nedeni az elektron sayis1 nedeniyle olusacak perdelemenin,
potansiyeli pek etkilememesidir. Buna karsin 7, =n, =4.5x10""cm™  yogunluk

degerinde, c¢ok sayida elektronun olusturacagi perdeleme, potansiyeli daha fazla

etkileyecektir.
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6.2. Aharonov-Bohm interferometresi Icin Sonuclar

AB etkisiyle iliskili diisiik boyutlu deneyler, her yerde tekdiize manyetik alan
kullanim1 nedeniyle bu etkiyi tam olarak gdstermezler (Datta, 1995). Orijinal AB
etkisiyle benzerlikler sadece geometride ve bir manyetik alanin varligindaki bir faz
olayindadir. Bu deneysel calismalardan birisi de Camino ve ark. (2005) tarafindan
calisilan kuantum Hall rejimindeki bir kuantum elektron interferometresidir. Bu
arastirmacilar direncteki osilasyonlar1 deneysel olarak gozleyebilmek igin yiiksek
mobiliteli bir AlGaAs/GaAs heteroeklem malzemede, kimyasal yakma ile
tanimladiklar1 halka etrafinda kuantum Hall rejimi altinda 2BEG igerisinde sekillenen
sikigtiritlamaz ~ geritleri, orijinal AB etkisindeki elektron demetlerinin yerine
kullanmiglardir. Boylelikle, bu etkiyi anlamak i¢in sikistirilamaz seritlerin dagilimi

hakkinda bir bilgiye sahip olmak olduk¢a dnemlidir.

6.2.1. AB Interferometresi i¢cin Kap1 Gerilimi Taramasi

Kuantum Hall olay1 tabanli aracglar iizerine teorik ve deneysel ¢alismalar son
yillarda artmaktadir. MZ interferometresi gibi elektronik girisim aygitlarinin tiretimine
(Ji ve ark. 2003) yol acan nanoteknolojide, Onemli ilerlemeler vardir. MZ
interferometresinin basarili olarak anlasilmasi, benzer Hall olay:1 tabanl araglara olan
ilgiyi uyarmistir. Bu kuantum aygitlarindan biri de AB interferometresidir. AB
interferometresi, alanlar sifir olsa bile potansiyeller kullanarak kuantum mekaniksel
etkilerin gozlenmesinden ibaret olan AB etkisidir (Aharonov ve Bohm, 1959). AB
osilasyonlarint gozlemek icin interferometreler, yiiksek mobiliteli bir 2BEG iizerinde
litografik yontemlerle olusturulabilir. Ancak, AB osilasyonlarin1 gézlemek i¢in yapinin
boyutu, cok yiiksek mobiliteli numunelerde 100 nm civarinda olan faz uzunulugu ile
karsilastirilabilir. Glinlimiizde kimyasal yakma yontemlerindeki gelismeler kiigiik,
kuasi-balistik numunelere ve AB osilasyonlarmin farkli durumlarinin {retimine
miisaade eder. Bu yonde son iki deneysel ¢alisma rapor edilmistir. (Olshanetsky ve ark.,
2005; Nomokonov ve Bykov, 2005).

KHO, AB osilasyonlarim1 gozlemede bir aygit olusturmak icin bir alternatif
saglar. KHO kosullar1 altinda sikistirilabilir ve sikistirllamaz seritler, 2BEG kenar1
boyunca sekillenirler ve kenar durumlart olarak adlandirilirlar. Bazi son deneysel ve

teorik caligmalar gdstermistir ki akim, genellikle KHO kosullar altinda sikistirilamaz



71

seritler boyunca akar (Ahlswede ve ark., 2001; Giiven ve Gerhardts, 2003). Boylece bu
sikigtirtlamaz ~ seritler, elektron demetleri yerine kullanilabilir. Faz uzunlugu
sikistirilamaz seritte daha uzundur. Ciinkii sikistirilamaz bir seritte elektronlar, kollektif
bir sekilde hareket ederler. Daha biiyilk boyutlara sahip bu yapilar bir AB
interferometresini olusturmak i¢in KHO rejiminde kullanilabilir. Son zamanlarda
Camino ve ark.(2005), Olshanetsky ve ark.(2005)’nin yaptigindan yaklasik olarak 10
kat biiylik bir kuantum Hall olay1 tabanli AB interferometresi yapmislardir ve kuantum
Hall rejimi altinda AB osilasyonlarint gézlemislerdir. AB interferometresini anlamak
icin bu arastirmacilar, yiiksek mobiliteli bir AlGaAs/GaAs heteroeklem malzeme
kullanmiglardir. Yiiziik sekilli bir yapt tanimlamak yerine kimyasal yakma ile disk
sekilli bir yapr tamimlamiglardir ve AB halkasi, bu disk etrafinda sekillenen
sikigtirllamaz seritlerle tanimlanir. Yapiyr tanimlayan oyuklar, sistemi smirlamak icin
kullanilir ve aygitin 6n yiiziindeki kapilarin metalik katkiyla doldurulmasiyla elde edilir.

Bu kisimda teorik olarak Camino ve ark. (2005)’nin AB interferometre
aygitindaki sikistirillamaz seritlerin kapi gerilimine ve kapi sekline olan bagimlilig
incelenmistir. Ayrica kapr gerilimi {lizerine AB osilasyonlarinin bagimliligini ve kapi
gerilimi varyasyonunun olast etkisini tartistik. Burada kullanilan yaklasim, orijinal
olarak Gerhardts ve ark.(Giiven ve Gerhardts, 2003; Lier ve Gerhardts, 1994; Oh ve
Gerhardts, 1997; Siddiki ve Gerhardts, 2003; Siddiki ve Gerhardts, 2004) tarafindan
gelistirilmistir ve bunu modifiye ederek keyfi geomerilere uygulabilir hale getirilmis ve

sistem lizerinden tiim ylik nétralitesi korunmustur.

GaAs
S1AlGaAs

AlGaAs

2DEG

GaAs

Sekil 6.8. a) 3 boyutlu bir AB interferometresinin bir ¢izimi b) y yonii boyunca gorilen AB
interferometresinin sematik bir gosterimi
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Camino ve ark.(2005)’nin AB interferometresi, epitaksiyel olarak biiyiitiilmiis
bir heteroyapinin  AlGaAs/GaAs arayiiziinde bulunan 2BEG  kullanilarak
olusturulmustur. Onlarin AB interferometresini modellemek i¢in bu calismada
kullanilan yap1 Sekil 6.8’de c¢izilmistir. Yiizeydeki oyuklar, metalik kapilarla
doldurulmustur. Bu geometri i¢in ne Davies’in analitik ifadeleri ne de ayna yiik teknigi
kullanilabilir. Boylece kapilarin 3  boyutlu kompleks geometrisi, sistemin
elektrostatiginin tam bir tanimi i¢in uygun sinir kosullariyla Poisson denklemini
nliimerik olarak ¢ozmeye zorlar.

Daha 6nce yapilan bir ¢alismada (Cicek ve ark., 2010) AB interferometresindeki
sikistirtlamaz  seritlerin uzaysal dagilimi, sadece tek bir kapi potansiyeli icin elde
edilmistir ve AB osilasyonlarinin gozlenebilirligi ve sikistirllamaz seritlerin uzaysal
dagilimlar1 arasindaki iliski tartisilmistir. Ancak Poisson denklemini sadece B=0
durumu i¢in ¢ozmiisler ve aymi sinirlayici potansiyeli, sonlu B durumu iginde
kullanmiglardir. Boylece yaklasimlari, bizim burada tanimladigimiz gibi tam olarak 6z
uyumlu degildir.

Hesaplamalarimizda, AB interferometresindeki sikistirilamaz seritlerin uzaysal
dagilimmin uygulanan kapi gerilimlerine bagimliligin1 inceledik. Bunu yapmak i¢in
Sekil 6.8’de gosterilen yapiyr gz Oniine aldik. Yapiin boyutlart x, y ve z yonlerinde
strasiyla 2600 nm, 2000 nm ve 1000 nm alinmistir. x yoniindeki sinirlamayr saglamak
icin X yOniinde yapmin kenarlarina iki yan kapi yerlestirdik. Bu kenar kapilarinin
genisligi 50 nm alinmistir ve bu kapilara uygulanan gerilim -0.7 V alinmistir. Camino
ve ark.(2005)’nin deneysel diizenegindeki gibi oyuk yerler yiizeyden 80 nm asagiya
kadar doldurulmustur ve bu oyuklar metalik kapilar olarak diislinlilmistiir. 2BEG
yiizeyden 210 nm asagidadir. Sabit bir manyetik alan siddeti B=3 Tesla diislindiik ve

sicaklik T=1.4 K’dir. n,iyonize donor yogunlugu, n,=0.97x10"cm™ olarak

alimmistir ve yukarida deginildigi gibi tiim yiikler iizerinden ndtralite korunmustur.
Kapilar arasindaki mesafenin etkisini belirlemek icin hesaplamalar ii¢ farkli kapi
mesafesi i¢in yaptik (Bu mesafe Sekil 6.8’de d olarak belirtilmistir).

430 nm’lik bir kapt mesafesi i¢in sonuglar Sekil 6.9°da gosterilmistir. Burada
dokuz tane panel vardir ve bu panellere denk gelen kap1 potansiyel degerleri panelin
ustiinde belirtilmistir. Her panel 2BEG elektron yogunlugunun bir kontur ¢izimini
gosterir, bir Landau seviyesinin tam dolu oldugu sikistirllamaz seritler sar1 renkte

gosterilmistir. Sekil 6.9’dan da goriildiigli gibi bogazlardaki (kapilar arasindaki
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bosluklar) sikistirilamaz seritler, -0.5 V’a kadar kap1 gerilimleri igin {ist liste binmez.
Eger kapi gerilimi artirtlirsa, sikistirilamaz seritler st {iste binmeye baslar.
Sikistirilamaz seritler st tiste bindiginde bogaz, bir elektron demet yarici gibi davranir
ve AB osilasyonlar1 gozlenebilir. Ancak -0.7 V civarinda sikistirilamaz seritler yeniden
ayrilir boylelikle AB osilasyonlart daha fazla gézlenemez. Kap1 voltajindaki daha ileri
bir artis -1.4 V civarinda sikistirilamaz seritler ikinci bir {ist liste binmesine yol agar,
bdylece yeniden AB osilasyonlar1 gozlenebilir hale gelir. Kap1 geriliminin daha fazla

artist -1.8 V civarinda sikistirilamaz seritleri ayirir ve AB osilasyonlar1 kaybolur.
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Sekil 6.9. Farkli kap1 gerilimleri i¢in elektron dagilimlarinin kontur grafikleri. Kapilar arasi d mesafesi
430 nm’dir. Renk skalas1 grafiklerin altinda verilmistir. Sikistirtlamaz seritler sar1 olarak gosterilmistir.
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420 nm’lik bir kap1 araligi icin sonuclar Sekil 6.10°da gosterilmistir. Seklin
diizenlenimi Sekil 6.9’a benzemektedir. Sikistirllamaz seritlerin genel davranisi, 430
nm’lik kap1 aralig1 i¢in olan duruma benzemektedir. Bu sefer durumlarin {ist iiste
binmesi -0.6 V’da baslar, -0.8V’da ayrilir, -1.2V’da yeniden f{ist iiste binerler ve
sikistirtlamaz seritler sonunda -1.7V’da ayrilir. Daha dar bir kap1 araligina sahip olmak
daha kiiciik bir araliga neden olur bu aralik, AB osilasyonlarinin gozlenemedigi

potansiyel araligidir. Ancak toplam potansiyel araliginin genisligi fazla degismez.
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Sekil 6.10. Farkli kap1 gerilimleri i¢in elektron dagilimlarinin kontur grafikleri. Kapilar aras1 d mesafesi
420 nm’dir. Renk skalasi grafiklerin altinda verilmistir. Sikistirilamaz seritler sar1 olarak gosterilmistir.
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Sekil 6.11, 410 nm’lik bir kap1 aralifi icin cesitli kapt gerilimlerindeki
sikigtirllamaz seritlerin uzaysal dagilimimi gosterir. Bu durumda sikistirilamaz seritlerin
iist iiste binmesi yeniden -0.6 V’da bagslar, ancak, bu sefer kap1 gerilimini artirmak -1.5
V’a kadar AB osilasyonlarinin bir kesisimine yol agmaz. AB osilasyonlar1 tiim aralikta
gozlenebilir olmasina ragmen osilasyonlarin genligi kap1 gerilimi ile degisir. Bu genlik
degisimi, sikistirilamaz seritlerin iist iiste binmesine gore aciklanabilir. Bogazlar
arasindaki sikistirillamaz  seritlerin  girisim bdlgesinin ortalama yarigcapi, biiyiik
oldugunda girisimin giiclii oldugu diisiiniilebilir ve st liste binme kii¢iik oldugunda

girisim de zayif hale gelecektir.
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Sekil 6.11. Farkli kap1 gerilimleri i¢in elektron dagilimlarinin kontur grafikleri. Kapilar aras1 d mesafesi
410 nm’dir. Renk skalas1 grafiklerin altinda verilmistir. Sikistirtlamaz seritler sar1 olarak gosterilmistir.
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Camino ve ark.(2005), orijinal deneysel calismalarinda, kapi potansiyellerini
sabit tutup manyetik alan siddeti ilizerinden bir tarama yapmuslardir. Burada biz
gosterdik ki manyetik alan1 sabit tutmak ve kap1 potansiyellerinin bir taramasini yapmak
AB osilasyonlarinindaki benzer bir gozlenime neden olacaktir. AB interferometresinde
gbzlenen osilasyonlarin sayisi, elektron demetleri ile ¢gevrelenmis manyetik aki kuantasi
sayisindaki degisime esit olacaktir. Kapi potansiyelini degistirdigimizde sadece
sikistirllamaz  seritler ile g¢evrelenmis alan1 degistiririz bu ylizden manyetik aki
kuantasindaki degisim, manyetik alanin degisimiyle karsilastirildiginda oldukea kiiclik
kalacaktir. Boylelikle kapi potansiyeli taramasiyla gozlenebilecek sadece birkag
osilasyon beklenir.

Bu kisimdaki hesaplamalar ardisik durulma yontemiyle yapilmistir ve sonuglar
Superlattices and Microstructures dergisine sunulmus olup kabul edilmistir (Oztiirk ve

ark., 2012).

6.2.2. AB Interferometresi icin Manyetik Alan Taramasi

Manyetik alanin etkisini gozleyebilmek i¢in Sekil 6.8°de ¢izilmis yapiya farkl
manyetik alan siddetleri uygulanarak sikistirllamaz seritlerin  birbiriyle temasi
gbozlenmeye calisilmistir. Sekil6.8’deki kapilar oyuklara doldurulmustur. Deneysel
calismayla benzerlik i¢in Sekil6.8’deki oyuklu yapiy1 diislindiik. Kapilar bu oyuklarin
yiizeyden 80 nm asagiya dogru doldurulmasiyla elde edilir. Tiim kapilara uygulanan
potansiyel -0.7 V degerindedir. x yoniinde yapinin kenarina dogru iki kapi yerlestirdik.
Bu kapilarin genisligi 50 nm’dir, yapinin y yoniindeki uzunlugu 2000 nm’dir. 2BEG
yizeyden 210 nm asagidadir. Ortalama elektron yogunlugu n, ve iyonize donor
yogunlugu n,, n, =n,=0.97x10" cm* seklinde esit alinmistir boylelikle tim yiikler
tizerinden nétralite saglanmistir. X,y ve z yonlerinde yapinin boyutlart sirasiyla 2600
nm, 2000 nm ve 1000 nm alinmistir.

Tamamiyla dolu Landau seviyeleriyle sekillenen sikistirilamaz seritler doluluk

carpant v =n,h/eB nin ¢ift bir tamsayiya esit oldugu yerde bulunurlar. AB benzeri bir

yapida bunu elde etmek i¢in sikistirllamaz seritler bir manyetik aki ile ¢evrelenmis
dairesel bir yol olusturmalidirlar. Sonuclar Sekil 6.12°de gosterilmistir burada doluluk
carpanlart farkli manyetik alan degerleri i¢in uzaysal koordinatlarin bir fonksiyonu

olarak gosterilir. Sekil 6.12°de gosterildigi gibi, manyetik alanin farkli degerleri icin
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sikigtirllamaz seritler elektron dagiliminda kolayca goriilebilir, sikistirllamaz seritler
doluluk carpani ikiye denk gelmektedir ve sar1 renkle belirtilmistir. Sekil 6.12a’da
manyetik alan 2.8 T’dedir, sikistirilamaz seritler gézlenir ancak birbiriyle temas etmez.
Manyetik alanin bu degerinde bir girisim 6rnegi gozlemeyi beklemeyiz. Sekil 6.12b’de
manyetik alan siddeti 2.9 T dir, burada sikigtirllamaz seritler birbirine yaklasir ancak
hala {ist liste binme yoktur ve yine bir girisim beklenmez. Sekil 6.12¢c ve 6.12d sirastyla
3.0 T ve 3.1 T ‘ya karsilik gelir, manyetik alanin bu degerlerinde sikistirilamaz seritler
birbirine dokunur ve bir girisim deseninin gézlenmesini bekleriz. Eger manyetik alani
daha fazla artirirsak sikistirilamaz seritler tekrar ayrilacaktir ( bu sefer dikey yonde) ve
yeniden bir girisim gozlenmeyecektir. Burada elde edilen sikistirilamaz seritlerin genel
davranigt Camino ve ark. (2005)’nin deneysel sonuglariyla uyumludur. Buradaki
hesaplamalar multgrid yontemiyle yapilmis olup sonuclar HMF-19(The 19th
International Conference on the Application of High Magnetic Fields in Semiconductor
Physics and Nanotechnology)’da tam metinli poster olarak sunulmustur (Ozturk ve ark.,

2011).
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Sekil 6.12. Farkli manyetik alan degerleri i¢in doluluk ¢arpanlarinin kontur grafikleri. Sar1 renk doluluk
carpant iki i¢in sikistirilamaz geritleri belirtir.

6.2.3. Sikistirllamaz Seritlerin Cevreledigi Alan ve AB Osilasyonlari

AB interferometresi deneylerinde yapininin boyuna direnci, manyetik alanin
degisimiyle birlikte salinimlar yapar. Elektron demetleri arasinda kalan bolgenin
cevreledigi magnetik akinin bir magnetik aki kuantasi kadar artmasi, direngteki bir tam
osilasyona karsilik gelir. Sikistirilamaz seritler, kapali bir alan olusturacak sekilde
birbirleri ile temas etmezlerse AB osilasyonlar1 da gézlenmez. Manyetik alana bagh
olarak meydana gelen osilasyonlarin periyodunun biiyiikligii (AB) eger uygulanan
manyetik alanin siddetinden ¢ok kiiclikse, bu periyot sikistirilamaz seritlerin

olusturdugu kapali alanin biiytikliigiiyle ters orantilidir:
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S =% 6.1)

h .
Burada ®,=— magnetik aki kuantas1 ve S, c¢evrelenen alandir. Deneysel
e

olarak osilasyon periyodu belirlenerek buradan kapali alanin biiyiikliigii elde edilebilir.
Yukarida bahsedilen deneysel diizenegi kullanarak Camino ve ark.(2005) bu alanin
uygulanan kap1 gerilimi ile degisimini incelemisler ve Sekil 6.13’de verilen sonuglari

elde etmislerdir.
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Sekil 6.13. a) Ortalama manyetik alanin uygulanan kap1 gerilimine gore grafigi b) Osilasyon esnasinda
hesaplanan alanin uygulanan kapi gerilimine gore grafigi (Sekil Camino ve ark.(2005)’dan
alimtilanmugtir).

Bu c¢aligmada, olusan bu kapali alanin uygulanan kapr gerilimi ve manyetik
alanla degisimini teorik olarak incelemek i¢in Sekil 6.8’deki geometriye benzer bir
geometri alinmis ancak kapilarin derinde degilde sadece ylizeyde oldugu varsayilmstir.
Kapilar aras1 mesafe olarak tanimlanan d, 160 nm alinmistir. Kullanilan kap1 geometrisi
Sekil 6.14°de ayrintili olarak gosterilmistir. Bu kapilara uygulanan belirli gerilimlerde
AB osilasyonlarinin gézlenmesi beklenen sikistirilamaz seritlerin birleserek kapali bir
alan olusturacagi manyetik alan degerlerini belirlemek i¢in, manyetik alan taramasi
yapilmustir. Taramaya kapi gerilimi Vy=-50 mV’dan baslanmis ve -400 mV’a kadar -25
mVluk araliklarla gidilmistir. Daha sonra, daha yiliksek kapi gerilimlerindeki etkiyi
gozeleyebilmek i¢in -100 mV’luk araliklarla, -1000 mV’a kadar her bir kap1 geriliminde
manyetik alan taramasi yapilmistir. Burada yine daha 6nce yaptigimiz gibi x yoniinde
yapinin kenarina dogru genisligi 50 nm olan iki kap1 yerlestirilmis ve bunlara uygulanan

gerilimler -0.7 V alinmigtir. Ortalama elektron yogunlugu ve iyonize donor yogunlugu

0.97 x10"' cm ™ olarak esit almarak tiim yiikler iizerinden nétralite saglanmistir. X,y ve z
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yonlerinde yapinin boyutlari sirasiyla 2600 nm, 2000 nm ve 1000 nm alinmistir. 2BEG
yiizeyden 130 nm asagida olup donorlar 60 nm derinliktedir.

2000

1500

1000

y (nm)

[=]

o] 500 1000 1500 2000 2500
x (nm)

Sekil 6.14. Kapilar aras1 mesafenin d=160 nm alindig1 farkli bir AB interferometresi sekli
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Sekil 6.15. AB interferometresinde sikistirilamaz seritlerin kapali bir alan olusturdugu yani osilasyonlarin
gozlemlenmesi beklenen en diisilk manyetik alan (Bjy), ve en yiliksek manyetik alan (Bs,,) ve bunlarin
ortalama degerlerinin (B,,) uygulanan kap1 gerilimine kars1 grafikleri.
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Sikistirilamaz seritlerin birleserek ¢evreledigi kapali alanlar belirli manyetik alan
degerleri arasinda gozlenmis olup seritlerin ilk olarak birlestigi ve yeniden ayrildigi
alanlar ve ortalama degerleri Sekil 6.15’°de ¢izilmistir. Sekil 6.15’deki siyah ¢izgi kapali

alanin olustugu ilk manyetik alan degerleridir (B,, ). Bu degerde sikistirilamaz seritler

birbirine temas etmeye baslar ve farkli sikistirllamaz seritler boyunca ilerleyen
elektronlarin girisimi sonucunda osilasyonlar gdzlemlenmeye baslar. Kirmizi ¢izgi ise
temasin kesildigi andaki manyetik alan degerlerine karsilik gelen yani, osilasyonun

bittigi andaki manyetik alan degerleridir (B_ ). Yesil ¢izgi ise ilk manyetik alan ve son

son

manyetik alan degerlerinin ortalamasidir (B,,). Hesaplamalarimiz sonucunda kapi

geriliminin neredeyse 375 mV’a kadar olan degerleri i¢in, bu en diisiik ve en yiiksek
manyetik alan degerleri uygulanan kapi gerilimi ile hemen hemen lineer bir artis
gostermektedir. Camino ve ark.(2005) da deneysel caligsmalarinda bu kapi gerilimi
bolgesinde benzer sonuglar elde etmislerdir (Sekil 6.13b). Sekil 6.15’te bu noktadan
sonra manyetik alan degerlerinin 6nce bir maksimuma ulasip daha sonra da diisiise
basladig1 goriilmektedir. Yaklasik olarak lineer davranisin sona erdigi kap1 geriliminin
375 mV degeri i¢in sikistiritlamaz seritlerin manyetik alanla degisimi Sekil 6.16’da
gosterilmistir. Sekil 6.16’da B=2.57 T’da sikistirllamaz seritler birbiriyle temas
etmemektedirler. Manyetik alan B=2.58 T’ya ¢ikartildiginda sikistirillamaz seritler
birbirileriyle temas ederek, kapali alan1 olusturmaya bagslarlar. Kapali alan olusumu,
manyetik alan B=2.78 T’da son kez gozlenir B=2.79 T’da sikistirilamaz seritler

birbirinden ayrilir ve temas kesilir.



2000

1800

1600

1400

1200

1000

800

600

400

200

2000

1800

1600

1400

1200

1000

800

600

400

200

2000

1800

1600

1400

1200

1000

800

600

400

200

500

500

500

V,=-0375V,B=257T

1000

V,=-0375V,B=267T

1000

X

X

1500

1500

2000

2000

V,=-0375V, B=278T

1000

1500

2000

2500

2500

2500

2000

1800

1600

1400

1200

1000

800

600

400

200

2000

1800

1600

1400

1200

1000

800

600

400

200

2000

1800

1600

1400

1200

1000

800

600

400

200

500

500

V=-0375V,B=258T

V,=-0375V,B=268T

V,=-0375V,B=279T

2.400

1000

1000

X

X

1500

1500

1500

2000

2000

2000

82

2500

2500

2500

Sekil6.16. V= -0.375 V igin farkli manyetik alan degerlerinde sikistirilamaz seritlerin kapali alan

olusturmasi. Renk skalasi grafiklerin altinda verilmistir. Sikistirtlamaz seritler sar1 olarak gdsterilmistir.
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Sekil 6.17°de sikistirilamaz seritlerin olusturdugu kapali alanlar hesaplanmis
olup kap1 gerilimine kars1 grafikleri cizilmistir. Burada siyah noktalar osilasyonun

basladig: ilk andaki kapali alanlara (S,,) karsilik gelmektedir. Kirmizi noktalar ise

osilasyonun sona erdigi andaki son kapali alanlara (S, ) karsilik gelmektedir. Yesil

son

ters ticgenler ise bu alanlarin ortalama degerlerine (S,.) karsilik gelmektedir. 375

mV’a kadar ilk kapali alanlarin neredeyse sabit kaldigi, son ve ortalama kapali alanlarin
neredeyse lineer bir sekilde arttigi gozlenmektedir. 375 mV’dan sonra kapali alan

biiyiikliikleri beraber diizgiin bir sekilde azalmaya baglamistir. Grafikten de gorildigi

gibi deneysel Ol¢timler esnasinda kullanilan S, :EE ifadesinin tiiretilmesi, kapali

alanin biiyiikliiglinlin magnetik alanla birlikte degismedigi varsayimina dayalidir. Ancak
Sekil 6.17°de de goriildiigii gibi kapali alanin biytikligi, ozellikle diisiik kapi
gerilimlerinde magnetik alanla 6énemli 6l¢iide (9%10-%20) degisir. Dolayisiyla deneysel
olarak verilen alan biiyiiklikleri, ortalama bir ABperiyodu kullanilarak elde
edildiginden deneysel degerlerin magnetik alan penceresinin orta noktasina karsilik
geldigi kabul edilebilir. Bu degerleri gosteren Sekil 6.17°deki ters liggen formundaki
veriler kap1 geriliminin yaklagik 350mV degerine kadar deneysel verilerde oldugu gibi
lineer bir artig gdstermektedir. Ancak bu noktadan sonra kapali alanin biiyiikliigii once
bir maksimuma ulagsmakta, ondan sonra tekrar azalarak sabit bir degere
yakinsamaktadir. Bu yiiksek kap1 gerilimleri bolgesinde deneysel veriler olmadig igin
karsilagtirma yapilamamistir. Ancak bu davranis beklentilerimize uygundur. Soyle ki
kap1 geriliminin diisiik degerlerinde potansiyel daha yumusak bir degisim gosterdigi
icin sikistirllamaz bantlar oldukca genistir. Gerilimin artmasiyla birlikte bantlarin
daralmasi, cevrelenen alanin artmasima yol agar. Ote yandan gerilimin artis1, bantlart
iceri dogru oteledigi icin alanda bir azalmaya sebep olur. Birbirine ters yonde gelisen
bu iki etkiden birincisi diisiik gerilimlerde baskindir ve kap1 geriliminin artisiyla bantlar
once hizla daralir, daha sonra bant genislikleri yaklasik ayni kalir. Dolayisiyla yiiksek
kap1 gerilimlerinde ikinci etki daha baskin hale gelir ve kapali alan azalmaya bagslar.
Kap1 gerilimi ¢ok arttiginda kapali alan, artik kapilarin fiziksel geometrisi ile belirlenen
sabit bir degere yakinsar. Zaten ¢ok yiiksek kapi gerilimlerine dogru ilerlendiginde AB

osilasyonlarinin belirli bir kesilim degerinden sonra tamamen kaybolmas1 beklenir.
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Sekil 6.17. Sikistirilamaz seritlerin olusturdugu kapali alanin uygulanan kap1 gerilimlerine kars1 grafigi.
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6.3. Mach-Zehnder Interferometresi Icin Sonuclar

MZ interferometresi i¢in yapilan calismalarimizda Siddiki ve ark.(2008) ve
Kavruk (2010)’un caligmalarindaki geometrinin bir benzerini kullandik. Bu geometri
Sekil 6.18’de gosterilmistir. Burada kapilar heteroyapinin iizerine yerlestirilmistir. Sag
ve sol taraftaki uzun dikdortgen kapilar elektronlari o bolgeye hapsetmemizi saglar.
Yaptigimiz hesaplamalarda bu dikdortgen kapilara uygulanan gerilim -1.5 V alinmistir.
Ortadaki biiyiik kare kapiya uygulanan gerilim -1.5 V, diger dortgen kapilar -1.0 V
almmustir. Ucgen sekilli kapilar kuantum nokta kontak olarak adlandirilir. MZ
interferometresi i¢in hesaplamalar, yapiya uygulanan manyetik alanin degisimi ve
kuantum nokta kontaklara uygulanan gerilimin degisimi i¢in yapilmistir. Yapinin
boyutlar1 daha 6nce kuantum Hall ¢gubuguyla ayni olup x yoniinde 2600 nm, y yoniinde
2000 nm ve z yoniinde 1000 nm dir ve 2BEG yiizeyden 90 nm, donor tabakasi da 50 nm

asagidadir.  Burada ortalama elektron yogunlugu 7, ve donor yogunlugu n,,

n,=n,=3.0x10"cm™ olacak sekilde esit alinmustir.

. ==
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Sekil 6.18. Bir Mach-Zehnder interferometresinin sematik goriiniimii.

6.3.1. MZ interferometresi i¢in Manyetik Alan Taramasi

Sekil 6.18'deki yapida kuantum nokta kontaklar -0.7 V da tutulup, 1.4 K
sicaklikta yapiya uygulanan manyetik alan 6.5 T' dan 9 T' ye kadar degistirilirse
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Sekil 6.19 elde edilir. Sekil 6.19a'da uygulanan manyetik alan 6.5 T olup, sikigtirilamaz
seritlerde herhangi bir temas goriilmemektedir. Sekil 6.19b ve 6.19c'de manyetik alan 7
T ve 7.5 T olup sikistirilamaz seritler birbirlerine yaklasmaya baglar. Sekil 6.19d ve
6.19¢'de manyetik alanlar sirasiyla 8 T ve 8.5 T olup sikistirilamaz seritlerin birbirine
temas ettigi goriilmektedir ve bu degerlerde sikistirilamaz seritlerin bir girisim olay1
olusturdugu sdylenebilir. Sekil 6.19fde ise manyetik alan 9 T seritlerin birbirinden
ayrilmasi net bir sekilde goriilmektedir. Boylelikle yapiya uygulanan manyetik alandaki
bir tarama ile sikistirllamaz  seritlerin  birbiriyle temasit saglanip MZ

interferometresindeki girisim olay1 gozlenebilir.
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(b) B=7T
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Sekil 6.19. Bir MZ interferometresinde sikistirilamaz sgeritlerin farkli manyetik alanlardaki davranisi.
Renk skalasi grafiklerin altinda verilmistir. Sar1 renk doluluk ¢arpani 2 igin sikistirilamaz seritleri belirtir.
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6.3.2. MZ Interferometresi I¢cin Gerilim Taramasi

Sekil 6.18’deki yapiya uygulanan manyetik alan1 8 T’de ve sicakligi 1.4 K’de
tutup, kuantum nokta kontaklara uygulanan gerilimi -0.4 V’dan -1.1 V’a kadar
degistirilerek Sekil 6.20 elde edilmistir. Sar1 renk doluluk ¢arpani 2 i¢in sikistirilamaz
seritleri belirtir. Sekil 6.20a’da kuantum nokta kontaklara uygulanan gerilim -0.4 V
olup, sikistirilamaz seritlerde herhangi bir temas goriilmemektedir. Sekil 6.20b’de
gerilim -0.5 V’a cikarildiginda sikistirllamaz seritler hafifce birbirlerine yaklasir.
Sekil 6.20c’de sikistirilamaz  seritlerin  birbirine temas ettigi goriiliir. Bu temas,
Sekil 6.20e’deki -1.0 V’a kadar devam eder. -0.6 V ve -1.0 V gerilim degerleri arasinda
sikigtiritlamaz  geritlerin bir girisim olayr olusturdugu soylenebilir. Sekil 6.20f’de
uygulanan gerilim -1.1 V olup seritler birbirinden ayrilmaya baslamistir. Boylelikle
kuantum nokta kontaklara uygulanan gerilimdeki bir tarama ile sikistirilamaz seritlerin

birbiriyle temasi saglanip MZ interferometresindeki girisim olay1 gézlenebilir.
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Sekil 6.20. Bir MZ interferometresinde sikistirilamaz seritlerin kuantum nokta kontaklara uygulanan
gerilimin farkli degerlerdeki davramigi. Renk skalasi grafiklerin altinda verilmistir. Sar1 renk doluluk
carpani 2 i¢in sikistirilamaz seritleri belirtir.
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7. DEGERLENDIRME VE ONERILER

Son olarak bu ¢alismay1 6zetlememiz gerekirse, yariiletken eklem arayiizeylerde
olusturulan 2BEG kullanimiyla elde edilen bazi Kuantum Hall olay1 tabanli araglarin
davranigi, TF yaklagimi kullanilarak 6zuyumlu olarak incelenmistir. Hesaplamalarda,
sistemin elektrostatik davranigini1 tanimlayan Poisson denklemi tam olarak ele alinmaya
calisilmistir. Poisson denkleminin ¢6zliimii sonlu farklar ydntemiyle yapilmis ve
hesaplamalarda ardisik durulma yontemi ve multigrid yontemleri kullanilmistir. Elde
edilen sonuglar literatiirde bulunan sonuglarla karsilagtirilmistir.

Kuantum hall ¢ubugunda sikistirilamaz seritlerin olusumunu ve olusan seritlerin
konumunu ve kalinligini incelemek i¢in manyetik alana, ortalama elektron yogunluguna
ve kapilar iizerindeki gerilime olan bagimliliga bakilmistir. Ayrica elektronik girisim
olaylarmin incelendigi kuantum Hall olayr temelli AB interferometresi ve MZ
interferometresi gibi yapilari {i¢ boyutlu Poisson denklemini dogrudan sayisal olarak
cozerek inceledik. AB interferometresi i¢in yaptigimiz hesaplamalarda sikistirilamaz
seritlerin birbirileriyle olan temast sonucunda bir girisim olusacagi ve bu girisimin AB
osilasyonlarina sebep olacagi diisliniilmiistiir. Bu girisimin yapiya uygulanacak olan
manyetik alan ve yapimin lzerindeki kapilara uygulanan gerilimlerle olan iligkisini
inceledik. Bu hesaplamalarin bir kisminda ardisik durulma yontemi (kapi gerilimi
taramasi) bir kisminda da multigrid yontemini (manyetik alan taramalar1) kullandik.
Elde edilen sonuglarin diisiik kap1 gerilimi bolgesinde deneysel ¢alismalarla uyum
icinde oldugu gozlemlenmistir. Ancak yiiksek kapi gerilimleri i¢in literatiirde deneysel
sonuglar bulunmadigindan karsilastirma yapilamamistir. Yiiksek kap1 gerilimleri
kullanilarak yeni deneysel ¢aligmalar yapilmasi faydali olacaktir.

MZ interferometresi ic¢in yaptigimiz hesaplamalarda boyle bir geometride
sikistirtlamaz seritlerin birbirileriyle olan temasini kap1 gerilimlerini ve manyetik alani
degistirerek sagladik. Elde ettigimiz tiim bu sonuglar genel itibari ile simdiye kadar
yapilan teorik ve deneysel ¢alismalar ile uyum igerisindedir (Chklovskii ve ark., 1992;
Lier ve Gerhardts, 1994; Oh ve Gerhardts, 1997; Ahlswede ve ark., 2001; Giiven ve
Gerhardts, 2003; Siddiki ve Gerhardts, 2003; Siddiki ve Gerhardts, 2004, Camino ve
ark., 2005; Siddiki ve ark., 2008).

Sonu¢ olarak bu calismada yar1 iletken arayiizeylerde olusturulan 2BEG
kullanilmasi, yapmin yiizeyine yerlestirilecek bazi kapilarin  diizenlenmesi ile

iiretilebilecek aygitlarin  davranmisini  incelemeye yardimci olacak bir yaklasim
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gelistirilmistir. Bu yaklasim cergevesinde hesaplamalarin yapilmasi i¢in Fortran ve C
dillerinde bilgisayar kodlar1 yazilmistir. Gelistirilen bu kodlar yiizeyde bulunan kapilar
araciligtyla 2BEG kullanilarak olusturulabilecek biitiin aygitlarin incelenmesi ig¢in
kullanilabilecektir. Bu ag¢idan, ¢alismanin son yillarda biiyiik bir hizla gelisen nano
teknolojideki deneysel ve teorik ¢aligmalara farkli katkilarda bulunacagi kanaatindeyiz.

Ayrica, bu calismada yapilan hesaplamalar yiiksek basarimli bilgisayar
sistemleri gerektirdiginden bu calisma ¢ergevesinde Selguk Universitesi BAP
koordinatorliigii tarafindan desteklenen bir proje kapsaminda (Proje no:07101037)

paralel hesaplama yapabilen bir bilgisayar kiimesi olusturulmustur.
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