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OZET
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GENELLESTIRILMIiS BRUCK-REILLY *- GENISLEMESI VE BAZI
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Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK
Prof. Dr. Durmus BOKURT
Doc. Dr. Ramazan TURKMEN
Yrd. Do¢. Dr. Pmmar AYDOGDU

Bu tez birinci béliim olan giris kismi disinda bes boliimden olusmaktadir. Ikinci béliimde 6zel
yarigrup siniflari, kongriians bagmtilari, Green denklik bagntilar: ile ilgili bilgiler verilmis olup bunun
yani sira yarigrup, monoid ve grup sunuglart ile ilgili hatirlatmalar yapilmustir.

Ucgiincii boliimde, yarigruplarda sonluluk kosullari ile ilgili ayrintili bilgi verilmistir ve bazi
yarigrup (monoid) yapilari tizerinde sonluluk kosullar1 ile ilgili yapilmis olan galismalar 6zetlenmistir.

Dordiincii boliimde, monoidlerin Bruck-Reilly genislemesi incelenmis ve bu genisleme tiirii
tizerinde 6zel yarigrup siniflari tanimlanmistir. Bunun yani sira bu genisleme tiirii tizerinde kongriians
tiirleri kategorize edilmis ve sonluluk kosullarinin (sonlu sunumluluk ve sonlu iireteclilik) saglanmasi igin
gerek ve yeter kosullar verilmistir.

Besinci boliimde, Bruck-Reilly genislemesinin bir genellestirmesi olan genellestirilmis Bruck-
Reilly *-genislemesi hakkinda bilgi verilmistir. Bu genisleme tiiriiniin 6zel yarigrup smiflarma ait
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar ispatlanmis ve iizerinde kongriianslar (grup kongriians, anonim
kongriians ve capraz kongriians) kategorize edilmistir. Bunun yani sira, bir grubun genellestirilmis Bruck-
Reilly *- geniglemesi ve 6zel olarak bir Clifford monoidin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi
iizerinde bazi sonluluk kosullarinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartlar ispatlanmistir. Ayrica
terslenebilir elemanlarinin grubu sonlu tretegli olmayan fakat kendisi sonlu sunumlu olan yeni bir
monoid (sonsuz rankli bir serbest grubun Bruck-Reilly genislemesinin genellestirilmis Bruck-Reilly *-
genislemesi) 6rnegi verilmistir.

Son boliimde ise onceki boliimlerde elde edilen sonuglar 6zetlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Bruck-Reilly Genislemesi, Genellestirilmis Bruck-Reilly *- Genislemesi,
Kongriianslar, Ozel Yarigrup Smiflari, Sonluluk Kosullari.
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This thesis consists of five chapters except introduction part. In the second chapter, it was
informed on special semigroup classes, congruence relations, Green equivalence relations. Besides, it was
reminded semigroup, monoid and group presentations.

In the third chapter, detailed information was given on finiteness conditions on semigroups and
some studies on finiteness conditions of semigroups (monoids) have been summarized.

In Chapter 4, Bruck-Reilly extension of monoids has been investigated and special semigroup
classes on this extension type have been defined. Besides, congruence types were characterized on this
extension type and also given necessary and sufficient conditions to satisfy finiteness conditions (finite
presentability, finite generation) on it.

In Chapter 5, it was informed on generalized Bruck-Reilly *- extension which is a generalization
of Bruck-Reilly extension. Necessary and sufficient conditions have been proved for this extension type
to belong special semigroup classes and then characterized congruences (group congruence, anonym
congruence and crossover congruence) on it. Besides, necessary and sufficient conditions have been
proved to satisfy some finiteness conditions for generalized Bruck-Reilly *- extension of a group and
specially for generalized Bruck-reilly *- extension of a Clifford monoid. Moreover, a new example of a
finitely presented monoid with a non-finitely generated group of units (generalized Bruck-Reilly *-
extension of Bruck-Reilly extension of a free group with infinite rank) has been given.

In the last chapter, the results which are obtained according to the previous chapters have been
summarized.

Keywords: Bruck-Reilly Extension, Generalized Bruck-Reilly *- Extension, Congruences,
Special Semigroup Classes, Finiteness Conditions.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Tanim

Sol Green bagintisi

Sag Green bagintisi

Green bagintisi

L ve R Green bagintilarinin kesigimi

L ve R Green bagntilarinin bileskesi

w kelimesinin baslangi¢ harfi

w kelimesinin son harfi

Bos kelime

w kelimesinin uzunlugu

w kelimesindeki herhangi bir x harfinin uzunlugu
Serbest olarak iki kelimenin denkligi

w kelimesinin denklik sinifi

X kiimesi tizerindeki serbest grup

Grup sunusu

w; ve w, kelimeleri g sunusuna bagl olarak denktir
% sunusuna bagli olarak [w] kelimesinin denklik sinifi
§ sunusunun temsil ettigi grup

§ sunusuna bagli grubun birimi

Normal kapanis

A kiimesindeki elemanlarla olusturulan en az bir uzunluklu
kelimelerin kiimesi

AT u {1}

M monoidinin sunusu

S yarigrubunun sunusu

M monoidinin terslenebilir elemanlarinin olusturdugu grup

M monoidinin idempotent elemanlarinin olusturdugu
kiime



P
BR(M; 6)

k
Xi=1 Tk

BR(x{_, T;,0)
BR(G; 6)

Tc

Tm

GBR*(M; B,v;u)

GBR*(G; B,v;u)

Sonluluk kosulu

M monoidinin 8 endomorfizmasi ile olan Bruck-Reilly
genislemesi

k sayida monoidin direkt ¢arpimi

k sayida monoidin direkt ¢arpiminin 8 endomorfizmasi ile
olan Bruck-Reilly genislemesi

G grubunun 6 endomorfizmasi ile olan Bruck-Reilly
genislemesi

T kongriiansinin C = {(m, 1,n)|m,n € N} kiimesine
kisitlanist
T kongriiansinin M monoidine kisitlanisi

M monoidinin B ve y homomorfizmalar1 ile olan
genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi

G grubunun S ve y homomorfizmalart ile olan
genellestirilmis Bruck-Reilly *- geniglemesi



1. GIRIS

Birlestirilmis yarigrup teori, birlestirilmis grup teori ¢alismalarinin etkisi ile
gectigimiz yiizyilin ortalarindan bu yana c¢alisilmaktadir. Buna ragmen sadece son
yillarda biiyiik ilerleme kaydeden bir konu olmustur ve bagimsiz hale gelmistir.
Ozellikle yarigrup sunuslari ve bununla ilgili olarak bir cebirsel yapmin sonlu
sunumlulugunun ve sonlu iiretegliliginin arastirilmast son zamanlarda yapilan
calismalarda siklikla ele alinmastir.

Bu tezin ana konusunu olusturan monoidlerin genellestirilmis Bruck-Reilly *-
geniglemesi ilk kez 1985 yilinda Asibong-lbe tarafindan “*-Bisimple Type A
w — semigroups as generalized Bruck-Reilly *- extensions” isimli makalede
tanimlanmustir.  Genellestirilmis Bruck-Reilly *-genislemesinin sunusu “Grobner-
Shirshov bases of the generalized Bruck-Reilly *-extension” isimli makalede verilmistir
(Kocapinar ve ark., 2012). Bu genisleme tiirii tersinir yarigrup teoride oldukca dnemli
rolii olan Bruck-Reilly genislemesinin bir genellestirmesidir. Bruck-Reilly genislemesi
ise Bruck (1958), Reilly (1966) ve Munn, (1970) tarafindan olusturulan yapilarin
genellestirmesidir. Bu yapinin olusum siireci ilk kez Bruck tarafindan 1958’de her
yarigrubun bir basit monoid igerisine gomiilebilecegini gostermesiyle baslamistir.
Sonrasinda Reilly, 1966 yilinda ayni yapiyr tekrar insa ederek Reilly genislemesini
tanimlamistir. Son olarak 1970°de Munn, Bruck ve Reilly’nin elde ettigi genislemeleri
genellestirerek Bruck-Reilly genislemesi terimini ortaya ¢ikarmistir.

Bilindigi ilizere yarigrup teorideki ana problemlerden biri tiim yarigruplar
siniflandirmak ve bu yapilarin tam agiklamasini yapmaktir. Ozel yarigrup smiflari
yarigrup tanimina ilave olarak bazi ozellikler veya kosullar eklenerek elde edilir.
Yarigruplarda ikili islem sadece birlesme o6zelligini sagladigindan yarigruplar
simniflandirmak oldukc¢a zordur. Bu sekildeki yapilarin tanimlanabilmesi belirli 6zel
yarigrup siniflar1 icin miimkiindiir. Ornegin; regiiler yarigruplarin idempotent
elemanlarinin kiimesinin yapisi tamamen bilinmektedir. Bu sebepten 6zel yarigrup
smiflarmin yarigrup teoride dnemli bir yeri vardir. Bu tezde ise monoidlerin Bruck-
Reilly ve genellestirilmis Bruck-Reilly *-genislemeleri iizerinde 6nemli goriilen 6zel
yarigrup siniflari incelenmistir ve bu genisleme tiirlerinin 6zel yarigrup siniflarina ait
olabilmeleri i¢in gerek ve yeter kosullar ispatlanmastir.

Bir yarigrup (monoid) igin verilmis olan bir P 6zelligi tiim sonlu yarigruplar

(monoidler) i¢in de saglanmiyorsa bu P ozelligine sonluluk kosulu denilmektedir.



Sonluluk kosullart ile ilgili ayrintili bilgi i¢in (Howie ve Ruskuc, 1994), (Ruskuc,
1995), (Ayik, 1998) ve (Abu-Ghazalh, 2013) kaynaklarina bakiniz. Sonluluk kosullar
arasinda yer alan sonlu sunumluluk uzun yillardir ¢alisilan bir konu olmakla birlikte bu
amagcla olusturulan GAP ve MAGMA gibi bilgisayar programlarinin kullanilabilmesi
icin de cebirsel yapilarin sonlu sunuglarinin bilinmesi gerekmektedir. Bu tezin bir diger
amacini da gruplarin ve 6zel monoid yapilarinin Bruck-Reilly ve genellestirilmis Bruck-
Reilly *-genislemeleri tizerinde sonluluk kosullar1 (sonlu ireteglilik ve sonlu

sunumluluk) olusturmaktadir.



2. TEMEL BIiLGILER
2.1. Giris

Bu bolimde tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan temel kavramlar
incelenecektir. Bu boliimdeki materyaller ile ilgili detayli bilgiler (Petrich, 1973),
(Lyndon ve Schupp, 1977), (Higgins, 1992) ve (Howie, 1995) gibi kaynaklardan elde
edilebilir.

2.2. Yarigruplar

S bos olmayan bir kiime olmak iizere, S X S den S tizerine tanimli olan bir “*”
fonksiyonuna S tizerinde bir ikili islem denir. Eger bu ikili islem, S iizerinde birlesme
ozelligine sahip ise (S,*) ikilisine bir yarigrup denir. S yarigrubu degisme O6zelligine
sahip ise yani, her x,y € S ig¢in x * y = y * x oluyorsa S ye degismeli yarigrup denir.

S bir yarigrup ve z € S olsun. Her x € S i¢in zx = z oluyorsa z ye S nin bir sol
stfir elemani, xz = z oluyorsa z ye S nin bir sag sifir elemani denir. z € S eleman1 hem
sol hem de sag sifir eleman ise z ye S nin bir sifir elemant denir. Eger her x € S igin
ex = x olacak sekilde bir e € S varsa e ye S nin sol birim elemanit ve eger her x € S
icin xe = x olacak sekilde bir e € S varsa e ye S nin bir sag birim elemani denir.e € S
hem sol hem de sag birim eleman ise e ye S nin birim elemani denir. Bir yarigrup birim
elemana sahip ise tektir. Bir S yarigrubu birim eleman igeriyorsa S ye bir monoid denir
ve birimi 15 (veya 1) ile gosterilir.

S yarigrubuna gerekirse birim eleman eklenerek monoid elde edilebilir ve elde

edilen monoid agagidaki sekilde gosterilir.

51_{5 t1€eS$
—Su {1} :1¢S

Benzer sekilde S yarigrubuna sifir eklenerek S° elde edilir.

S bir yarigrup olmak tizere, her a € S igin

Sa=S5SveaS=S5



oluyorsa S ye bir grup denir. Eger S bir monoid ve G, S nin birim elemanini i¢eren en
bliyiik alt grubu ise bu durumda, G ye S nin terslenebilir elemanlarinin grubu denir.

1, S nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun. Eger her s € S ve her x € [ i¢in sx € |
(81 < I) oluyor ise I ya S nin bir sol ideali ve eger her s € S ve her x € [ igin xs € |
(IS € I) oluyor ise I ya S nin bir sag ideali denir. I, S nin hem sag hem de sol ideali ise
[ ya S nin bir ideali denir. Bir yarigrubun sol (sag, iki yanli) ideallerinin arakesiti de
yine bir sol (sag, iki yanli) idealdir. I, S nin bir sol (sag, iki yanli) ideali olmak iizere,
1, S nin her sol (sag, iki yanli) ideali tarafindan kapsaniyorsa I ya S nin minimal ideali
denir. S nin bostan farkli X alt kiimesi ile iretilen sol (sag, iki yanli) ideali S nin X i
iceren tiim sol (sag, iki yanli) ideallerinin arakesitidir. X tarafindan iiretilen sol ideal
S'X ile X tarafindan iiretilen sag ideal XS! ile ve X tarafindan iiretilen iki yanl ideal
S1xStile gosterilir. Eger X = {x} tek elemanli bir kiime ise bu durumda, X tarafindan
tiretilen sol (sag, iki yanli) ideale X in 6z sol (sag, iki yanli) ideali denir. S nin
ideallerine ornek olarak S nin kendisini ve eger 0 (sifir) igeriyorsa {0} verilebilir.

S1 ve S, birer yarigrup olmak lizere, ¢:S; = S, fonksiyonu tanimlansin. Eger

X,y € §; igin

xy)o = (x@) (o)

oluyor ise ¢ fonksiyonuna S; den S, ye bir homomorfizma denir. Eger ¢
homomorfizmasi orten ise epimorfizma, bire-bir ise monomorfizma, hem bire-bir hem
orten ise izomorfizma adimi alir. ¢ bir izomorfizma oldugunda S; ile S, izomorftur
denir ve bu S; = S, ile gosterilir.

S1 ve S, birer yarigrup olmak iizere, ¢:S; — S, homomorfizmasi verilsin. Bu
homomorfizmanin im¢@ = S;¢ = {s@|s € S;} goriintii kiimesi S, yarigrubu i¢in bir alt
yarigruptur. Ayrica ¢ fonksiyonu bir monomorfizma ise bu durumda S, yarigrubu im¢

yarigrubuna izomorf olur.

2.3. Green Denklik Bagintilar:

Green Denklik bagmtilart bes denklik bagintisindan olusur ve bir yarigrubun

elemanlarin1 {rettikleri ideallere gore karakterize eder. Bir S yarigrubu iizerinde



tanimlanan bir Green denklik bagintis1 S nin sag, sol veya hem sag hem de sol
ideallerini iiretmek i¢in kullanilabilir.

Green denklik bagmtilari ile ilgili detayl bilgi i¢in (Higgins, 1992) ve (Howie,
1995) kaynaklarina bakiniz. Simdi sirasi ile bu bagintilardan ve teoremlerinden
bahsedelim.

Tammm 2.3.1: S bir yarigrup ve a,b € S olmak {izere, S lizerinde £, R ve J

bagintilar1 sirasiyla

alh &  S'a=S5'b & a=sbveb =raolacak sekilde s, € S* vardir
aRb & aS' = bS' © a = bs ve b = ar olacak sekilde s, 7 € S* vardir
ajb o SlaS! = S'bS* © a = sbr ve b = uav olacak sekilde s,r,u,v € S?

vardir

olarak tanimlanirsa; buradaki £ bagintisina sol Green, R bagntisina sag Green Ve [J
bagintisina da Green bagintist ad1 verilir.

S nin a elemanini igeren en kiiciik sol, sag ve iki tarafli idealleri sirasiyla S'a,
aSt ve StaS? gir.

Onerme 2.3.2 (Howie, 1995): £ bir sag kongriians ve R bir sol kongriianstir.

Onerme 2.3.3(Howie, 1995): £ ve R bagintilar1 degismelidir.

Tanmm 2.3.4: S bir yarigrup olmak iizere, S iizerindeki £ ve R bagintilarinin
kesisimi alinarak olusturulan bagintiya H bagntist denir.

Tammm 2.3.5: S bir yarigrup olsun. S iizerinde £ ve R bagintilarinin D = LoR
seklinde bileskesi alinarak olusturulan bagintiya D bagntist denir.

Onerme 2.3.6 (Howie, 1995): D bagntis1 bir denklik bagmtisidir.

Not 2.3.7: H = L N R oldugundan, H bagmtisinin da bir denklik bagintisi
oldugu kolayca goriiliir.

Bir S yarigrubu iizerinde verilen Green denklik bagintilari arasindaki siralama,

HEeEL HER LEDRED, Dc]JcSxS

seklinde olup aralarinda verilen bu iliski asagida verilen Hasse diyagrami ile ifade

edilir.



Ay

Sekil 2.1. Green denklik bagmntilarinin Hasse diyagrami

Onerme 2.3.8 (Howie, 1995): £, R, J,H ve D Green denklik bagintilar bir G

grubu iizerinde olusturulursa,

L=R=J=H=D=GxG

seklinde bir siralama clde edilir.
Onerme 2.3.9 (Howie, 1995): Green denklik bagmtilar1 degismeli bir
Syarigrubu lizerinde olusturulursa, L = R = H = D esitlikleri saglanir.

Onerme 2.3.10 (Howie, 1995): S bir yarigrup olmak iizere,

Y)EDSLNR, #DS L, NR, #0

dir. Ayrica D =Uyep L, =Uyep R, dir.

Clifford ve Preston, D -Green denklik smifinin ayrik £-Green ve R -Green
denklik siniflarinin birlesimi olmasi nedeniyle bir D-sinifin1 her satir1 bir R -siifin1 her
stitunu bir L-sinifin1 ve her hiicresi de bir H -siifin1 temsil eden bir egg box (yumurta

kutusu) olarak diistinmiislerdir.



Sekil 2.2. Bir D-Green denklik simifinin egg box (yumurta kutusu) drnegi

Teorem 2.3.11 (Green Denklik Teoremi) (Howie, 1995): S bir yarigrup
olsun.a, b € S i¢in,
i) Eger a ve b, R-bagintili ise as = b ve bt = a olacak sekilde s,t € S vardur.

Ayrica

Ps:Lyg = Ly, x> xs Ve pg:Ly, > L, x - xt

seklinde tanimlanan pg ve p, fonksiyonlari birbirinin tersi olup, bire-bir ve Orten
doniistimlerdir. pg, £, smifindaki her bir H -sinifin1 £, de bu H -smifinin iginde
bulundugu R -sinifindaki H -sinifina esler. Benzer sekilde p, de £, deki her bir H -
sinifin1 £, da bu H -smifinin i¢inde bulundugu R-sinifindaki H -sinifina esler.

ii) Eger a ve b, L-bagintih ise sa =b ve th =a olacak sekilde s,t € S*

vardir. Ayrica

At Ry = Rp, xAg = sx Ve ARy = Ry, xAy & xt

seklinde tanimlanan A ve A, fonksiyonlari birbirinin tersi olup, bire-bir ve Orten
dontigimlerdir. Ay, R, daki her bir H -sinifin1 R, de bu H -smifinin iginde bulundugu
L-smifindaki H -sinifina esler. Benzer sekilde A, de R;, deki her bir H-sinifin1 R, da bu
H -sinifinin i¢inde bulundugu L-siifindaki H -sinifina esler.

Ispat i¢in Howie (1995), Lemma 2.2.1 ve Lemma 2.2.2 ye bakiniz.



Teorem 2.3.12 (Howie, 1995): S bir yarigrup olmak {iizere, }, S yarigrubunun
H -smifi olsun. Bu durumda, H?NH =@ veya H? =H olur. Ayrica H2 =H
olmast durumunda #, S nin bir altgrubudur.

Ispat icin Howie (1995), Teorem 2.2.5 e bakiniz.

Yukarida tanimlanan bes Green denklik bagintis1 disinda literatiirde mevcut olan
ve bu bagmtilar1 da kapsayan bagka Green denklik bagintilar1 da bulunmaktadir. Bu
bagintilar L*,R*, J*,H* ve D* seklindedir. Bu bagntilardan H* tezin orijinal
boliimlerinden biri olan besinci boéliimde verilen genellestirilmis Bruck-Reilly *-
genislemesinin  taniminda kullanilmas: sebebi ile L*,R* ve H™ bagintilarinin
tanimlarindan kisaca asagida bahsedilmistir.

S bir yarigrup olsun. a, b € S olmak iizere, her x,y € § igin,

e aL”b ise ax = ay olmasi igin gerek ve yeter sart bx = by olmasidir.
® aR"b ise xa = ya olmasi i¢in gerek ve yeter sart xb = yb olmasidir.
e aH*b & aLl*b ve aR"b dir.

Not 2.3.13: Bir S yarigrubu iizerinde verilen £ ve R Green denklik bagintilari ile

L* ve R* bagintilar1 arasinda £ € L* ve R € R* seklinde bir iliski vardir. Eger S

yarigrubu regiiler ise L = L* ve R = R* esitlikleri saglanir.

2.4. Sunuslar

Birlestirilmis grup ve yarigrup teoride 6nemli bir yere sahip olan sunuslar
konusu, cebirsel problemlerin ¢oziimiinde kolaylik saglamaktadir. Bu kisimda diger
bolimlere hazirlik saglamasi agisindan oncelikle grup, monoid ve yarigrup sunuslari
hakkinda bilgi verilmistir ve daha sonra ise bu cebirsel yapilarin sunuslar1 arasindaki

gecisler incelenmistir.

2.4.1. Serbest grup

X bostan farkli bir kiime olsun. Bu kiime ile x & x~! (x € X) eslesmesinden
yararlanarak X~ kiimesi tanimlansin ve bununla birlikte X* = X u X1 olsun. X*
kiimesinin her bir elemanina harf adi verilir. Burada,n €N, x; € X, & = +1ve 1l <
i < n olmak iizere,

xlslxz‘SZ ...xns‘n (21)



ifadesine X iizerinde bir kelime adi verilir ve bu tanim w ile gosterilir. w kelimesinin
baslangi¢ harfi ((w) ile gosterilip, burada ((w) = x; %t olmaktadir. Benzer olarak bitis
harfi T(w) ile gosterilmekte olup, (2.1) deki kelimenin bitis harfi ise T(w) = x,°»
olmaktadir. Ozel olarak n = 0 ise bos kelime elde edilmektedir ve bu bos kelime 1,,
ile ifade edilir. (2.1) deki gibi bos olmayan bir kelime (n > 0) i¢in her & = +1
oluyorsa w kelimesi pozitif kelime olarak tanimlanir. Bununla birlikte (2.1) de belirtilen
w kelimesinin tersi ise x,,~nx,,_, -1 ... x; 7% kelimesi olarak tanimlanir. Bu tanim
w1 olarak gosterilir.

(2.1) de verilen w kelimesinin uzunlugu ise w igindeki harflerin sayisi olarak
tamimlanir. Bununla birlikte w kelimesindeki herhangi bir x harfinin uzunlugu da
Yx,=x €| seklinde hesaplanir ve bunlarin gosterimi sirasiyla [(w) ve L,(w) seklinde
olmaktadir.

X kiimesi tiizerinde verilen iki kelime w ve u olsun. w ve u kelimelerinin
carpimini, w kelimesinin arkasina u kelimesi getirilerek yan yana yazilmasiyla elde
edilir. Elde edilen bu carpim ise wu ile ifade edilir. Belirtilen bu carpim altinda,
kelimeler iizerinde asagidaki sekilde islemler tanimlanabilir.

m ¢ = x1 olmak lizere, herhangi bir kelime iginde x®x~* ¢iftleri varsa, bu
ciftler silinir. Yapilan bu isleme indirgeme islemi ad1 verilir.

(I)_1 ¢ = *1 olmak iizere, herhangi bir kelimeye x®x~¢ seklindeki ters harf
ciftleri eklenebilir. Gergeklestirilen bu isleme ise kelime iizerinde ekleme iglemi adi
verilir.

X kiimesi iizerindeki iki kelime w ve w' olsun. Eger bu kelimelerden biri

digerine yukarida belirtilen (I) ve (I) - islemlerinin sonlu sayidaki uygulamasiyla elde
ediliyorsa, bu iki kelime serbest olarak esit seklinde adlandirilir ve serbest olarak esitlik
ise w ~ w’ seklinde gbsterilir. Bu kisimda ~ olarak gosterilen serbest olarak esitlik,
aslinda bir denklik bagmtisidir. Bu denklik bagintisindan dolayr herhangi bir w
kelimesini iceren serbest denklik sinifi [w] ile gosterilir. Eger X kiimesi tizerindeki tiim
kelimelerin serbest denklik siniflarinin kiimesi £'(X) ile gosterilecek olursa, £ (X)

tizerindeki carpma islemi

[w]lu] = [wu]. (2.2)
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seklinde tanimlanir. (2.2) ile verilen ¢arpma islemi, iyi tanimlidir. Bu ¢arpma islemi
altinda F(X) bir grup olusturmaktadir ve olusan bu grup, X kiimesi {izerindeki serbest
grup olarak adlandirilir.

X kiimesi iizerinde alinan u, v ve w kelimeleri i¢in w' = uwv esitligi varsa, bu
durumda, w kelimesine w’ kelimesinin alt kelimesi denir. X kiimesi iizerindeki bir
kelime, x;%x;7%(x; € X, & = £1) harf ¢iftini icermiyorsa bu kelime indirgenmis
kelime olarak adlandirilir. Bu duruma ilave olarak devirsel indirgenmis kelime tanimi
yapilacak olursa; (2.1)’deki gibi bir kelime igin x;%1 # x,,~ %" ise bu kelimeye devirsel
indirgenmis kelime adi verilir.

Asagida belirtilen sonug, grup sunuslarimin olusturulmasinda 6nemli bir yere
sahiptir.

Teorem 2.4.1 (Normal Form Teoremi) (Cohen, 1989): Her bir denklik sinifi

tek bir indirgenmis kelime igerir.

2.4.2. Grup sunuslari

X treteg sembollerinin bir kiimesi ve R de, X kiimesi tizerindeki devirsel
indirgenmis kelimelerden olusan bostan farkli baginti1 kelimelerinin kiimesi olsun. Bu

durumda,

$ = (XIR)

ikilisine bir grup sunusu adi verilir. X ve R kiimelerinin her ikisi birden sonlu ise
sunugu sonludur denir. (Lyndon ve Schupp,1977)

X kiimesindeki kelimeler iizerinde, yukarida belirtilen (I) ve (1) - islemlerine
ilave olarak ve asagida belirtilen islemler kullanilarak, g sunusu ile bir grup tanimlanir.
Bunun i¢in, X kiimesi tizerinde bir kelime w olsun.

(I) w kelimesi ré(r € R,e = +1) seklinde bir alt kelime igeriyorsa bu alt
kelime silinir.

(ID"!w kelimesi icinde herhangi bir yere, ré(r € R, = £1) alt kelimesi
eklenir.

X kiimesi tizerindeki iki kelime w; ve w, olsun. Eger w,; kelimesinden w,

kelimesing, sonlu sayida (D)*1,(I1)*! islemleriyle ulasilabiliyorsa, w; ve w,
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kelimelerine g sunusuna bagli olarak denk kelimeler adi verilir. Bu denklik durumu
wy &, Wy ile gosterilir. Buradaki =, bagintis1 X iizerindeki biitiin kelimelerin kiimesi
tizerinde bir denklik bagintisidir. Bununla birlikte w kelimesini igceren denklik sinifi

[w], ile gosterilirse, bu denklik sinifi iizerindeki ¢arpma islemi

[Wl]go[Wz]go = [W1W2]go

seklinde tanimlanir. Yukaridaki c¢arpma isleminin iyi tamimli oldugu kolayca
gosterilebilir. Bu carpma islemi altinda, tim denklik smiflarimin kiimesi bir grup
olusturur. Bu grup G () ile gosterilir. G () grubunun birim elemam ise [1], ile
gosterilir.

Eger G = G() ise G grubu g ile sunuluyor (ya da g sunusunun temsil ettigi
grup G dir) denir. Simdi, N = {[r]|r € R} kiimesi grubun normal kapanisi olarak
tanimlanirsa, asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.4.2 (Lyndon ve Schupp, 1977): G(g) = £(X)/N dir.

Ornek 2.4.3: X kiimesi iizerinde serbest grubun sunusu g =< X| > seklindedir.

Burada dikkat edilirse baginti1 kelimelerinin kiimesi olan R bos kiimedir.

2.4.3. Monoid sunuslari

M bir monoid, A ise bu monoidin iirete¢ kiimesi olmak iizere, A* kiimesi A
iirete¢ kiimesindeki elemanlarla olusturulan en az bir uzunluklu kelimelerin kiimesi
olarak tanimlanir. Ayrica monoidler i¢in tanimlanan kelimeler ise A* = AT U {1}
kiimesinden alinir.

Tanmim 2.4.4: A bostan farkli iirete¢ kiimesi olan bir kiime ve U € A* X A"

olacak sekilde U alt kiimesi, bagint1 kelimelerinin bir kiimesi olsun. Bu durumda,

om=[4;U]

ikilisine bir monoid sunusu ad1 verilir. Gruplardakine benzer olarak A ve U kiimelerinin

her ikisi de sonlu ise ), sunusu da sonludur.
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2.4.4. Kongriianslar

M bir monoid, (veya S bir yarigrup) ve p, M ilizerindeki (veya S) bir denklik
bagintis1 olsun. Bu durumda, her x,y,s € M (veya S) igin (x,y) € p = (xs,ys) €Ep
oluyor ise p bagintisina bir sag kangriians bagintist adi verilir. Bu duruma benzer
olarak, her x,y,s € M igin, (x,y) € p = (sx,sy) € p oluyor ise p bagmtisina bir sol
kongriisans bagintis1 denir. Ayrica p bagintist hem sag hem de sol kongriians oluyor ise
bu p bagintisina ise kongriians bagintis1 denir. Ikinci bir tamim yapilacak olursa, her
(xpy) €Ep (I =12) igin, (x1,¥1).(xX2,¥2) = (x1%2,¥1Y2) Ep ise p bagmtisina
kongriians bagintis1 ad1 verilir.

Bu kisim ile ilgili detayli bilgi (Neumann,1967), (Howie, 1995) ve (Ruskuc,
1995) gibi kaynaklardan elde edilebilir.

Teorem 2.4.5: M bir monoid, A M monoidi i¢in bir iirete¢ kiimesi ve p, A*

kiimesi tizerinde U bagmt1 kiimesini igeren en kiiglik kongriians olsun. Bu durumda,

M= A"/p

dir.

2.4.5. Yanigrup sunuslari

Yarigrup sunuslarinda genel olarak iki tip problem ortaya c¢ikmaktadir.
Bunlardan birincisi, verilen bir yarigrubun sunusunu bulmak, ikincisi ise verilen bir
sunus tarafindan temsil edilen yarigrubu bulmaktir. Yarigrubun belirlenmesinin
ardindan bu yarigrubun birgok cebirsel 6zellige sahip olup olmamasi da yarigrup teoride
calisma konusu olan 6nemli bir konu baghigidir.

Bu alt boliim ile ilgili ayrintili bilgi ig¢in (Neumann,1967) ve (Ruskuc, 1995)
kaynaklaria bakiniz.

Tanim 2.4.6: A bostan farkli bir iirete¢ kiimesi ve R € A% x A% kiimesi, u,v €
A" i¢in (u,v) € R (Bu durum genellikle u = v seklinde gosterilir.) elemanlarindan
olusan bir baginti kiimesi olsun. Bu durumda, A = {ay,a,,...,an} ve R ={u; =

V1, -, Uy = Uy} igin,

Ps=[AIR] =[ay, ...,am | Uy = Vg, e, Uy = Vy]



13

ikilisine bir yarigrup sunusu adi verilir. A kiimesi sonlu ise £ sunusunun temsil ettigi
yarigrup sonlu iireteclidir, hem A hem de R kiimesinin sonlu olmasi durumunda ise ¢
sunusunun temsil ettigi yarigrup, sonlu sunumludur denir.

Tamm 2.4.7: ¢ = [A | R] bir yarigrup sunusu ve wy,w, € A* olsun. Eger
a,B €At ve (u,v) € R (ya da (v,u) € R) i¢in w; = auf ve w, = avf oluyorsa, w,
kelimesi w; kelimesinden elde ediliyor olarak adlandirilir. Bununla birlikte w; ve w,
kelimeleri arasmnda, yq,¥5, ..., ¥, € AT olmak iizere, w; = ¥4,V3, ..., ¥n = W, seklinde
sonlu bir dizi varsa (ayrica burada her bir y;,, y;’den R bagintis1 elde edilir), w; = w,
bagintis1 R bagntisinin (bu duruma alternatif olarak g sunusunun) bir sonucudur
denir.

Herhangi bir w kelimesinin s sunusuna bagli olarak denklik smifi [w]y,.
seklindedir.

Teorem 2.4.8: S bir yarigrup, A kiimesi S igin bir iireteg kiimesi ve p, A"

kiimesi iizerinde R bagint1 kiimesini i¢eren en kii¢iik kongriians olsun. Bu durumda,

S=A%/p

dir.

Teorem 2.4.9: o5 = [A |R] bir yarigrup sunusu olsun. Bu sunusun temsil ettigi
yarigrup ise S = A*/p olsun. wy,w, € At igin, w; = w, bagintismin S iginde
saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul, onun g nin bir sonucu olmasidir.

Ornek 2.4.10: A bostan farkli bir kiime olmak iizere, A* kiimesi iizerinde bos
kiimeyi igeren en kiigiik kongriians {(w,w)|w € A*} dir ve [A|] sunusu A* serbest
yarigrubunu tanimlar.

Ornek 2.4.11: [a | a? = a] sunusunun temsil ettigi yarigrup {a} ile iiretilen
tekil yarigruptur.

Ornek 2.4.12: [a|a™" =a” ] sunusunun temsil ettigi yarigrup n +r —
1 mertebeli devirli (monogenic) yarigruptur.

Not 2.4.13: Her yarigrup sunusu ayni zamanda bir monoid sunusu haline de
getirilebilir. Bu durum bir 6rnek ile agiklanacak olursa; [A | R] sunusunun temsil ettigi
yarigrup S olsun. S6z konusu yarigruba birim eleman eklenmesi durumunda [A | R]

sunusunun temsil ettigi bir monoid elde edilir. Eger S yarigrubunun e € A* ile temsil
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edilen bir birim elemani igermesi durumunda, [A | R, e = 1] sunusu, S i¢in bir monoid
sunusu olacaktir.
Konu ile ilgili olarak [B | @] sunusunun temsil ettigi monoid M olarak ele

alinirsa;

[B,e| Q,e? =e,eb=be = b(b € B)]

sunusu, M igin bir yarigrup sunusudur. Bu kisimda yer alan Q' bagint1 kiimesi, Q bagmnt:
kiimesindeki w = 1 formundaki her bir bagintinin w = e bagintisiyla yer degistirildigi
bir kiimedir.

Not 2.4.14: < A | R > sunusunun temsil ettigi grup G iken,

[A, A7 |R,aa = ata=1(a € A)]

sunusu, G icin bir monoid sunusu olur. (Burada, A~ = {a™1;a € A} kiimesi A dan
farklidir. Ancak A nin elemanlari ile birebir eslemeli yeni bir kiimedir.)

Not 2.4.15: (B | Q) (tersinir yarigrup) sunusu ile tanimli olan bir tersinir

yarigrup

(B,B7YQ,ww™lw =w,ww1zz"! = zz7lww™1, (w,z € (BUB™H)1))

sunusu ile taniml1 yarigruptur.

Yarigrup, monoid ve grup sunusu tamimlar1 ile Not 2.4.13 ve Not 2.4.14
kullanilarak asagida verilen onermelerin saglandig: goriiliir.

Onerme 2.4.16: Bir monoidin monoid olarak sonlu sunumlu olabilmesi icin
gerek ve yeter kosul bir yarigrup olarak sonlu sunumlu olmasidir.

Onerme 2.4.17: Bir grubun grup olarak sonlu sunumlu olabilmesi igin gerek ve

yeter kosul bir monoid olarak sonlu sunumlu olmasidir.

2.4.6. Tietze Doniisiimleri

Herhangi bir S yarigrubu i¢in bir sunus bulmanin diger bir yontemi ise Tietze
dontigimlerini kullanmaktir. Bu bolim ile ilgili ayrintili bilgi (Neumann, 1967),
(Ruskuc, 1995) ve (Campbell ve ark., 1996) kaynaklarindan elde edilebilir.
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¢ = [A| R] bir yarigrup sunusu olsun. Bu yarigrup sunusu iizerinde asagida
siralanan maddeler Tietze doniisiimlerini olusturur. (Ruskuc, 1996)

(T1) u=v bagntisi, [A|R] sunusunun bir sonucu ise Yyani, R baginti
kiimesindeki bagintilardan elde edilebiliyorsa, s6z konusu baginti [A |R] sunusuna
eklenir.

(T2) Yukarida belirtilen (T1) doniisiimiiniin tersi uygulanir.

(T3) Herhangi bir w € A%igin, [A | R] sunusuna yeni bir b iirete¢ elemani ve
b = w bagintis1 eklenir.

(T4) Yukarida belirtilen (T3) doniisiimiiniin tersi uygulanir.

Asagida yer alan Tietze doniisiimiine iliskin teoremin ispat1 igin (Ruskuc, 1995)
e bakiniz.

Teorem 2.4.18 (Ruskuc, 1995): iki sonlu sunusun aym yarigruba ait
olabilmeleri i¢in gerek ve yeter kosul bunlardan birine sonlu sayida (T1), (T2), (T3) ve
(T4) dontistimlerinin uygulanmasiyla digerinin elde edilmesidir.

Yarigruplar i¢in verilen bu doniisiimler monoid yapisi lizerinde de aymi sekilde
uygulanir. Grup yapist ile ilgili detayli bilgi i¢in Johnson (1990) a bakiniz.

Onerme 2.4.19: S sonlu sunumlu bir yarigrup ve B, S nin herhangi bir iireteg
kiimesi olsun. Bu durumda, S = (B|Q) olacak sekilde Q € B* x B* bagntilar kiimesi
vardir.

Onerme 2.4.20: S sonlu sunumlu bir yarigrup ve B,S nin sonlu bir iireteg
kiimesi olmak {izere, S nin her (B|Q) (Q sonlu olmayabilir) sunusu i¢in (B|Q,) sunusu

da S yi tanimhiyor olacak sekilde sonlu bir Q, € Q bagmt1 kiimesi vardir.

2.5. Ozel Yarigrup Siniflar

Ozel yarigrup siniflari, yarigrup tanimima ilave olarak bazi ozellikler veya
kosullar eklenerek elde edilir. Yarigrup teorideki ana problemlerden biri tiim
yarigruplar1 siniflandirmak ve bu yapilarin tam agiklamasini yapmaktir. Yarigruplarda
ikili islem sadece birlesme 6zelligini sagladigindan yarigruplart siniflandirmak oldukga
zordur. Bu sekildeki yapilarin tanimlanabilmesi belirli 6zel yarigrup smiflart igin
miimkiindiir. Ornegin; regiiler yarigruplarin idempotent elemanlarmin kiimesinin yapisi
tamamen bilinmektedir. Bu sebepten 6zel yarigrup siniflariin yarigrup teoride énemli

bir yeri vardir.
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Tezin bu boliimiinde 6nemli goriilen ve yarigrup teoride en sik kullanilan
yarigrup siniflar1 verilecek ve bu yarigrup siniflar1 arasindaki gegisler incelenecektir. Bu
boliim ile ilgili ayrintili bilgi (Higgins, 1992), (Howie, 1995) ve (Petrich, 1973)
kaynaklarindan elde edilebilir.

Tamm 2.5.1: S bir yarigrup olmak lizere, x € S i¢in, xyx = x olacak sekilde bir
y € S varsa, x elemanina S nin bir regiiler elemant denir. Eger S yarigrubunun her
elemani regiiler ise S ye bir regiiler yarigrup denir.

Regiiler yarigruplara ornek olarak gruplar, tersinir yarigruplar, idempotent
yarigruplar ve tam transformasyon yarigruplar verilebilir.

Tanim 2.5.1 de verilen regiiler eleman 6zelligi bir S yarigrubunun D -siifinin
elemanlar1 i¢in de gecerlidir. Herhangi bir D-Green denklik sinifinda regiilerlik 6zelligi
degismezdir.

Teorem 2.5.2 (Howie, 1995): S bir yarigrup ve x € S regiiler eleman olsun.
Eger bir y € S i¢in xDy ise y elemani da regiilerdir.

Sonu¢ 2.5.3 (Howie, 1995): S bir yarigrup ve a € S regiiler eleman olsun. Bu
durumda, a nin D-sinifi olan D, nin her elemani regiilerdir.

Tanim 2.5.4: S bir yarigrup olmak {lizere, x € S i¢in xyx =x Ve yxy =y
olacak sekilde x elemaninin S yarigrubunda tek bir tersi mevcut ise bu y elemanina
tersinir eleman denir. Bununla birlikte her elemaninin tersi olan bir S yarigrubuna ise
tersinir yarigrup denir.

Tersinir yarigruplara ornek olarak gruplar ve yarilatisler verilebilir.

Teorem 2.5.5 (Howie, 1995): S bir yarigrup olsun. Herhangi bir x € S nin
tersinir olmasi igin gerek ve yeter kosul bu x elemaninin regiiler olmasidir.

D-Green denklik sinifi Teorem 2.5.2 de verilen regiilerlik kosulunda oldugu gibi
tersinir eleman konusunda da benzer bir Ozellige sahiptir. Bununla ilgili olarak
asagidaki teorem verilmistir.

Teorem 2.5.6 (Howie, 1995): S bir yarigrup ve a € S bir regiiler eleman olmak
tizere, D bu elemanin D-simnif1 olsun.

i) Eger a nin tersi a’ ise bu durumda, a’ € D dir. Ayrica H-sinif olan R, N L,
kiimesi aa’ idempotent elemanin1 ve L, N R, kiimesi de a’a idempotent elemanini

igerir.
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i) Eger R, N L, kiimesi e ve R, N L, kiimesi de f idempotent elemanlarini
igerecek sekilde b € D varsa H;, kiimesi a nin tersi olan a’ elemanlarindan sadece birini
icerir ve aa’ = e ve a’a = f esitlikleri saglanir.

Tamm 2.5.7: X bir kiilme olsun. Tim a: X — X seklindeki fonksiyonlar1 Ty ile
gosterelim. Bu durumda, Ty e X iizerinde tam transformasyon yarigrubu denir.

Grup teoride yer alan ve olduk¢a 6nemli olan “Cayley Teoremi” ne benzer bir
teorem yarigrup teoride de yer almaktadir. Bu teorem asagida verilmistir.

Teorem 258 (Howie, 1995): Her yarigrup bir tam transformasyon
yarigrubunun alt yarigrubuna izomorftur.

Tamm 2.5.9: S bir yarigrup olmak iizere, x € S i¢in xy = yx olacak sekilde bir
y € V(x) (Burada V(x), x in terslerinin kiimesini gostermektedir) varsa x elemanina
tamamen regiiler eleman denir. Eger S yarigrubunun her elemani tamamen regiiler ise
S yarigrubuna tamamen regiiler yarigrup denir.

Tammm 2.5.10: S bir yarigrup olmak iizere, her x € § i¢in xyx = x olacak
sekilde y € G (Burada G, S yarigrubunun terslenebilir elemanlarinin olusturdugu grubu
gostermektedir) varsa S yarigrubuna terslenebilir regiiler denir.

Tamim 2.5.11: Bir S yarigrubu tersinir yarigrup ve her e € E(S) ve s € S igin,

es€E(S)=>s€E(S)veyase € E(S)=>s € E(S)

oluyor ise S yarigrubuna E —unitary tersinir yarigrup denir.

Tamm 2.5.12: S bir yarigrup olmak tizere, her x,y € S igin, xyx = x esitligi
saglanirsa S yarigrubuna dikdortgensel band denir.

Tanim 2.5.12 den anlasilacag: {izere dikdortgensel band olan bir yarigrupta her
bir eleman bir digerinin tersidir. Asagidaki teoremde dikddrtgensel band yarigrup igin
denk tanimlar verilmistir.

Teorem 2.5.13 (Howie, 1995): S bir yarigrup olmak iizere, asagidaki ifadeler
denktir.

Q) S dikdortgensel band yarigruptur.

(i) S nin her eleman1 idempotenttir ve her x,y, z € S i¢in, xyz = xz dir.

(ii) S = L X R olacak sekilde bir L sol sifir yarigrubu ve R sag sifir yarigrubu

vardir.

(iv) A ve B bostan farkli iki kiime olsun. A X B kiimesi lizerinde tanimlanan
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(alfbl)(aZJbZ) = (alf bZ) (23)

islemi altinda A X B bir yarigruptur ve S = A X B dir.

Tammm 2.5.14: Eger bir S yarigrubu, regiiler ve idempotent elemanlarinin
olusturdugu kiime bir alt yarigrup oluyor ise S yarigrubuna orthodox yarigrup denir.

Tanim 2.5.12 ve Tanim 2.5.14 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.5.15: Bir S yarigrubu dikdortgensel band ise orthodox yarigruptur.

Bu sonucun tersi dogru degildir. Ciinkii S yarigrubu 6zel olarak bir grup ise
orthodox olma oOzelligini saglar fakat dikdortgensel band olma o6zelligi sadece
yarigruplara aittir. Dolayisiyla orthodox yarigrup, dikdortgensel band olmayabilir.

Tamim 2.5.16: S bir yarigrup ve U = {U;|i € 1,1 # @} kiimesi S yarigrubunun
alt yarigruplarinin olusturdugu bir kiime olsun. U; # @ alt yarigruplarinin kesisiminin S
nin bir alt yarigrubu oldugu agiktir. S yarigrubunun bostan farkli her A alt kiimesi i¢in,
A y1 igeren en az bir alt yarigrubu vardir. Dolayisiyla S nin A y1 igeren tiim alt
yarigruplarinin kesisimi yine S nin A y1 igeren bir alt yarigrubudur. Bu yarigruba A
kiimesi ile tiretilen alt yarigrup denir ve < A > ile gosterilir.

< A > yarigrubu asagida verilen iki 6zelligi saglar:

1)AS< A >drr.

2) Eger U, S nin A y1 igeren bir alt yarigrubu ise < A >< U dur.

Eger < A > alt yarigrubu S nin tiim elemanlarini igeriyorsa, S yarigrubunun tiim
elemanlar1 A kiimesindeki elemanlarin bir ¢arpimi seklinde yazilabilir. Bu durumda, A
ya S yarigrubunun éirete¢ kiimesi denir.

Tanim 2.5.17: S yarigrubu ig¢in Tanim 2.5.16 da verilen A kiimesi A = {a}
seklinde tek bir eleman igeriyorsa bu durumda, A =< a > yarigubuna S nin a ile
iretilen devirli alt yarigrubu denir. Eger S yarigrubu a elemani ile iiretiliyorsa, S
yarigrubuna devirli (monogenic) yarigrup denir.

Tamm 2.5.18: S bir yarigrup, I ve 4 iki indeks kiimesi olsun. Ayrica S deki
elemanlar ile 4 X I boyutlu P = (ps;) seqier seklindeki matris tanimlansin. Bu matrise
Rees Matrisi denir.

I X S X A kiimesi tizerinde

(i, 9, ﬂ~)(]1 h: Au) = (l' gp/ljh' .u) (24)
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islemi tanimlansin. I X § X A4 kiimesi iizerinde tanimlanan (2.4) islemine gore, bir
yarigrup olusturur. Bu yarigruba (P matrisine bagli olarak S ile olusturulan) Rees
Matris Yarigrubu denir ve bu yarigrup M[S; I, 4, P] ile gosterilir.

Tamm 2.5.19: Eger bir S yarigrubu tersinir ve her s € Sigin ss™! = s71sise S

yarigrubuna Clifford yarigrup denir.



20

3. YARIGRUPLARDA SONLULUK KOSULLARI
3.1. Giris

Bir yarigrup icin saglanan bir P ozelligi eger tiim sonlu yarigruplar igin
saglaniyorsa, bu P 6zelligine sonluluk kesulu denir.

Bu boliimde sirasiyla, sonlu iireteclilik, sonlu sunumluluk, periyodiklik, yerel
sonluluk, artan sonluluk ve ¢oziilebilir kelime problemi gibi 6nemli goriilen sonluluk
kosullarindan detayli bir sekilde bahsedilmistir. Ayrica bu sonluluk kosullari ile ilgili
literatiirde yer alan bazi énemli ¢aligmalar verilmistir. Bu bolim ile ilgili ayritili bilgi
(Howie ve Ruskuc, 1994), (Ruskuc, 1995) ve (Ayik, 1998) gibi kaynaklardan elde
edilebilir.

3.2. Sonlu Ureteclilik ve Sonlu Sunumluluk

Bu alt boliimde sonlu iireteclilik ve sonlu sunumluluk ile ilgili 6nemli goriilen
bazi teoremler ve ornekler yer almaktadir.

Her sonlu yarigrup sonlu iiretegli olmasi nedeniyle, Tanim 2.4.6 da verilen sonlu
tireteclilik bir sonluluk kosuludur.

S bir yarigrup ve T, S nin bir alt yarigrubu olsun. Eger S/T sonlu ise S, T nin bir
kiiglik genislemesidir denir. Ayrica bu kiimenin mertebesine T nin S deki indeksi denir
ve [S: T] ile gosterilir.

Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2 de bir S yarigrubunun ve sonlu indeksli bir alt
yarigrubunun sonlu iiretegli ve sonlu sunumlu olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartlar
verilmistir.

Teorem 3.1.1 (Jura, 1978): S bir yarigrup ve T,S nin sonlu indeksli bir
altyarigrubu olsun. Bu durumda, S nin sonlu iiretegli olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul T nin sonlu iiretecli olmasidir.

Teoremin ispatt (Jura, 1978) de yer almaktadir. (Campbell ve ark., 1995) de bu
teorem yeniden ispatlanmistir.

S bir yarigrup olmak iizere, S kiimesinin kendisi iirete¢ kiimesi ve carpim
tablosu (Cayley tablosu) bagintilarin kiimesi olarak alinsin. Bu durumda, eger bir
yarigrup sonlu ise sonlu sunumludur. Dolayisiyla sonlu sunumluluk bir sonluluk

kosuludur.
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Ornek 2.4.10, Ornek 2.4.11 ve Ornek 2.4.12 de tanimlanan yarigruplar, sonlu
sunumlu yarigruplar i¢in birer 6rnektir

Teorem 3.1.2 (Ruskuc, 1998): S bir yarigrup ve T,S nin sonlu indeksli bir
altyarigrubu olsun. Bu durumda, S nin sonlu sunumlu olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul T nin sonlu sunumlu olmasidir.

Teoremin ispati igin Ruskuc (1998), Teorem 1.3 e bakiniz.

Literatiirde c¢arpim ve genislemeler iizerinde sonlu iireteclilik ve sonlu
sunumluluk ile ilgili birgok ¢aligma mevcuttur. Bu konuda yapilmis olan bazi 6nemli
calismalar agagida listelenmistir.

e Rees matris yarigruplarin sonlu iiretecliligi ve sonlu sunumlulugu (Ayik ve
Ruskuc, 1999)

e Iki yarigrubun direkt ¢arpiminin sonlu iireteclilifi ve sonlu sunumlulugu
(Araujo ve Ruskuc, 2000)

e Yarigruplarin Wreath carpiminin sonlu iiretegliligi ve sonlu sunumlulugu,
(Robertson ve ark., 2001)

e Schiitzenberger carpimin sonlu iiretegliligi ve sonlu sunumlulugu (Gallagher

ve Ruskuc, 2007)

3.3. Periyodiklik

S bir yarigrup ve a €S olsun. a tarafindan iretilen devirli (monogenic)
altyarigrubu < a >= {a,a? a3, ...} ele alahm. Eger a,a?, a3, ... elemanlarinda m # n
iken a™ = a" seklinde bir yineleme oluyor ise bu durumda, < a > monogenic
altyarigrubu sonludur. Bir yarigrubun tiim monogenic altyarigruplari sonlu ise bu
yarigruba periyodik denir. Baska bir ifadeyle, S bir yarigrup olmak tizere, her a € S
sonlu mertebeye sahip ise yani a”*™ = a” olacak sekilde r,n € Z* varsa bu durumda, S
yarigrubuna periyodik denir. Her sonlu yarigrup periyodik oldugu i¢in periyodiklik bir
sonluluk kosuludur.

Ornek 3.1.4 de kullanilmak iizere asagidaki tanim verilmistir.

Tanmm 3.1.3: A bir kiime ve $§£,, A nin bostan farkli tiim alt kiimelerinin
olusturdugu bir kiime olsun. Kiime birlesim islemi (U) bir ikili islem olarak ele alinirsa

bu islemle birlikte SL, bir yarilatis olusturur ve buna A {izerinde serbest yarilatis denir.
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Ornek 3.1.4: A sonsuz bir kiime olsun. S£, sadece idempotent elemanlardan
olustugu i¢in SL, periyodiktir. Sol (sag) sifir yarigruplar ve dikdortgensel band
yarigruplar periyodiktir fakat sonlu olmasi gerekli kosul degildir.

Carpim, genislemeler ve monoid yapilari iizerinde periyodiklik ile ilgili yapilmis
olan bazi 6nemli ¢alismalar asagida siralanmstir.

e Serbest monoidlerin homomorfizmalarinin periyodikligi (Harju ve Linna,
1986)

e Yarigruplarin Wreath ¢arpiminin periyodikligi (Robertson ve ark., 2001)

e Rees matris yarigruplarin periyodikligi (Ayik, 2005)

3.4. Yerel Sonluluk

S bir yarigrup olmak iizere, S nin her sonlu iretegli alt yarigrubu sonlu ise S
yarigrubuna yerel sonlu denir. Her sonlu yarigrup yerel sonlu oldugundan, yerel
sonluluk bir sonluluk kosuludur. Ayrica her sonlu yarigrup yerel sonlu sunumlu
oldugundan, yerel sonlu sunumluluk bir sonluluk kosuludur.

Not 3.1.5: Sonlu yarigruplar sonlu sunumlu oldugu i¢in yerel sonlu yarigruplar
yerel sonlu sunumludur.

Asagida yerel sonluluk ve yerel sonlu sunumluluk ile ilgili 6rnekler verilmistir.

Ornek 3.1.6: A bostan farkli bir kiime olsun. Bu durumda, A iizerindeki serbest
yarilatis £, yerel sonludur ve yerel sonlu sunumludur. Gergekten de eger B, SL,4 nin
sonlu bir alt kiimesi ise bu durumda, < B >, sonlu olan § £z nin bir alt yarigrubuna
izomorftur. Béylece < B > sonludur ve < B > sonlu sunumludur.

Ornek 3.1.7: Dikdortgensel band yarigruplar yerel sonludur ve yerel sonlu
sunumludur. R = {(i,j)|i € I,j € J} dikdortgensel band olmak tizere, X, R nin sonlu bir

alt kiimesi olsun. Ayrica

I'={i el| (i,j) € X olacak sekilde j € J vardir},
J'={j €J|(ij) € X olacak sekilde i € I vardir}

kiimeleri tanimlansin. I’ ve J’ sonlu kiimeler oldugundan, dikdortgensel band olan

R' ={@,))iel,je]}SR
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kiimesi sonludur. Ayrica R’,X kiimesini kapsar ve < X' >=R' dir. Boylece,
dikdortgensel band yarigruplar yerel sonludur ve dolayisiyla yerel sonlu sunumludur.

Yerel sonluluk ile ilgili bazi carpim ve genislemeler ilizerinde yapilmis olan
caligmalar agsagida verilmistir.

e Yarigruplarin Wreath ¢arpiminin yerel sonlulugu (Robertson ve ark., 2001)

e Rees matris yarigruplarin yerel sonlulugu (Ayik, 2005)

3.5. Artan Sonluluk

S bir yarigrup olmak iizere, birbirinden farkli x,y € S elemanlar igin S den
sonlu bir yarigruba tanimli bir ¢ homomorfizmasi i¢in x¢@ # y¢@ saglaniyorsa S
yarigrubuna artan sonlu denir. Her sonlu yarigrup artan sonlu oldugundan, (S den
kendine tanimlanan birim homomorfizma ele alinarak) artan sonluluk bir sonluluk
kosuludur.

S ve T iki yarigrup olmak tizere, ¢: S — T bir homomorfizma olsun.

Cekg = {(s,t)eS X Slp(s) = @(t)}

S lizerinde bir kongriianstir.
Artan sonluluk ile ilgili yapilmis olan bazi dnemli ¢caligmalar agsagida verilmistir.
e Rees matris yarigruplarin artan sonlulugu (Ayik, 2005)
e HNN genislemelerinin artan sonlulugu (Baumslag ve Tretkoff, 2007)

3.6. Coziilebilir Kelime Problemi

S bir yarigrup ve A, S nin bir lirete¢ kiimesi olsun. Herhangi iki u,v € A*
kelimeleri i¢in, u = v bi¢ciminde bir bagintinin S yarigrubu icinde saglanip
saglanmadigina karar veren bir algoritma bulunabilirse, S yarigrubu igin kelime
problemi ¢éziilebilirdir denir. Eger S sonlu iretegli ise kelime probleminin
coziilebilirligi S nin iirete¢ kiimesinin se¢imine bagli degildir. Dolayisiyla kelime
probleminin ¢dziilebilirligi sonlu iiretegli yarigruplarin bir 6zelligidir. Ayrica her sonlu

yarigrup ¢oziilebilir kelime problemine sahip oldugundan, ¢oziilebilir kelime problemi
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bir sonluluk kosuludur. Bu konu ile ilgili detayli bilgi i¢cin (Rotman, 1994) ve
(Baumslag, 1993) e bakiniz.

Teorem 3.1.8 da bir S yarigrubu ve bu yarigrubun sonlu indeksli T alt
yarigrubunun tanimlanan sonluluk kosullarma sahip olabilmesi igin gerek ve yeter
sartlar verilmistir.

Teorem 3.1.8: S bir yarigrup ve T, S nin sonlu indekse sahip bir altyarigrubu
olsun. O halde, asagidaki 6nermeler saglanir.

(Ru$kuc ve Thomas, 1998) i) S nin periyodik olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul T nin periyodik olmasidir;

(Ruskuc, 1998) ii) S nin yerel sonlu olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul T nin
yerel sonlu olmasidir;

(Ruskuc, 1998) iii) S nin artan sonlu olabilmesi igin gerek ve yeter kosul T nin
artan sonlu olmasidir;

(Ruskuc, 1998) iv) Eger S sonlu iiretegli ise bu durumda, S nin ¢oziilebilir
kelime problemine sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul T nin ¢oziilebilir kelime
problemine sahip olmasidir.

Teorem 3.1.8 de iv) iin ispat1 igin RuSkuc ve Thomas (1998), Sonug 4.6 ya ve
digerlerinin ispatlar1 i¢in Ruskuc (1998), Teorem 5.1 e bakiniz.

Carpim ve genislemeler iizerinde ¢oziilebilir kelime problemi ile ilgili yapilmis
olan bazi 6nemli ¢alismalar asagida listelenmistir:

e Yarigruplarin giiglii yarilatisleri i¢in kelime problemi (Ayik ve ark., 2005)

e Tersinir yarigruplarin birlestirilmis serbest carpimi igin kelime problemi
(Mazzucchelli ve Cherubini, 2008)

® Wreath ¢arpim altinda yarigruplar i¢in kelime problemi (Karpuz ve Cevik,
2009)

Asagida verilen tabloda, tezin dordiincii ve besinci boliimlerinde detayli olarak
bahsedilen Bruck-Reilly ve genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemeleri iizerinde

sonluluk kosullari ile ilgili yapilmis ve heniiz yapilmamis olan ¢aligmalar 6zetlenmistir.
Tabloda “?” heniiz yapilmamis bir calismayr ve “X” isareti ise verilen sonluluk

kosulunun o genisleme tiirii iizerinde saglanmadigini gostermektedir.
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. Sonlu Sonlu - Yerel Artan Kelime
M IOTNEYYT] Uretecli | Sunumlu PEITOELS Sonlu Sonlu Problemi
Bir Grubun Araujo, Araujo,
Bruck-Reilly Ruskuc, | Ruskuc, X X 7 (Yazrg%Tura,
Genislemesi 2001) 2001) )
BBIrru?k?gzli?ll;l (Araujo, | (Araujo, X X ) (Yamamura,
Genisl . 2000) 2000) . 2001)
enislemesi
Bir Grubun g .
Genellestirilmis | (0842 | (Oguz, X X 5 (Kocaptnar
Bruck-Reilly *- Karpuz, Karpuz, ’ ve ark.,
Genisl . 2015b) 2015b) 2012)
€n1sicmest
Bir Monoidin (Kocapmar
Genellestirilmis ) ) X X ) Ve afk
Bruck-Reilly *- . . . 2012)"
Genislemesi

Cizelge 3.1. Bruck-Reilly ve genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemeleri iizerinde sonluluk kosullari ile

ilgili yapilmis ¢alismalar

Not 3.1.9: Bir M monoidinin Bruck-Reilly genislemesi BR(M, 8) nin (1, 1,,0)
tireteci ele alinirsa, n pozitif tam sayist igin (1,1,,0)" = (1,1y,0)...(1,1,,0) =
(n, 14, 0) oldugu goriiliir. Dolayisiyla (1, 1, 0) eleman1 sonsuz mertebeye sahiptir ve
Bruck-Reilly genislemesi periyodik degildir. Benzer sekilde bir T monoidinin
genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi GBR*(T; ,y; w) nin (0,1, 1, 0,0) iireteci
de sonsuz mertebelidir. Bu sebepten genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi de
periyodiklik ozelligini saglamaz. Diger taraftan, yerel sonlu gruplarin devirli alt
gruplarinin  her elemant sonlu mertebelidir yani periyodiktir. Bruck-Reilly ve
genellestirilmis Bruck-Reilly *- geniglemeleri periyodiklik kosulunu saglamamasi

nedeniyle yerel sonlu degildir.
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4. BRUCK-REILLY GENISLEMELERI VE BAZI CEBIRSEL SONUCLARI
4.1. Giris

Bu alt boliimde tezde galisilan iki onemli genisleme tiiriinden biri olan Bruck-
Reilly genislemesinin tanimi1 ve olugsum siireci ile ilgili temel bilgiler verilmistir.

Tamm 4.1.1: M bir monoid, 1,;, M monoidinin birim eleman1 ve : M — M, M
lizerinde bir endomorfizm olsun. 8° déniisiimii M {izerindeki birim doniisiimii ve N°
negatif olmayan tamsayilarin kiimesini gostersin. N° X M x N© kiimesi {izerinde bir

ikili islem (m, a,n), (p, b, q) € N° x M x N° ve t = max{n, p} olmak iizere,

(m,a,n)(p,b,q) = (m —n+1t,(ad* ") (b0 P),q—p +1t)

seklinde tanimlansin. Bu islem ile N® x M x N° kiimesi birim eleman1 (0, 1, 0) olan
bir monoid olusturur. Bu monoide M monoidinin 6 doniisiimii ile olan Bruck-Reilly
genislemesi denir ve BR(M, 0) ile gosterilir.

Bu yap1 Bruck (1958), Reilly (1966) ve Munn (1970) tarafindan olusturulan
yapilarin bir genellestirmesidir. 1958 yilinda Bruck, tiim elemanlart M monoidinin
birim elemanina esleyen & homomorfizmini ele almistir ve her yarigrubun bir basit
monoid igerisine gémiilebilecegini ispatlamistir. (Ispat1 i¢in Bruck (1958), Teorem 8.3 e
bakiniz.) 1966 yilinda ise Reilly bu yapiyt M nin grup ve 8 homomorfizmasinin bu grup
tizerinde bir endomorfizma olmasi durumunu ele alarak tekrar olusturmustur. Reilly
elde ettigi bu monoidin bir katli-basit tersinir w-yarigrup oldugunu ve tersine her bir
katli-basit tersinir w-yarigrubun terslenebilir elemanlarinin olusturdugu grubun Bruck-
Reilly genislemesi oldugunu gdstermistir. (Ispat1 i¢in Reilly (1966), Teorem 2.2 ve
Teorem 3.5 e bakiniz.) Son olarak Munn 1970 yilinda, bu yapiy1 & homomorfizmasini
bir monoidden o monoidin terslenebilir elemanlarinin olusturdugu gruba tanimlayarak
genellestirmistir. Boylece, basit tersinir yarigrubun bir 6zel sinifi igin yapi teoremi
olusturulmustur.

Bu bolimiin  ikinci  kismmi  olusturan  “4.2.  Monoidlerin  Bruck-Reilly
Genislemesi Uzerinde Ozel Yarigrup Siniflar’” alt boliimiinde, bir monoidin Bruck-
Reilly genislemesinin bazi 6zel yarigrup siniflarina ait olabilmesi i¢in gerek ve yeter

kosullar verilmistir ve bunun bir 6zel durumu olarak k sayida monoidin direkt
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carpiminin Bruck-Reilly genislemesinin bazi 6zel yarigrup siniflarina ait olabilmesi i¢in
gerek ve yeter kosullar ispatlanmistir.

Bu béliimiin iigiincii kismini olusturan “4.3. Bruck-Reilly Genislemesi Uzerinde
Kongriianslar” boliimiinde, Bruck-Reilly genislemesi lizerinde grup kongriians, anonim
kongriians ve ¢apraz kongriianslar karakterize edilmistir. Bu konu ile ilgili ayrintili bilgi
i¢in Piochi (1995) e bakiniz.

Bu béliimiin son kismini olusturan “4.4. Bruck-Reilly Genislemeleri Uzerinde
Sonluluk Kosullar1” boliimiinde ise, monoidlerin ve gruplarin Bruck-Reilly genislemesi
tizerinde 3. bolimde verilen sonluluk kosullarindan sonlu sunumluluk ve sonlu
tireteclilik 6zelliklerin saglanmasi igin gerek ve yeter kosullar ispatlanmistir. Bruck-
Reilly genislemeleri ile ilgili detayli bilgi i¢in Araujo (2000), Araujo (2001), Carvalho
(2009a) ve Howie ve Ruskuc (1994) e bakiniz.

4.2. Monoidlerin Bruck-Reilly Genislemesi Uzerinde Ozel Yarigrup Simflari

Bu alt boliimde bir monoidin Bruck-Reilly genislemesinin ve bunun bir 6zel
durumu olan k sayida monoidin direkt ¢arpimimin Bruck-Reilly genislemesinin 6zel
yarigrup siniflarina ait olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar ispatlanmistir.

Bu genisleme tiirii iizerinde 6zel yarigrup smiflart ile ilgili olarak ilk kez Munn
(1970) de asagida verilen teoremi ispatlamistir.

Teorem 4.2.1 (Munn, 1970): M bir monoid ve 8, M {izerinde bir endomorfizm
olsun. M nin Bruck-Reilly genislemesi BR(M, 6) nin tersinir yarigrup olmasi igin gerek
ve yeter kosul M monoidinin tersinir olmasidir.

Tersinirlik kosulu regiilerlik 6zelligini de barindirdigr i¢in Teorem 4.2.1 in bir
sonucu olarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.2.2: M bir monoid ve 8, M tizerinde bir endomorfizm olsun. M nin
Bruck-Reilly genislemesi BR(M, 8) nin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M

monoidinin regiiler olmasidir.

4.2.1. Bir monoidin Bruck-Reilly genislemesi iizerinde bazi 6zel yarigrup simiflari

Bu alt boliimde elde edilen sonuglar (Oguz ve Karpuz, 2015a) ¢alismasinda yer

almaktadir.
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Teorem 4.2.3: M bir monoid ve @, M {izerinde bir endomorfizm olsun. M nin
Bruck-Reilly genislemesi BR(M, ) nin terslenebilir regiiler olmasi igin gerek ve yeter
kosul M monoidinin terslenebilir regiiler olmasidir.

Ispat: BR(M, ) terslenebilir regiiler ve x € M olsun. Bu durumda, m,n € N°
i¢in (m,x,n) € BR(M, 8) olup (m,x,n) = (m,x,n)(n,y,m)(m,x,n) olacak bigimde
(n,y,m) € G vardir. (Burada G, BR(M, 6) daki terslenebilir elemanlarin olusturdugu
grubu gostermektedir.) O halde,

(m,x,n)(n,y,m)(m,x,n) = (m, x,n)

oS m-n+nx0"M)(YO" ™), m—n+n)(m,x,n) = (m,x,n)
& (m,xy,m)(m,x,n) = (m,x,n)

S m-m+m,(xy)0™ "x0M™ ™ n—m+m) = (m,x,n)

& (m,xyx,m) = (m,x,n)

elde edilir. Buradan xyx = x olup, M monoidi terslenebilir regiilerdir.

Tersine, M monoidi terslenebilir regiiler ve (m,x,n) € BR(M,8) olsun. O
halde, x € M ve x = xyx olacak sekilde y € G,, vardir. (Burada G,; M nin terslenebilir
elemanlarinin olusturdugu grubu gostermektedir.) Simdi her (m, x,n) € BR(M, 0) i¢in
(m,x,n) = (m,x,n)(p,y,q)(m, x,n) olacak sekilde (p,y, q) € G oldugunu gosterelim.
Burada p = n ve ¢ = m alindiginda her x € M ve y € Gy, ig¢in x = xyx oldugundan,
(m,x,n)(p,y,q)(m,x,n) = (m,x,n) esitliginin saglandigr goriiliir. Bu durumda,
BR(M, 0) terslenebilir regiilerdir. o

Onerme 4.2.4: M bir monoid ve 6, M iizerinde bir endomorfizm olsun.
(m,x,n) € BR(M, 0) olmak tizere, eger (m, x,n) eleman1 tamamen regiiler ise m = n
dir.

Ispat: (m,x,n) € BR(M, 8) tamamen regiiler bir eleman olsun. O halde, Tanim
2.5.9 dan y,x in bir tersi ve (m,x,n)(n,y,m) = (n,y,m)(m,x,n) olacak sekilde
(n,y,m) € V((mm, x,n)) vardir. Buradan m = n ve xy = yx elde edilir. o

Teorem 4.25: M’ = {(m,x,m)|x € M,m € N°} < BR(M, 6) alt monoidinin
tamamen regiiler olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul M monoidinin tamamen regiiler
olmasidir.

Ispat: M’ < BR(M,H) monoidi tamamen regiiler olsun. Bu durumda, her

(m,x,m) € BR(M, 0) i¢in y, x in bir tersi ve (m,x,m)(m,y,m) = (m,y,m)(m, x, m)
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olacak sekilde (m,y,m) € V((m, x,m)) vardir. Buradan xy = yx elde edilir. Boylece
M tamamen regiilerdir.

Tersine, M monoidi tamamen regiiler olsun. Bu durumda, x € M i¢in xy = yx
olacak sekilde y€V(x) wvardir. Simdi her (m,x,m)€ BR(M,0) igin
(m,x,m)(m,y,m) = (m,y,m)(m,x,m) olacak sekilde (m,y,m) € V((m,x,m))

oldugunu gosterelim.

(m,x,m)(m,ym) =(m—-—m+m,x0™ "y8™m "™, m —-m+m) = (m,xy,m)

(m,y,m)(m,x,m) =(m—m+m,y8™ "x0™ ™, m —m+m) = (n, yx, m)

olup xy = yx saglandigindan M’ tamamen regiilerdir. o

Teorem 4.2.6: M bir monoid ve @, M {izerinde bir endomorfizm olsun. M nin
Bruck-Reilly genislemesi BR(M, 8) nin orthodox olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M
monoidinin orthodox olmasidir.

Ispat: BR(M, 6) orthodox olsun. Bu durumda, Tanim 2.5.14 ve Sonug 4.2.2 den

M monoidi regiilerdir. Diger taraftan,
E(BR(M,0)) = {(m,e,m)Im e N%,e € M,e% = e},

BR(M, 6) nin bir alt yarigrubudur. Ayrica her e, f € E(M) igin (m,e,m)(m, f,m) =
(m, ef, m) elemam BR(M, 0) da bir idempotent eleman oldugundan, (ef)? = ef dir. O
halde, M monoidi orthodox monoiddir.

Tersine, M monoidi orthodox olsun. Bu durumda, Tanim 2.5.14 ve Sonug 4.2.2
den BR(M, 0) regiilerdir. Diger taraftan E (M), M nin bir alt yarigrubudur. Ayrica her
(m,e,m),(n, f,n) € E(BR(M, 8)) igin

(m,e,m)(n, f,n) = (max(m,n), (egmaxmm-my(Fomaxmm)=ny mayx(m,n)) € E(BR(M, 6))

dir. (egmaxmm-my(rgmax(mn)-ny ¢ F(M) oldugundan, E(BR(M,6))), BR(M,8)
nin bir alt yarigrubudur. Béylece BR(M, 8) orthodox monoiddir. o
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4.2.2. k sayida monoidin direkt ¢arpiminin Bruck-Reilly genislemesi iizerinde bazi
ozel yarigrup simflari

Bu alt boliimde k sayida monoidin direkt carpiminin Bruck-Reilly genislemesi
BR(XX_, T;,8) monoidinin regiiler, terslenebilir regiiler, tamamen regiiler ve orthodox
olabilmesi igin gerek yeter kosullar verilmistir. Bu kisimda yer alan galismalar (Oguz ve
Karpuz, 2015c) de ispatlanmuistir.

Bu alt bolim boyunca T; (1 < i < k) bir monoid olmak iizere,
Ty X Ty X oo X T = {(tq, ty, e, i)t €ET;, 1 < i < k}

kiimesi X¥_, T}, ile gosterilecektir.

Teorem 4.2.7: BR(x¥_, T;,0) monoidinin regiiler olmas i¢in gerek ve yeterli
kosul x¥_, T; monoidinin regiiler olmasidir.

ispat: BR(xK_, T;,0) regiiler ve (t;,ts, ..., tx) EXK, T; olsun. Bu durumda,

m,n € N° icin (m, (t;, t5, ..., t),n) € BR(x¥_, T;,0) olup,
(m' (tll t2' Y tk)ln) = (m; (tll t2; [y tk)l Tl)(m’, (tllf tZII ey tk,)!n,)(ml (tll tZI ey tk)ln)

olacak sekilde (m',(t;’,t;’, ..., tx'"),n") € BR(X* | T;,0) vardir. q; = max{n,m'} ve

q, = max{n' —m' + q, m} olmak iizere,

(m, (tlJ tz, ey tk),n) == (m, (tl, tz, ey tk),n)(m,, (tll, tzl, ey tk’),n’)(m, (tl' tz, ey tk),n)
S Mm—n+qy,t,ty, - )0, L, )N 0 —m + q ) (m, (8, t, ., t), 1)

esMm-n+qg,—n'+m' —q +q,,
(((tl, ty, e, )BT ((tl', ty', ) tk’)e‘h‘m')) gl M =ay (¢ ¢ )09,

n—m+qy) = (m,(ty,ty, ..., tg),n)
olup buradan,

m—-n—n'"+m'+q, =m,

n—m+q, =n,

<(((t1, ty, ) t)091™) ((tl’, t,, ...,tk’)e‘h‘m')) 9‘12‘"'”""‘11) (1, ) ..., 1) 0927 ™
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esitlikleri elde edilir. Birinci esitlikten q, =n+n'—m’' olupn+n'—m=>n'—
m' + q, ve buradan n > q; oldugu goriiliir. Diger taraftan q; = n oldugundan q; = n

elde edilir. ikinci esitlikten ise m = g, elde edilir. Bunlar son esitlikte yerine yazilirsa,

<<((t1, ta o )0 T) ((tl’, ty', e, tk’)en‘m')> 0”+""m""'+m""> ((ty, tp, ) O™ ™)

_ !
= (ty, ty, ..., ty) ((tl’, ty', ., )™ ) (ty, ty, s ty) = (tq, by, on, ty)

oldugu goriiliir. O halde, x¥_, T; monoidi regiilerdir.
Tersine, XX, T; monoidi regiiler ve (m,(ty,ty,...,tx),n) € BR(XX, T;,0)

olsun. O halde, (t;, t,, ..., t;) XX, T; olup

(ty, ty, v, i) (1t ot ) (E1, ty,y ey ) = (tq, to, oo, tr)

olacak sekilde (t;’,t,',...,t;") €EX¥, T; vardir. Simdi BR(x¥_, T;,0) nin regiiler
oldugunu gosterelim. m,n € N° olmak iizere, (n, (t,’,t;', ..., t;'),m) € BR(><{-‘=1 T;,0)

i¢in,

(m, (ty, ty, .., tr), M) (n, (¢, t5', ..., t), m)(m, (ty, ty, ..., tg), M)
=m-n+n((t,tz - t)0°)(t, ', ., )0, m — n + M) (M, (t4, L3, o, ), 1)
=(m, (ty, ty o )t 6, s t), m)(M, (E4, ty, ..y ti), 1)

=(m-m+m, (((tl, ta o ti) (b1, 85, ...,tk’))é?o) ((t1, tg ., £)6°),n — m 4+ m)
= (m, (ty, ty, .., )ttt D) (E1, gy o, £ ), 1)

= (m, (t1,ty, ..., tg), M)

esitligi saglanir. Dolayistyla BR(XX_; T;, 0) regiilerdir. o

Teorem 4.2.8: BR(X¥_, T;, ) nin terslenebilir regiiler olmast igin gerek ve
yeter kosul x¥_, T; monoidinin terslenebilir regiiler olmasidir.

Ispat: BR(x¥_, T;,0) terslenebilir regiiler ve (t,t,, ..., t;) €x_, T; olsun. O
halde, m,n € N° icin (m, (ty,ty, ..., ty),n) € BR(X¥_, T;,0) olup

(m, (tl, tz, ey tk),n) = (m, (tll tz, ey tk),n)(n, (tll, tzl, ey tk,),m)(m, (tll tz, ey tk)l Tl)
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olacak bicimde (n,(t,’,t,’,...,t;’),m) € G vardir. (Burada G, BR(XX_, T;,0) deki

terslenebilir elemanlarin olusturdugu grubu gostermektedir.) O halde,

(m' (t1: tZ' ] tk)'n)(n: (tll' t2,' ey tk,)r m)(m) (t1; tZ! e tk)ln) = (m! (tll tZ! e tk)in)

s (m=—n+n((t,ty ., )" ) (' 85, o, 6)O™), m —n + ) (M, (ty, Ly, v, ), 1)

= (m, (ty, ty, .., ), M)
e (m(tyty ottty ot )y m)(m, (b, ty, o t), ) = (M, (ty, £, -, ), )
s (m=m+m,((ty, tg e, ) (&1 8y, o, 8))O™ ™ty Egy o, §)O™ ™ m —m + M)

= (m, (ty, ty, ..., tg), 1)

e (m(tyty o t )t by, ti )ty ty o ti),m) = (M, (b, gy e, ), 1)

elde edilir. Buradan (ti,ty,...,t) (1, t2", oo, ti )y, ta, ooy ti) = (t1, by, .., t) Olup M
monoidi terslenebilir regiilerdir.

Tersine, X{-‘zl T; monoidi terslenebilir regililer ve (m,(ty,ty,...,t;),n) €
BR(x¥_, T;, 0) olsun. O halde, x ex¥_, T; ve
(ty, ty, s ty) = (g, by, o, ) (E1, 5, ot ) (B, ty vy ) olacak sekilde
(t,",t;, ... t") € GX{-‘=1T1- vardir. (Burada GX{‘{=1Ti' M nin terslenebilir elemanlarinin
olusturdugu grubu gostermektedir.) Simdi her (m, (ty, t,, ..., tx),n) € BR(><§‘=1 T;,0)
icin (m, (ty, ty, ..., t),n) = (m, (t1, t3, ..., t), W) (P, y, @) (M, (t4, t5, ..., t),n) olacak
sekilde (p, (t;',t5', ..., tx"),q) € G oldugunu gosterelim. Burada p =n ve g =m
alindiginda  her  (ty,ty, ..., ty) E><‘;-‘=1 T, ve (t',t)',..,t;')€ GX{_(=1TL_ icin

(1t s ty) = (t, tg, o, ) (1, 85, oo, t1 ) (£, Eo, ., t) Oldugundan,
(ml (tll tZ' ey tk):n)(p: (tlli tZIi ey tk,)l Q)(m' (tll tZ' ey tk)' n) = (m! (tI! tZ' ey tk)t n)

esitliginin saglandig1 goriiliir. Bu durumda, BR(x¥_; T;, 0) terslenebilir regiilerdir. o
Onerme 4.2.9: (m, (t,,t,, ..., t;),n) € BR(X¥_, T;, 0) olsun. Eger
(m, (tq, ty, ..., t), n) elemani tamamen regiiler ise m = n dir.
ispat: (m,x,n) € BR()(%‘=1 T;, 8) tamamen regiiler bir eleman olsun. O halde,
Tanim 2.5.9 dan (t;', t,/, ..., tx"), (ty,tz, ..., ;) In bir tersi ve
(m, (tq, ty, .., tp),m)(n,y,m) = (n, (t;', t5', ..., "), m)(m, (t1, ty, ..., t;), n) olacak
sekilde, (n, (t;', t;', ..., tx'),m) € V((m, (ty, ty, ..., t), n)) vardir. Buradan m = n ve

(ty, ta o ) (1t oot ) = (b1, ) s ey b ) (b1, Eay e, ) €lde edilir. O
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Onerme 4.2.9 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.2.10: S = {(m, (t;,ty, ..., t,),m)|x € M,m € N°} < BR(x¥_, T}, 8)
alt monoidinin tamamen regiiler olmas1 icin gerek ve yeter kosul x%_, T; monoidinin
tamamen regiiler olmasidir.

ispat: S < BR(xX_, T;,0) monoidi tamamen regiiler olsun. Bu durumda, her
(m, (t1,t5, ..., t,),m) € BR(XX_| T;,0) igin (t;',t5/, ..., t'), (t1, t5, ..., t;) in bir tersi ve
(m, (ty, tz o, t), MM, (&, 85, o, 6 ), m) = (m, (8,8, ., t), m)(m, (&, £, -, £ ), M)
olacak sekilde (m,(t;’,t;’,...,tx"),m) € V((m, (ty,ty, ..., t,),m)) vardir. Buradan
(ty, ty, v, i) (1t o t') = (81, 6, ot ) (t1, ty, o, t)  elde  edilir.  Boylece
x¥_| T; tamamen regiilerdir.

Tersine, ><§‘=1 T; monoidi tamamen regiiler olsun. Bu durumda, (t,¢t,, ..., t;) €
XK T, dgin (tg,ty, ., i)t by s ti) = (61,6, ot ) (Er, £y, oo, ) Olacak
sekilde (t;,t,',....tx") € V((ty,ty, ..., t;)) vardir. Simdi her (m, (ty,ty, ..., t,), m) €
BR(xk_, T;, 0) igin,

(m, (ty, tz, ..., i), m)(m, (t;", t5', .., t;,"),m) = (m, (t;', t5', ..., t, ), m)(m, (t1, to, ..., ty), m)

olacak sekilde (m, (t;, t,’, ..., t,'),m) € V((m, (ty, ty, ..., t;),m)) oldugunu gosterelim.

(m, (tq, ty, .., tp), m)(m, (t;', 5, ..., t;,'), m)
=(m-m+m,(t,ty ...t )™ (t,, t5, .., £)OTTT, M — M + M)
= (m, (t1, ty, .., ) (t1', &5, o, ), M)

(m, (t, t5', ..., t,"),m) (m, (ty, ty, ..., tg), M)
=(m-m+m,(t;", t;), ..., t;, )™ ™ (t1, ty, ..., ;)BT M — M+ M)

= (m, (tll, t2,, ey tk,)(tll tz, . tk)' m)

olup  (tyty e, tid)(te,ty s st ) = (t1, 5, sty )ty tay s ty)  saglandigindan S
tamamen regiilerdir. o

Teorem 4.2.11: BR(x¥_, T;, #) monoidinin orthodox olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul xi-‘:l T; monoidinin orthodox olmasidir.

Ispat: BR(xX_, T;,6) monoidi orthodox olsun. Bu durumda, Tanim 2.5.14 ve

Sonug 4.2.2 den X¥_, T; monoidi regiilerdir. Diger taraftan,
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E(BR(XE, T;,0)) = {(m, (e1, €, ..., ex), m)|m € NO, (e, €5, ..., ) EXI_; T}, (€1, €2, ..., €)% = (€1, €2, ..., &)},

dir. BR(X¥_, T;,0) nin bir alt yarigrubudur. Ayrica her (e;, ey, ..., ex), (fi, f2r s fi) €
E(x{_y Ty) icin,

(m' (81, €2, ) ek),m)(m, (fl'fZ' ---;fk);m) = (m' (81, €2, ) ek)(flle' ""fk)rm)

elemani BR(><1-‘=1 T;, 8) da bir idempotent eleman oldugundan,

((91» ez, .., e (f1, f2, ---’fk))z = (e1, €2 -, k) (f1, f2r o0 i)

dir. O halde, x¥_, T; monoidi orthodox monoiddir.

Tersine, x¥_, T; monoidi orthodox olsun. Bu durumda, Tamm 2.5.14 ve Sonug
4.2.2 den BR(x¥_, T;, 0) regiilerdir. Diger taraftan E(Xx¥_, T;) yanigrubu, x¥_, T; nin
bir alt yarigrubudur. Ayrica her (m,(eq, ey, ...,ex),m),(n, (fi, fo e, fi), ) €
E(BR(x!-; T;, 0)) igin,

(m, (e, ez, ..., ex), m)(n, (fu, fo, -, fi), )

= (max(m,n), ((ey, €, ., &)™ ™™™ ((f, fo, e, fir) 9™ 1), max(m, n))

€ E (BR(x, T, 6))
oldugu goriiliir. Diger taraftan,

((81, €2, .., ek)emax(m,n)—m)((fl, fZ' m,fk)gmax(m,n)—n) € E(X{'czl Tl)

oldugundan, E (BR(><’i‘=1 T;, 0)), BR(x¥_, T;,0) nm bir alt yarigrubudur. Boylece

BR(x¥_, T;, 0) orthodox monoiddir. o
4.3. Bruck-Reilly Genislemesi Uzerinde Kongriianslar
Bu alt boliimde Bruck-Reilly genislemesi iizerinde ii¢ tip kongriians karakterize

edilmistir. Konu ile ilgili detayl bilgi i¢in (Higgins, 1992), (Howie, 1995) ve (Piochi,
1995) kaynaklarina bakiniz.
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Konuyla ilgili olarak ilk kez Munn ve Reilly (1966) da bir katli-basit w-yarigrup
lizerinde tanimlanan bir kongriiansin ya grup kongrians ya da idempotent-ayrik
kongriians olabilecegini gostermislerdir. Ault (1975) de ise bir katli-basit w-yarigrup
tizerinde grup kongriiansin tam smiflandirmasimi yapmustir ve Petrich (1979) da bu
smiflandirmayt w-yarigruplar iizerinde gostermistir. Sonrasinda Rankin (1991) de
tersinir Bruck-Reilly genislemesi iizerinde grup ve grup olmayan kongriianslari
caligmistir. Piochi ise 1995 de bir monoidin Bruck-Reilly genislemesi iizerinde ii¢ tip
kongriians karakterize etmistir. Bunlar; grup kongriians, anonim kongriians ve c¢apraz
kongriianstir.

Tamm 4.3.1 (Piochi, 1995): M bir monoid, 6: M — Gy, (Gy: M nin terslenebilir
elemanlariin olusturdugu grup) bir homomorfizma ve M nin Bruck-Reilly genislemesi

BR(M, 6) = S olsun. 1, S {izerinde bir kongriians olmak iizere, 7 ile T nun

C ={(m,1,n)|m,n € N}

kiimesine kisitlanisi ve 7y, ile de t kongriiansinin M monoidine kisitlanigi yani T nun

{(0,a,0)|m,n € N}

kiimesine kisitlanigi gosterilsin. Bu durumda a, b € M olmak iizere, atyb olmasi igin
gerek ve yeter kosul (0, a, 0)7(0, b, 0) olmasidir.

Tamm 4.3.2 (Piochi, 1995): M bir monoid ve I', M iizerinde bir kongriians
olsun. Eger her a,b € M igin a ve b, I baglantili iken af ve b6 da I' baglantili
oluyorsa bu durumda, I" kongriiansina @ — kabul edilebilir kongriians denir.

Teorem 4.3.3 (Piochi, 1995): S = BR(M, ) iizerinde taniml1 bir T kongriiansi
asagidaki kosullardan birini saglar.

i) (Grup kongriians) T nun bir grup kongriians olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
T¢ Nin C lizerinde bir grup kongriians olmasidir.

ii) (Anonim kongriians) (m, a,n), (p, b, q) € S olmak tizere, (m, a,n)t(p, b, q)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

m = p,n = q Ve atyb olmas1 yani T = (1,,)° olmasidir.
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iii) (Capraz Kkongriians) 7 bir grup kongriians degildir ve S nin
(m,a,n)t(p,b,q) ve m # p veya n # q kosullarim1 saglayan en az bir ¢ift elemani
vardir. Bu durumda, her ¢ift i¢in agagidaki durumlar saglanir.

em=p+1l,n=q+1vearybaveyap=m+1,q=n+1vebrtraaq;

e (m',a',n")t(p',b',q"), m" =p’ olmas: i¢in gerek ve yeter kosul n' = q’
olmasidir. Bu kosulun saglanmasi durumunda ise a’t;b’ dir.

Teoremin ispati i¢in Piochi (1995), Teorem 1.6 ya bakiniz.

4.4. Bruck-Reilly Genislemeleri Uzerinde Sonlu Ureteclilik ve Sonlu Sunumluluk

Bu alt bolimde Bruck-Reilly genislemeleri iizerinde sonluluk kosullarindan,
sonlu tireteclilik ve sonlu sunumluluk kosullari ele alinmistir.

M bir monoid ve 8, M {izerinde bir endomorfizm olsun. ilk olarak M monoidinin
tirete¢ kiimesi ve sunusu yardimiyla M nin 6 ile olan Bruck-Reilly genislemesi
BR(M, 0) i¢in iirete¢ kiimesini ve sunusunu gdsterelim.

Onerme 4.4.1 (Howie ve Ruskuc, 1994): M monoidinin bir iiretec kiimesi A ise

M nin @ ile olan Bruck-Reilly genislemesi BR(M, 6) nin iirete¢ kiimesi

X =1{(0,a,0)|a € A} U{(0,1,1),(1,14,0)}

seklindedir.

Sonu¢ 4.4.2: Onerme 4.4.1 den goriildiigii iizere BR(M,0) nm iireteg
kiimesindeki eleman sayisi |A| + 2 dir ve M monoidi sonlu iiretegli ise M nin Bruck-
Reilly genislemesi de sonlu tireteglidir.

Onerme 4.4.3 (Howie ve Ruskuc, 1994): (4|R), M monoidinin bir sunusu ve

6, M tlizerinde bir endomorfizm olsun. Bu durumda,

(A,b,c|R,bc = 1,ba = (aB)b,ac = c(ab) (a € A)) 4.1)

M nin Bruck-Reilly genislemesi BR(M, 8) nin bir sunusudur.
Onerme 4.4.3 iin bir sonucu olarak eger bir M monoidi sonlu iiretegli (veya
sonlu sunumlu) ise M monoidinin Bruck-Reilly genislemesi BR(M,60) da sonlu

iireteclidir (veya sonlu sunumludur). Bu M monoidinin sonlu {irete¢li olmamasi
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durumunda M monoidinin Bruck-Reilly genislemesi sonlu iiretegli olabilir. Asagida
buna dair bir 6rnek yer almaktadir.

Ornek 4.4.4: Sonsuz iiretece sahip bir F serbest grubunun Bruck-Reilly
genislemesi BR(F,0) sonlu ftreteglidir. {x;|i = 1}, F serbest grubunun bir fiireteg
kiimesi olsun. x; = x;,1 (i=1) doniisimi 6:F = F bir grup homomorfizmasina
genisletilirse x;,; = x,0° = b'x;c’ oldugu igin BR(F,0) Bruck-Reilly genislemesi
{x,,x,71, b, c} tarafindan iiretilir.

Onerme 4.4.3 de verilen (4.1) sunusu kullanilarak Bruck-Reilly genislemesinin
bazi temel 6zellikleri verilmistir.

Onerme 4.4.5 (Araujo, 2000): S = BR(M, 8), (A|R) sunusu ile tanimlanan M
monoidinin Bruck-Reilly genislemesi olsun.

(i) Her w € (AU {b,c})* kelimesi S de a € A*, i,j = 0 olmak iizere, c'ab’
formundaki bir kelimeye esittir.

(i) Her i,j,k,1 >0 ve her a,f € A" igin ctabl = c*Bb! bagintisinin S de
saglantyor olmasi i¢in gerek ve yeter kosul i = k,j =l ve @ = 8 nin M de saglaniyor
olmasidir.

(iii) Her i,j,k,l = 0 ve her @, B € A™ igin

ctab/RSck bt &  i=kveaRMp
ctablLSc*Bbt &  j=lveaLMp
ctabl HSc*Bbt &  i=kj=IlveaHMp

saglanir.

Not 4.4.6: Onerme 4.4.3 de verilen bir M monoidinin Bruck-Reilly genislemesi
BR(M,0) nmn sunusu ve Tanim 4.1.1 yardimiyla asagida verilen 0zelliklerin
saglandigin1 gérmek miimkiindiir.

(BR1)) M = {0} x M x {0}.

(BR2) b elemant sag tersinir fakat sol tersinir degildir ve ¢ elemani sol tersinir
fakat sag tersinir degildir.

(BR3) U(BR(M, 8)) = {0} x U{M} x {0} = U{M}.
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4.4.1.Bir monoidin Bruck-Reilly genislemesinin sonlu iiretecliligi ve sonlu
sunumlulugu

Bu kisimda bir monoidin Bruck-Reilly genislemesinin sonlu sunumlulugu ve
sonlu iiretecliligi ile ilgili teoremlerin ifadeleri verilecektir. Bu teoremlerin ispatlari i¢in
Araujo (2000) ve Carvalho (2009b) kaynaklarina bakiniz.

Bu alt bolimde yer alan sonuglar “5.4. Genellestirilmis Bruck-Reilly *-
Genislemesi Uzerinde Sonlu Ureteglilik ve Sonlu Sunumluluk” alt boliimiindeki bir
grubun genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesinin sonlu iiretegliligi ve sonlu
sunumlulugu ile ilgili sonuglarinda kullanilmistir.

Onerme 4.4.7 (Araujo, 2000): M bir monoid ve 8, M iizerinde bir endomorfizm
olsun. Bu durumda, M nin 6 endomorfizmasi ile olan Bruck-Reilly genislemesi S =
BR(M, ) nin sonlu iiretecli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin bir iirete¢ kiimesi
U;so AoB" olacak sekilde sonlu bir Ay, S M kiimesinin var olmasidir.

Onerme 4.4.8 (Araujo, 2000): M, (A|R) sunusu ile taniml1 bir monoid ve 8, M
tizerinde bir endomorfizm olsun ve M nin 8 endomorfizmasi ile olan Bruck-Reilly
genislemesi S = BR(M, ) ile gosterilsin. R =U5_, RO¥ olmak iizere, eger M monoidi
sonlu tretecli ise S sonlu sunumludur.

Sonu¢ 4.4.9 (Araujo, 2000): M bir monoid ve 8, M tizerinde sonlu dereceli bir
endomorfizm olsun. S = BR(M, 6) nin sonlu {iretegli (veya sonlu sunumlu) olabilmesi
icin gerek ve yeter kosul S nin sonlu sunumlu olmasidir.

Asagida verilen Teorem 4.4.10 da 6zel bir monoid tiirii olan Clifford monoid
almarak bu monoidin Bruck-Reilly genislemesinin sonlu sunumlulugunun saglanmasi
icin gerek ve yeter kosul verilmistir (Carvalho, 2009b). Bu teorem “5.4.2. Clifford
monoidin genellestirilmis Bruck-Reilly *genislemesinin sonlu sunumlulugu” alt
bolimiinde verilen bir Clifford monoidin genellestirilmis Bruck-Reilly *-
genislemesinin sonlu sunumlulugu ile ilgili sonucta kullanilmistir.

Teorem 4.4.10 (Carvalho, 2009b): M bir Clifford monoid ve 6: M — M bir
endomorfizm olsun. M nin Bruck-Reilly genislemesi BR(M, 6) nin tersinir monoid
olarak sonlu sunumlu olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul bir monoid olarak sonlu

sunumlu olmasidir.
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4.4.2.Bir grubun Bruck-Reilly genislemesinin sonlu iiretegliligi ve sonlu
sunumlulugu

Simdi yukarida verilen bir monoidin Bruck-Reilly genislemesi icin verilen bazi
sonuglar1 grup 6zellikleri yardimiyla basite indirgeyerek bir G grubunun Bruck-Reilly
genislemesi BR(G, 8) nin sonlu sunumlulugu ve sonlu iiretegliligi ile ilgili teoremlerin
ifadelerinin verelim. Bu teoremlerin ispatlari i¢in Araujo (2000) e bakiniz.

Onerme 4.4.11 (Araujo, 2000):G, (A|R) sunusu ile tanimli bir grup ve 6, G
tizerinde bir endomorfizm olsun ve G nin 8 endomorfizmasi ile olan Bruck-Reilly
genislemesi S = BR(G, 6) olsun. Bu durumda, G grubu S nin terslenebilir elemanlarinin
olusturdugu gruba izomorftur.

Teorem 4.4.12 (Araujo, 2000): G bir grup ve 0, G iizerinde bir endomorfizm
olsun. Bu durumda, G nin 8 endomorfizmasi ile olan Bruck-Reilly genislemesi S =
BR(G, 0) nin sonlu iiretecli olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul G nin bir lirete¢ kiimesi
U;»o AoB* olacak sekilde sonlu bir Ay € G kiimesinin var olmasidir.

Teorem 4.4.13 (Araujo, 2000): G bir grup ve 8, G iizerinde bir endomorfizm
olsun. Bu durumda, G nin 6 endomorfizmasi ile olan Bruck-Reilly genislemesi S =
BR(G, 0) olmak iizere, S sonlu sunumlu ise G grubu sonlu iireteclidir.

Teorem 4.4.14 (Araujo, 2000): G, (A|R) sunusu ile tamimli bir grup ve 6, G
tizerinde bir endomorfizm olsun. Bu durumda, G nin 8 endomorfizmasi ile olan Bruck-

Reilly genislemesi S = BR(G, 8) nin sonlu sunumlu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

R =Uy_, RO = {ub* = vo*|k = 0,(u = v) € R},

olmak {izere, sonlu bir A iirete¢ kiimesi ve sonlu bir R € A* X A* bagmtilar kiimesinin

var olmasidir.
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5. GENELLESTIRILMIS BRUCK-REILLY *- GENISLEMELERI VE BAZI
CEBIRSEL SONUCLARI
5.1. Giris

Birlestirilmis grup ve yarigrup teorideki temel problem, sonlu firetecli bir
yarigrubun (veya monoidin) lirete¢ ve baginti sistemine gore sunusunu elde etmek ve bu
yarigrubun (veya monoidin) cebirsel ve geometrik 6zelliklerini aragtirmaktir. Bu amacla
Howie ve Ruskuc (1994) de Bruck-Reilly genislemesinin sunusunu ve elemanlarin
yapisinin normal formunu elde etmistir. Elde edilen bu bulgular “4.4. Bruck-Reilly
Genislemeleri Uzerinde Sonlu Ureteglilik ve Sonlu Sunumluluk” alt béliimiinde detayli
olarak verilmistir. Bu genisleme tiirii yarigrup teoride temel bir yapi olarak ele
alimmustir. Regiiler yarigruplarin birgok sinifi Bruck-Reilly genislemesi ile karakterize
edilmistir. Ornegin; bir katli-basit regiiler w-yarigrup, bir grubun Reilly genislemesine
izomorftur (Reilly, 1966) ve her basit regiiler w-yarigrup, gruplarin sonlu bir zincirinin
Bruck-Reilly genislemesine izomorftur (Kocin, 1968), (Munn, 1968). Asibong-lbe
(1985) de yazar genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi adinda yeni bir monoid
tanimlamistir ve *-bir katli-basit tipinde A w-yarigrubunun yapisini olusturmustur.
Sonrasinda Shang ve Wang (2008) de idempotent elemanlarin w? -zincirini
tanimlamistir ve genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi olarak *-bir katli-basit
tipinde A w2-yarigrubunun yap: teoremini vermistir. (Kocapmar ve ark., 2012) de bir
monoidin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesinin sunusu ve elemanlarin
yapisinin normal formu elde edilmistir.

Bu boéliimiin ikinci kismini olusturacak olan “5.2. Monoidlerin Genellestirilmis
Bruck-Reilly *- Genislemesi Uzerinde Ozel Yarigrup Simiflar1” alt boliimiinde, bir
monoidin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesinin bazi 6zel yarigrup siiflarina
ait olabilmesi igin gerek ve yeter kosullar verilmistir (Oguz ve Karpuz, 2015a). Bunun
bir 6zel durumu olarak k sayida monoidin direkt ¢arpiminin genellestirilmis Bruck-
Reilly *- genislemesinin bazi 6zel yarigrup siniflarina ait olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosullar ispatlanmistir. Elde edilen sonuglar (Oguz ve Karpuz, 2015¢) ¢alismasinda yer
almaktadir.

Bu boliimiin Gi¢iincii kismini olusturan “5.3. Genellestirilmis Bruck-Reilly *-
Genislemesi Uzerinde Kongriianslar” boéliimiinde Bruck-Reilly genislemesi iizerinde
grup kongriians, anonim kongriians ve ¢apraz kongriianslar karakterize edilmistir. Bu

konu ile ilgili ayrintili bilgi (Oguz ve Karpuz, 2015a) da yer almaktadir.
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Bu boliimiin son kismini olusturacak olan “5.4. Genellestirilmis Bruck-Reilly *-
Genislemesi Uzerinde Sonlu Ureteglilik ve Sonlu Sunumluluk” béliimiinde ise
monoidlerin ve gruplarin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi tizerinde 3.
bolimde verilen sonluluk kosullarindan sonlu sunumluluk ve sonlu iireteglilik
ozelliklerinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosullar ispatlanmistir. Bununla ilgili
sonuglar (Oguz ve Karpuz, 2015b) de yer almaktadir.

Tamm 5.1.1: M, bir monoid ve birim elemam 1, olsun. B, y:M — H;"
seklinde tanimli birer homomorfizma ve u € H; olsun.

S=NoxNOxMxN®xN° kimesi iizerinde bir c¢arpma islemi

(m,n,x,p,q),(m'",n',x",p',q') €S ved = max(p,n’) olmak iizere,

(m,n,x,p,q)(m’,n',x",p’,q") =
If(m,n —p+d, xBP) ('), p' —n' +d,q") egerq =m’
4 (m,n, x (((u‘"' (x’y)up')yq—m’—l) I[;P),p, q —m' +q)egerq>m’ (5.1)

L(m —q+m',n, (((u‘”(xy)u”)ym""‘l) b’"’) x',p',q') egerq <m’

seklinde tanimlansin. S kiimesi bu islem ile birim eleman1 (0,0,1,,0,0) olan bir
monoid olur. Bu monoide M nin B,y homomorfizmalar1 ve u eleman: ile belirlenen

genellestirilmis Bruck-Reilly *-genislemesi denir ve GBR*(M; 3, y; u) ile gosterilir.

5.2. Monoidlerin Genellestirilmis Bruck-Reilly *- Genislemesi Uzerinde Ozel

Yarigrup Siniflar:

Bu alt boliimde bir monoidin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesinin ve
bunun bir 6zel durumu olan k sayida monoidin direkt c¢arpiminin genellestirilmis
Bruck-Reilly *- genislemesinin 6zel yarigrup siniflarina ait olabilmesi igin gerek ve
yeter kosullar ispatlanmistir.

Bu genigleme tiirii tizerinde 6zel yarigrup smiflari ile ilgili olarak Shung ve
Wang (2008) de asagida verilen iki lemmayi ispatlamislardir. Bu sonuglar “5.2.1. Bir
monoidin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi iizerinde bazi 6zel yarigrup

smiflar1” boliimiinde yer alan teoremlerin ispatinda kullanilmigtir
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Lemma 5.2.1 (Shung ve Wang, 2008): (m,n,x,p,q) € GBR*(M;pB,y;u)
olsun. Bu durumda, (m,n,x,p,q) € E(GBR*(M; f3,y;u)) olmas1 igin gerek ve yeter
kosulm = q,n = p ve x € E(M) olmasidir.

Lemma 5.2.2 (Shung ve Wang, 2008): (m,n,x,p,q) € GBR*(M;B,y;u)
olsun. Bu durumda, (m,n,x,p,q) elemanimnin (m',n',x",p’,q") € GBR*(M;B,y; u)
olacak sekilde bir tersi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul m' =q,n' =p, p’' = n,q' =
mve x' elemaninin x € M nin bir tersi olmasidir.

Tersinirlik kosulu regiilerlik 6zelligini de barindirmasi sebebi ile Lemma 5.2.2
nin bir sonucu olarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 5.2.3: GBR*(M; 3, y; u) nin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M

monoidinin regiiler olmasidir.

5.2.1.Bir monoidin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi iizerinde baz1 6zel
yarigrup siniflari

Bu alt bolimde bir monoidin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesinin
terslenebilir regiiler, tamamen regiiler ve orthodox gibi 6zel yarigrup simiflarina ait
olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar verilmistir.

Bu kisimda elde edilen sonuglar (Oguz ve Karpuz, 2015a) ¢alismasinda yer
almaktadir.

Teorem 5.2.4: M bir monoid, B,y : M - H;" seklinde tanimli birer
homomorfizma olsun. M nin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi
GBR*(M; B,y;u) nin terslenebilir regliler olmasi igin gerek ve yeter kosul M
monoidinin terslenebilir regiiler olmasidir.

Ispat: GBR*(M; B, y;u) monoidi terslenebilir regiiler ve x € M olsun. Bu
durumda, m,n, p, q € N° i¢in (m, n, x,p, q) € GBR*(M; 8, y; ) olup,

(m,n,x,p,q) = (m,n,x,p,q)(q,p,x",n,m)(m,n,x,p,q)

olacak bi¢imde (gq,p,x',n,m) € G vardir. (Burada G, GBR*(M;p,y;u) daki

terslenebilir elemanlarin olusturdugu grubu gostermektedir.) O halde,

(m,n,x,p,q)(q,p,x",n,m)(m,n,x,p,q) = (m,n,x,p,q)
4 (m: n—p + D, (xﬁp—p)(xlﬁp—p),n Y + p, m)(m' nxmp, q) = (m' nxp, q)
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& (m,n,xx',n,m)(m,n,x,p,q) = (M,n,x,p,q)
oS mn—n+nxx'B" " xp" " p—n+nq) =(mnxp,q)

o (m,n,xx'x,p,q) = (m,n,x,p,q)

elde edilir. Buradan xx'x = x olup M monoidi terslenebilir regiilerdir.

Tersine, M monoidi terslenebilir regiiler ve (m,n,x,p,q) € GBR*(M; S,y; u)
olsun. O halde, x € M ve x = xx'x olacak sekilde x" € G, vardir. (Burada G,; M nin
terslenebilir  elemanlarinin =~ olusturdugu  grubu  gdstermektedir.) Simdi  her

(m,n,x,p,q) € GBR*(M; B,y; u) i¢in,

(mn,x,p,q) = (mn,x,p,q)(m',n',x",p’,q")Y(m,n, x,p, q)

olacak sekilde (m',n',x’',p’,q") € G oldugunu gosterelim. Burada m’' = q, n' = p,
p'=n, q =m alindiginda her x e M ve x' € Gy i¢in x = xx'x oldugundan,
(m,n,x,p,q)(m',n',x",p',q" Y(m,n,x,p,q) = (m,n,x,p,q) esitliginin  saglandig
goriiliir. Bu durumda, GBR*(M; 3, v; w) monoidi terslenebilir regiilerdir. o

Onerme 5.2.5: (m,n,x,p,q) € GBR*(M; B,y;u) olsun. Eger (m,n,x,p,q)
eleman1 tamamen regiiler ise m = q ve n = p dir.

ispat: (m,n,x,p,q) € GBR*(M; S,y; u) tamamen regiiler bir eleman olsun. O
halde, Tanim 2.59 dan x',x in bir tersi ve (m,nx,p,q)(qp x',n,m)=
(q,p,x',n,m)(m,n,x,p,q) olacak sekilde (gq,p,x',n,m) € V((m,n,x,p,q)) vardir.
Buradan, m = g,n = p ve xx’ = x'x elde edilir. o

Teorem 5.2.6: M' = {(m,n,x,n,m)|x € M,m,n € N°} < GBR*(M; 3, y; u) alt
monoidinin tamamen regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M monoidinin tamamen
regiiler olmasidir.

ispat: M' < GBR*(M; 3, v; u) monoidi tamamen regiiler olsun. Bu durumda,

her (m,n, x,n,m) € GBR*(M; 3,y; ) i¢in x’, x in bir tersi ve

(m,n,x,n,m)(m,n,x’,n,m) = (m,n,x’',n,m)(m,n, x,n,m)

olacak sekilde (m,n, x,n,m) € V((m,n, x,n,m)) vardir. Buradan xx' = x'x elde

edilir. Boylece M monoidi tamamen regiilerdir.
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Tersine, M monoidi tamamen regiiler olsun. Bu durumda, x € M i¢in xx' = x'x

olacak sekilde x" € V(x) vardir. Simdi her (m, n, x,n,m) € GBR*(M; 8, y; u) i¢in,
(m,n,x,n,m)(m,n,x’,n,m) = (m,n,x',n,m)(m,n, x,n,m)
olacak sekilde (m,n, x’,n,m) € V((m, n, x,n,m)) oldugunu gosterelim.

(mn,x,n,m)(mn,x",n,m) = (mn—-—n+nxB""x'f*" ™", n—n+nm)
= (m,n,xx',n,m)
(m,n,x",n,m) (mn,x,nm)=(mMn—-—n+nx'" " xp" ", n—n+nm)

= (m,n,x'x,n,m)

olup, xx" = x'x saglandigindan M’ tamamen regiilerdir. o

Teorem 5.2.7: GBR*(M; 3,y;u) monoidinin orthodox olmasi igin gerek ve
yeter kosul M monoidinin orthodox olmasidir.

Ispat: GBR*(M; f3,y; w) monoidi orthodox olsun. Bu durumda, Tanim 2.5.14 ve
Sonug 5.2.3 den M monoidi regiilerdir. Diger taraftan, GBR*(M; 3, y; u) nin idempotent

elemanlarinin olusturdugu kiime
E(GBR*(M; B,y;u)) = {(m,n,e,n,m)lm,n € N°, e € M,e? = e},

GBR*(M; B,y;u) monoidinin bir alt yarigrubudur. Ayrica her e, f € E(M) igin
(m,n,e,n,m)(m,n, f,n,m) = (m,n,ef,n,m) € E(GBR*(M; ,y;u))  oldugundan,
(ef)? = ef dir. O halde, M monoidi orthodox monoiddir.

Tersine, M monoidi orthodox olsun. Bu durumda, Tanim 2.5.14 ve Sonug 5.2.3
den GBR*(M;B,y;u) monoidi regiilerdir. Diger taraftan E(M), M nin bir alt
yarigrubudur.

Simdi her (m,n,e,n,m), (m',n’,e’,n',m") € E(BR(M, 0)) igin
(m,n,e,n,m)(m',n',e’,n’,m") carpimin ele alalim.

1. Durum: Eger m = m' ise

(m,n,e,n,m)(m',n’,e’,n",m") = (m, d, (eﬁd‘")(e’ﬁd‘”'),d,m’), d = max(n,n’)
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esitligi elde edilir M monoidinde idempotent elemanlar degismeli oldugundan,
(eﬁmax(n,n’)—n)(elﬁmax(n,n’)—n’) — (elﬁmax(n,n’)—n’)(eﬁmax(n,n’)—n) esitligi saglanir.
Boylece (epmax(nn’)-—n)(e/gmax(nn’)-n"y e (M) olur. O halde, 1. durum igin
E(GBR*(M; B,v;w)), GBR*(M; B3, y; u) nin bir alt yarigrubudur.

2. Durum: Eger m < m' veyam > m'’ ise
mnenm)(m,n,e,n,m)=(m,n,(((u"(ey)u f=m-— ',e,n,m
( Ym',n' e, n',m') = (m', 0, (W (ey)u™)y™ ™™, e, n',m')

veya

(m,n,e,n,m)(m',n’,e’,n",m") = (m, n,e (((u‘”' (e’)/)u”')ym_m'_l) ﬁ”),n, m)

oldugu goriiliir. M monoidinde idempotent elemanlar degismeli oldugundan,

(((u‘"(ey)u")ym"m‘l) b’"') e (((u‘”' (e'yyu Jym—m'=1) ﬁ”)
= e((@™ ey 1) gr) (@ epyary™ ) )

esitligi saglanir. Boylece,
((@mtenumym=m=1) g Ye (@™ puym=m=1) ) € EM)

olur. O halde, 2. durum i¢in de E(GBR*(M;B,y;u)), GBR*(M; 3,y;u) nin bir alt
yarigrubudur. Béylece GBR*(M; 8, y; u) orthodox monoiddir. o

5.2.2.k sayida monoidin direkt c¢arpimimin genellestirilmis Bruck-Reilly *-
genislemesi iizerinde bazi 6zel yarigrup simiflar

Bu kisimda k sayida monoidin direkt ¢arpiminin genellestirilmis Bruck-Reilly *-
geniglemesinin regiiler, terslenebilir regiiler, tamamen regiiler ve orthodox gibi &zel
yarigrup siniflarina ait olabilmesi igin gerek ve yeter kosullar verilmistir. Bu kisimda

yer alan sonuglar (Oguz ve Karpuz, 2015c) de yer almaktadir.
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Bu alt bolim boyunca T; (1 < i < k) bir monoid olmak {izere,

Ty X Ty X o X Ty = {(ty,ty, ., i)t ET;, 1 < i < k}

kiimesi X¥_, T}, ile gosterilecektir.

Teorem 5.2.8: GBR*(X¥_, T; ; B, y; u) monoidinin regiiler olmasi icin gerek ve
yeterli kosul Xi-‘zl T; monoidinin regiiler olmasidir.

Ispat: GBR*(x¥_, T;;B,y;u) regiler ve (tj,ty,...,t,) EX, T; olsun. Bu

durumda, m,n, p, q € N icin (m, n, (¢4, t5, ..., t,), 0, q) € GBR*(><§‘=1 T; ; B,vy; w) olup,

(m' n, (tl' t2' ey tk)J P, q) =
(mr n, (tlr t2! e tk)! b, Q)(q' p, (tlll tZIJ ] tk’)' n, m) (m: n, (tl: t2: ey tk)ﬂ p, q)

olacak sekilde (q,p, (t;',t;’, ..., ti'),m,m) € GBR*(X¥_, T; ; B,y; u) vardir. Yukaridaki
esitlikten,

(tl, tz, ey tk) = (tl, tz, ey tk)(tll, tzl, ey tk’)(tl, tz, ey tk)

oldugu gériiliir. O halde, x¥_, T; monoidi regiilerdir.
Tersine, xi-‘zl T; monoidi regiler ve (m,n,(ty,ty, ...,t),0.q) €

GBR*(x¥_, T;; B,y;w) olsun. O halde, (t;, ty, ..., t) €XX, T; olup,

(tl, tz, . tk)(tll, tzl, ey tk’)(tl, tz, ey tk) = (tl, tz, ey tk)

olacak sekilde (t;’,ty',...,t;") EXK | T; vardir. Simdi GBR*(x¥_, T;;B,v;w)
monoidinin  regiiler  oldugunu  gdsterelim. q,p,n,m € N® olmak iizere,

(q,p, (t, ty), . '), n,m) € GBR*(XX_, T} ; B,y; w) igin,

(m,n, (t1, 2, -, t), 0, O(Q, P, (81, &, o, &), m)(mym, (84, Ey, -, ), D, )
=(mn—p+p, (t,ts, ...t )BP P, t5, .., t)BPP,n—p + p,m)

(m,n, (1, t2, -, t), 0, @)
= (m,n, (ty,ty, ..., )t t5', .., ), n,m)(m, n, (ty, ty, ..., t), 0, q)
=(mmn—n+n,(ty,ty, ... )"t o, )BTty by, o, )BT D — N+ 1, q)



47

= (m,n, (ty,ty, .., )t t5', o, ) (E1, tay oo, t), D, Q)

= (m: n, (t1; tZJ LR tk)) p; CI)

esitligi saglanir. Dolayistyla GBR*(x¥_, T ; B,v; u) regiilerdir. o

Teorem 5.2.9: GBR*(x¥_, T; ; B, y; w) monoidinin terslenebilir regiiler olmasi
icin gerek ve yeter kosul X¥_, T; monoidinin terslenebilir regiiler olmasidir.

Ispat: GBR*(X§‘=1 T;; B,y;u) terslenebilir regiler ve (tq,ts, ..., tx) €><§‘=1 T;
olsun. O halde, m,n, p, q € N i¢in, (m,n, (t;, t3, ..., tx), . q) € GBR*(X¥_, T} ; B,v; 1)

olup,

(mr n, (tlr t2! e tk)! b, Q) =
(mr n, (tlr t2! e tk)! b, Q)(q' p, (tlll tZIJ ] tk’)' n, m) (m' n, (tl' t2' L) tk)' b, q)

olacak bi¢cimde (q,p, (t), t5, ...t ),n,m) €G vardir. (Burada G,
GBR*(X¥_, T;;B,y;u) daki terslenebilir  elemanlarm  olusturdugu  grubu

gostermektedir.) O halde,

(m,n, (¢4, b2, -, ), 2, (G 0, (8 82, s i),y m) (mym, (84, £, -0, 6), D, Q)

= (m,n, (t1, tz, 0 te), 0, Q)

& (Mn =P+, (b, by s BIBPP (6, 8, o, VPP, = p + M) (M, (81, B, e, 1), P, 4)

= (m,n, (t, tz, o te), 0, Q)

& (m,n, (ty, ty, -, ) (1, 8 o, 1), M) (M, (b, b, e, 1), P, Q)

= (m,n, (t, tz, o te), 0, Q)

& mn—n+n(ty,ty .., 4t ty o, i VB (b1, by o, G P — N+ 1, q)
= (m,n, (ty,ty, ., tr), 0, q)

& (m,n, (ty, ty, -, ) (G 8 8D (Lt o 8, @) = (M, (B, b, -, 8, D, Q)

elde edilir. Buradan (tq,t,,...,t;)(t,", t5', ..., ti" ) (t1, ty, oo tr) = (tq, ty, ..., tg) OlUP,
x¥_| T; monoidi terslenebilir regiilerdir.

Tersine, x¥_, T; monoidi terslenebilir regiiler ve (m,n, (ty,ty, ..., tx),p,q) €
GBR*(X¥_, T;;B,y;u) olsun. O halde, (t;,t,,...,tx) EXE, T; ve (ti,tz ., ty) =

(ty, ty, 0 i) (', 5, ot ) (ty, ty, .o, t,) Olacak  sekilde (t,',t,', .., t;") € Gk o
1=1"1
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vardir. (Burada GX{LJH X{f:l T; nin terslenebilir elemanlarinin olusturdugu grubu

gostermektedir.) Simdi her (m, n, (¢4, ty, ..., tx), P, q) € GBR*(XX_, T; ; B, y; u) icin

(m; n, (tlr tZ! ey tk); p, Q) =
(m,n, (ty, ty, ..., tr), 0, Q) (M, ', (t", t;', ..., t"), ', ¢ Y (m,n, (t, ty, ..., t), 0, q)

olacak sekilde (m',n’, (t,’,t,, ..., t;"),p",q") € G oldugunu gosterelim. Burada m' =
g n'=p, p =n ve ¢ =m alindiginda her (tj,t,,..,t) EX T, ve

(tll, tzl, ey tp,) S GX{.cleiiQin,

(tl, tz, ey tk) = (tl, tz, ey tk)(tll, tzl, ey tk’)(tl, tz, ey tk)

oldugundan,

(m,n, (ty, tz, -, 6,0, )@ 0, (G, s D), m) (M, (b, o 8D, D, Q)
= (m, n, (tlr tz, ey tk)' p, q)

esitliginin  saglandigr goriiliir. Bu durumda, GBR*(X¥_, T;;B,y;u) terslenebilir
regiilerdir. O

Onerme 5.2.10: (m,n, (ty, t, ..., ty), P, q) € GBR*(X¥_, T;; B,y; w) olsun. Eger
(m,n, (ty, ty, ..., tx), P, q) elemani tamamen regiiler ise m = q ve n = p dir.

spat: (m,n, (t,ty, ..., t,), 0, q) € GBR* (XX, T;; B,y; u) tamamen regiiler bir

eleman olsun. O halde, Tanim 2.5.9 dan (t,’, t;’, ..., tx'), (t1, t, ..., tg) in bir tersi ve

(m, n, (tlf t2, AL tk)l pl q)(ql p: (tlli t2,i (L] tkl)l n, m)
= (q' p! (tlll tZIl LALD] tk,)l n, m) (m, n, (tll tZl LALN] tk)' p' q)

olacak sekilde (q,p,(t;,t;',...,t"),n,m) € V((m,n, (t,t, ..., t;),p,q)) vardir.
Buradan, m = q,n = p ve (t;, t,, .., t, ) (t1, t5, ..., t') = (', 65, oo, ) (ty, g, vy tr)
elde edilir. o

Onerme 5.2.10 dan yararlanilarak asagidaki teorem verilmistir.
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Teorem 5.2.11: M’ = {(m,n, (ty, ty, ..., tx)n,m)|x € M,m,n € N°} <
GBR*(XX_, T;; B,y; ) alt monoidinin tamamen regiiler olmas1 i¢in gerek ve yeter
kosul x¥_, T; monoidinin tamamen regiiler olmasidir.

Ispat: M’ < GBR*(><’i‘=1 T;; B,v; u) monoidi tamamen regiiler olsun. Bu
durumda, her (m, n, (¢, ty, ..., ty),n,m) € GBR*(X¥_, T;; B,v; w) icin (¢, t;', ..., t),

(ty,t,, ..., tg) in bir tersi ve

(m,n, (t1, ty, .., tp),n,m)(m,n, (t;', t;', ..., t'),n,m)

= (m,n, (t, t;', ...t ), n,m)(m,n, (t;,ty, ..., t;),n,m)

olacak sekilde (m,n,(ty,ty, ..., t),n,m) € V((m,n, (ty,ty, ..., tx),n,m)) vardir.
Buradan (ty,ty, ..., )t o', o, te') = (&, t)/, ..., t, . ) (t1, ty, ..., t)  elde  edilir.
Boylece M monoidi tamamen regiilerdir.

Tersine, Xi'<=1 T; monoidi tamamen regiiler olsun. Bu durumda, (t;, t, ..., t;) €
XK T, dgin (tpty o ti) (Gt s te) = (817,65 ot ) (E1, by, ooy t)  Olacak
sekilde (t{',t;', ..., tx") € V((ty, ty, ..., ty)) vardir.

Simdi her (m, n, (¢4, t,, ..., tg),n,m) € GBR*(><’;‘=1 T;; B, y; w) igin,

(m,n, (ty, ty, ..., tp),n,m)y(m,n, (t;, t;', ..., t'),n,m) =

(m,n, (t;", t;, ..., t,"),n,m)(m,n, (t,, ts, ..., ty), n, M)

olacak sekilde (m,n,(t,’,t;, ..., t'),n,m) € V(m,n, (t,t, ..., tx),n,m) oldugunu

gosterelim.

(m,n, (ty, ty, ..., tp),n,m)(m,n, (t;", t;', ..., t,'),n,m)
=(mn—-—n+n,(t,ty, ... )" X' n—n+nm)
= (ml nl (tll tZI ey tk)(tlll t2,l ey tk,)l nl m)
(m,n, (", t;, ..., t"),n,m) (m,n, (tq,t, ..., t),n, M)
=(mn—-n+n ("t ...t )" " (ty, tz, ..., )BT N —n+nm

= (m,n,(t,", t;', ..., t")(ty, ty, ..., tg),n, M)

olup, (ty,ty, ... ti)(t: ty', o te’) = (t1', t5', oo, te ) (t, ty, ..., ty) saglandigindan M’

monoidi tamamen regiilerdir. O
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Teorem 5.2.12: GBR*(X¥_, T;; B,y; u) monoidinin orthodox olmasi icin gerek
ve yeter kosul X¥_, T; monoidinin orthodox olmasidr.
ispat: GBR*(x¥_, T;; B,y;u) monoidi orthodox olsun. Bu durumda, Tanim

2.5.14 ve Sonug 2.5.3 den x¥_, T; monoidi regiilerdir. Diger taraftan,

E(GBR* (X, T; B, y;w)) =

{(m,n, (e1, e, ..., ), nm)mn € N°, (e, ey, ..., €,) EXIZ1 T}, (€1, €2, .., €)% = (&1, €2, ..., €1)},

GBR*(X¥_, T;; 8,y;u) nin bir alt yarigrubudur. Ayrica her (ey, e, ...,ex), f €

E(X§6=1 Tl) lgln (mPnP (81; eZP "'Iek)lnl m)(ml n, (f]_le' '"ifk);n;m) =
(m,n, (e, €z, ..., ex) (f1, f2r s fr),m,m)  elemant GBR*()(Q‘=1 T; B,y;u) da bir
idempotent eleman oldugundan, ((eq, €2, s 1) (f1, f2r ooor fi))? =

(e1,€2, - ) (fi, far s fio) dir. O halde, x¥_; T; monoidi orthodox monoiddir.

Tersine, x_, T; monoidi orthodox olsun. Bu durumda, Tanim 2.5.14 ve Sonug
2.5.3 den GBR*(x¥_, T;; B,y; w) regiilerdir. Diger taraftan E(x¥_, T;), x*_, T; nin bir
alt yarigrubudur. Simdi her (m, n, (e, €y, ..., €x),n,m), (m',n’, (ef, €3, ...,ex),n',m') €
E(BR(x¥, T, 0)) i¢in, (m,n,e,n, m)(m',n’,e’,n’,m") ¢arpimin ele alalim.

1. Durum: Eger m = m'’ ise

(m,n, (e, ey, ..., ex),n,m)(m',n’, (e, €3, ...,ep),n'",m")

= (m, d, ((el,ez, ...,ek)ﬁd‘")((e{,eé, ...,e,’c)ﬁd‘”'),d,m’), d = max(n,n")

dir. x¥_, T; monoidinde idempotent elemanlar degismeli oldugundan,

(1, ez, ., ) B )Y (el ey, ..., ) gmax(nn)—n") =
(e B0 (e . BN )

esitligi saglanir. Boylece ((ey, €5, ..., ek)ﬁmax(”'”')‘”)((e{, €3, e e,’c)ﬁmax(”’”')‘”') €
E(x[, T;) olur. O halde, 1. durum igin E(GBR* (XX, T;; B, v;u)) yarigrubu
GBR*(x¥_, T;; B,y; w) nin bir alt yarigrubudur.

2. Durum: Eger m < m' veyam > m'’ ise
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(m,n, (eq, ey, ...,e),n,m)(m',n', (e}, €3, ...,ex),n'’,m")

= (', ', (U™ (1, €20 s €VUY™ DI (e, 05, ., €)1, )
veya

(m,n, (e, ey, ..., ex),n,m)(m',n’, (e, €3, ...,ep),n",m")

= (m, n, (e, €5, ..., €x) (((u‘n'((e{, €3, wur) e,’()y)u"')ym_m'_l) ,8") ,n, m)

esitlikleri saglanir. X¥_, T; monoidinde idempotent elemanlar degismeli oldugundan,

((((u‘n((el, €y, o) ek))/)u")ymy‘m—l) ﬁn') (e1, €y, ) €p) <(((u—”y((e'y ey o, e}c)y)u"') ym—m'—1> ,B”)

= (e1, €y, ..., 1) ((((u'"'((e{, ey, ..., e,’()y)u"’) ym"""1> B") (((u‘"((el, ey, ..., ek)y)u")ym"m‘l) ,8"')

esitligi saglanir. Boylece,

(((u_"((el, €y, wue) ek)y)u")ym’_m_l) ,B"’) (e1, €2 -\ €f) (((u‘”y((ell, €, o) e}c)y)u”,)ym_m,_l) ,8")

olur. O halde, 2. durum igin de E(GBR*(X’;-‘=1 T; B,vY; u)), GBR*(X¥_, T;; B,y;u) nin
bir alt yarigrubudur. Boylece GBR*(><‘;-‘=1 T;; B, y; w) orthodox monoiddir. o

5.3. Genellestirilmis Bruck-Reilly *- Genislemesi Uzerinde Kongriianslar

Bu alt bolimde monoidlerin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi
tizerinde grup kongriians, anonim kongriians ve capraz kongriians olmak {iizere, li¢ tip
kongriians karakterize edilmistir. Bu alt boliimde elde edilen sonuglar (Oguz ve Karpuz,
2015a) de yer almaktadir.

Tamm 5.3.1: M monoidinin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi

S = GBR*(M; B,y; u) olsun ve t, S {izerinde bir kongriians olmak tizere, 7 ile T nun

C ={(mmn,1,p,q)|mmnp,q € N}
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kiimesine kisitlanisi gosterilsin. Ty, ile de T kongriiansinin M monoidine kisitlanist yani

T nun
{(0,0,a,0,0)|a € M}

kiimesine kisitlanis1 gosterilsin. Bu durumda, a, b € M olmak {lizere, aty b olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul (0,0, a, 0,0)7(0,0, b, 0,0) olmasidir.

Tamm 5.3.2: M bir monoid ve I', M iizerinde bir kongriians olsun. Eger her
a,b € M i¢in a ve b T baglantili iken aff ve bf da I' baglantili ve ay ve by da I’
baglantili oluyorsa bu durumda, I kongriiansina 8,y — kabul edilebilir kongriians
denir.

Teorem 5.3.3: 7,5 = GBR*(M; B,y; uw) lzerinde bir kongriians olsun. O halde,
Ty bir B,y —kabul edilebilir kongriianstir. Tersine, M monoidi {izerinde tanimlanan her

B,y — kabul edilebilir I" kongriians1 i¢in S iizerinde
(m,n,a,p,)rs(m’,n’,a’,p’,q) em=m/, n=n', p=p' veal'a

seklinde tanimlanan I'S bagntisi bir kongriianstir. Ayn1 zamanda (I'S),, = I’ dur.

Ispat: at),a’ olsun. O halde, 7,, nin tanimimdan
(0,0,a,0,0)z(0,0,a’,0,0)
oldugu goriiliir. Burada her iki taraf sagdan (0,1,1,1,0) elemant ile ¢arpilirsa,
(0,1,a5,1,0) = (0,0,a,0,0)(0,1,1,1,0)7(0,0,a’,0,0)(0,1,1,1,0)

elde edilir. Elde edilen bu ifadeler soldan (0,0,1,1,0) ile ve sagdan (0,1,1,0,0)

elemanlari ile ¢arpilirsa,

(0,0,ap,0,0) =(0,0,1,1,0)(0,1,ap,1,0)(0,1,1,0,0)(0,0,1,1,0)(0,1,a'B, 1,0)(0,1,1,0,0)
= (0,0,a’B,0,0)
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oldugu goriliir. Dolayisiyla aftya’f dir. Benzer sekilde aytya'y oldugu gosterilir.
Boylece Ty, B,y — kabul edilebilir kongriianstir.

Tersine, eger I', M iizerinde B,y — kabul edilebilir kongriians ise I'S nin bir
denklik bagmtist oldugu agiktir. Ayrica (m,n,a,p,q)I'*(m,n,a’,p,q) iken her iki

elemani da sagdan (m",n",a"”,p",q"") ile carpildiginda,

(m' n,a,p, q)(mu' Tl”, au’pu’ qu) —

I( (m,n —p + max(p,n"), (a[)’max(p'””)‘p)(a”[)’max(z"n”)‘"”),p” —n"" + max(p,n"), q”) egerq =m"

(mna (@™ @ yyur" )y =" =1) p2,p,q" = m" + q) eger q >m"
((m=q+m"n", (((u‘”(ay)u”)y’""‘q‘l) B"") a",p",q") eger g <m”
(m,n — p + max(p,n""), (a'gmaxenr")-r)(g" gmax(en")=n"y p — ' 4+ max(p,n'"),q") eger q = m"
rs I(m, n,a' ((u‘"”(a”y)up”)yq‘m”‘l) B?,p,q" —m" + q) egerq >m"
I{(m —q+m"’,n", (((u_"(a')’)up))’m”_q_l) [”n”) a’,p", Q") eger g <m”

— (m’ n, al’p’ q) (mn’ Tl”, all’pll' qll)

elde edilir. Bu durumda, I'S bir sag kongriianstir. Benzer sekilde sol kongriians oldugu
gosterilir. Dolayisiyla 'S bir kongrilanstir.  Sonug olarak eger al'Sya’ ise
(0,0,a,0,0)I"5(0,0, a’,0,0) oldugu gériiliir. O halde, al'a’ elde edilir.

Tersi aciktir. O

Teorem 5.3.4:

i) : GBR*(M; B,v; u) = GBR*(M; 8, y; u) doniisimi

(mn+1,aB,p+1,q9) (5.1) 1. Durum icin
(m+1,n,aBy,p,q+1) (5.1) 2.ve 3. Durumlar i¢in

(m,n,a,p, )¢ = {
seklinde tanimlansin. Bu durumda, ¢ bir homomorfizmadir.

i) T, S = GBR*(M; f,y; u) tizerinde bir grup kongriians olsun. O halde, her
(m,n,a,p,q) € Sigin (m,n,a,p,q)t(m,n,a,p,q)e dir. ((5.1) 1. durum igin)

Ispat: i) Ispat1 agiktir.

i) Her (m,n, a,p,q) € S igin,

(m,n,a,p,q) = (m,n,a,p,q)(0,0,1,0,0)t(m,n,a,pq)(qgr+11L,p+1,9q)
=(mmn+1,af,p+1,9q)
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elde edilir. O halde (m, n,a,p,q)t(m,n,a,p,q)e dir. O

Simdi bir M monoidinin genellestirilmis Bruck-Reilly *-genislemesi S =
GBR*(M; B, v; u) lizerindeki kongriianslarin ana siniflandirmasini verelim.

Teorem 5.3.5: S =GBR*(M;f,y;u) ilizerinde tanimli bir 7 kongriiansi
asagidaki kosullardan birini saglar.

i) (Grup kongriians) T nun bir grup kongriians olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
T nin € = {(m,n,1,p, q)|m, n,p, q € N} lizerinde bir grup kongriians olmasidir.

ii) (Anonim kongriians) (m,n,a,p,q)t(m’,n’,a’,p’, q") olmasi igin gerek ve
yeterkosulm =m',n=n',p =p’,q = q' ve arya’ olmasi yani T = (7,)° olmasidur.

iii) (Capraz kongriians) 7 bir grup kongriians degildir ve S nin
(m,n,a,p,q)t(m',n',a’,p',q"), m=m', q =q've n#n' veya p # p’ kosullarini

saglayan en az bir ¢ift eleman1 vardir. Bu durumda, her ¢ift i¢in

n=n"+1,p=p' +1vearya'p
veya

n=n+1p =p+1vea'tyaf

saglanir.
Ispat: i) Eger 7, S iizerinde bir grup kongriians ise bu durumda, 7, nin de C
tizerinde grup kongriians oldugu agiktir. Tersine, 7., C tizerinde bir grup kongriians

olsun. Teorem 5.3.4 ii) den her (m,n, e,n,m) € E(S) igin,
(m,n,e,n,m)r(m,n,e,n,m)ep = (mn+1,1,n+ 1,m)7(0,0,1,0,0)
dir. Dolayisiyla tiim idempotent elemanlar T baglantilidir. Her (m,n, a,p, q) € S igin
(mnapq(qpr+1@)p+Lg=mMmn+1Lp+14q)
oldugundan, S/t bir gruptur yani t bir grup kongriianstir.

i) T kongriiansinin S iizerinde grup kongriians olmadigini kabul edelim. Bu

durumda, 7, de C izerinde grup kongriians degildir. Simdi  her

(m,n,a,p,q),(m',n',a’,p',q") € Sicin (m,n, a,p,q)t(m’,n’,a’,p’,q") durumunu ele
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alalim. Burada her iki eleman da sagdan (k,k, 1,k, k) (k > max{p,p'}) ile ¢arpilirsa

asagidaki sonugclar elde edilir:

e g =kveq' =kigin,
(mn—p+k (ap?) kk)r(m',n' —p' +k’, (a’ﬁ”‘_p'), k, k)

e g>kveq' >kicin,

(m,n,a,p,q)t(m',n',a’,p',q")

e g < kveq' <kigin,

(m—q+k (W ™(anuP)y* 7)™ k, k)t (m' —q' +k, (((u‘"'(a’y)up')yk‘q"l) Bk, k).

Buradanm —g=m'—q'ven—p=n'"—p'veyam—m'=q—q'ven—n' =p —
p’ oldugu goriiliir. O halde, m = m’ olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢ = q’ olmasidir
ven = n' olmast igin gerek ve yeter kosul p = p’ esitliginin saglanmasidir. Eger n =

n’' ve m = m' ise bu durumda,

(0,0,a,0,0)
= (0,0,1,n,m)(m,n,a,p,q)(q,p, 1,0,0)7(0,0,1,n,m)(m’,n’,a’,p’,q")(q,p, 1,0,0)
= (0,0,a’,0,0)

olmasi igin gerek ve yeter kosul (m,n, a,p, q)t(m',n’,a’,p’, q") olmasidir.

iii) T kongriiansinin grup kongriians olmadigin1 kabul edelim. O halde
(m,n,a,p,q),(m',n',a’,p',q') €S igin m=m',q=q' ve n+n' veya p# p’
oldugu sonucu ¢ikar. Bu durumda, n > n' ve p > p’ oldugunu kabul edebiliriz. h =

n—n' =p —p’ olsun. O halde,
(0,0,a,0,0)
= (0,0,1,n,m)(m,n,a,p,q)(q,p,1,0,0)(0,0,1,n,m)(m’',n’,a’,p’,q")(q,p, 1,0,0)

= (0,0,a'",0,0)(h=n—n")

olur. Buradan,
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(0,h,a, h, 0)7(0,h,a’' ", h,0) = (0,h,1,h,0)(0,0,a’,0,0)

elde edilir. Ayricam =m',q = q',h =n—n' = p — p' olmak lizere,

(0,0,a’,0,0)
= (0,0,1,n',m")(m',n’,a’,p’,q")(q’',p’,1,0,0)7(0,0,1,n",m')(m,n,a,p,q)(q’,p’, 1,0,0)
= (0,h,a,h,0)

dir. Boylece (0,0,a’,0,0)t(0,h,1,h,0)(0,0,a’,0,0) elde edilir. Eger bu elemanlar
sagdan (0,1, (a’B)7%,1,0) ile carpilirsa, (0,1,1,1,0)7(0,h,1,h,0) oldugu goriiliir.
Dolayisiyla h =1 dir. Boylece n=n'+1 ve p=p'+1 elde edilir.
(0,0,a,0,0)z(0,0, a'ph, 0,0) oldugu i¢in atya’p dir. Benzer sekilde n’ >nvep’ > p

oldugu kabul edilirse n’ =n+ 1,p’ = p + 1 ve a’'tyap elde edilir. o

5.4. Genellestirilmis Bruck-Reilly *- Genislemesi Uzerinde Sonlu Ureteclilik ve

Sonlu Sunumluluk

Ates ve ark. (2011) de monoidlerin graf ¢arpimi, Schiitzenberger ¢arpimi ve
Rees matris yarigruplari i¢in Grobner-Shirshov tabanlarint vermislerdir ve elemanlarin
yapilarinin normal formunu elde etmislerdir. Sonrasinda Kocapinar ve ark. (2012) de ise
bir monoidin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesinin sunusunu elde etmisler ve
bu sunusu kullanarak bu monoidin Grdébner-Shirshov tabanini olusturmuslardir.
Dolayisiyla elemanlarin yapisinin normal formunu elde etmislerdir. Asagida verilen
Lemma 5.4.1, Teorem 5.4.2 ve Sonug 5.4.3 bu caligmada yer almaktadir.

Lemma 5.4.1 (Kocapinar ve ark., 2012): M bir monoid ve A, M monoidinin bir
iirete¢ kiimesi olsun. Bu durumda,
{£(0,0,x,0,0)|x € A} U (0,1,1,,0,0) U (1,0,1,,0,0) U (0,0,1,,1,0) U (0,0,1,,0,1)
kiimesi M monoidinin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi GBR*(M; 5, y; u)
i¢in bir tireteg kiimesidir.

Ispat: v,v,,v, € M ve m;,n;,p;, q; € N° (1 < i < 2) olmak iizere,

(0,0, vll 0,0) (0,0, er 0;0) = (0101 v1v21 010)1
(mlr Or 1M1 0,0) (m2r Or 1M; OIO) = (ml + my, Or 1M' 010)1
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(0,n4,1,,0,0)(0,n,,1,,0,0) = (0,n; +n,,1,,0,0),

(0,0, 13, p1,0)(0,0, 1yp2, 0) = (0,0, 1yypy + p2, 0),
(0,0,14,0,4,)(0,0,1,0,92) = (0,0,14,0,491 + q2)
(m4,0,1,,0,0)(0,n,,1,,0,0) = (my,n,,1,,0,0),

(0,0, 14, p1,0)(0,0,1,0,g2) = (0,0, 111,01, q2)

(my,n4, 1, 0,0)(0,0,v,0,0)(0,0, 141, p1,91) = (My, My, v, 1, 41)

esitliklerinden GBR*(M; B, y; w) nin iireteg kiimesinin
{(0,0,x,0,0)|x € A} U (0,1,1,,0,0) U (1,0,1,,0,0) U (0,0,1,,1,0) U (0,0,1,,0,1)
oldugu goriiliir. o

Teorem 5.4.2 (Kocapmar ve ark., 2012): M, sunusu < X | R > olan bir

monoid ve B, y: M — H;" seklinde tanimli birer homomorfizma olsun. Bu durumda,

<X,y,z,b,c|R, 1)
yz=1,bc =1, (2)
yx = (xy)y, xz = z(xy), 3) (5.2)
bx = (xB)b, xc = c(xp), 4)
yb =uy,yc =u"ly, ®)
bz = zu,cz = zu™! > (6)

GBR*(M; 8, v; u) nin bir monoid sunusudur.
Ispat: Y = X U {y, z, b, ¢} olmak iizere, ¢:Y* —» GBR*(M; f3,y; u) doniisiimii

xp = (0,0,x,0,0), ypo = (0,0,1,,0,1), zp = (1,0,1,,0,0),
C(p = (Orlr 1M1 0,0), bQD = (0,0, 1M; 1)0)

seklinde taniml1 bir homomorfizma olsun. Lemma 5.4.1 den ¢ bir epimorfizmdir. Simdi
(5.2) sunusunda verilen (1)-(6) bagintilarinin GBR*(M; 3,y;u) monoidi {izerinde
saglandigint gosterelim. R kiimesindeki bagintilar M monoidi iizerinde saglandigindan,

Lemma 5.4.1 den GBR*(M; (3, y; u) lizerinde de saglanacaktir. x € X olmak iizere, (5.2)
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sunusunda R nin disinda kalan (2)-(6) bagintilarinin saglandigi asagidaki sekilde

gosterilebilir:

(2): (0,0,1,,1,0)(0,1,1,,0,0) = (0,0,1,,0,0),
(0,0,1,0,1)(1,0,14,0,0) = (0,0,1,,0,0);

(3): (0,0,1,,0,1)(0,0,x,0,0) = (0,0, xy,0,1) = (0,0,xy,0,0)(0,0, 1,,,0,1),
(0,0,x,0,0)(1,0,14,0,0) = (1,0,xy,0,0) = (1,0,1,,0,0)(0,0, xy, 0,0);

(4): (0,0,1,,1,0)(0,0,x,0,0) = (0,0,x8,1,0) = (0,0,x8,0,0)(0,0, 14,1,0),
(0,0,x,0,0)(0,1,14,0,0) = (01,xB,0,0) = (0,1,1,,0,0)(0,0,xB, 1,0);

(5): (0,0,1,,0,1)(0,0,1,,1,0) = (0,0,u,0,1) = (0,0,u,0,0)(0,0,1,,0,1),
(0,0, 1,4,0,1)(0,1,1,,0,0) = (0,0,u71,0,1) = (0,0,u%,0,0)(0,0, 14, 0,1);

(6): (0,0,1,,1,0)(1,0,1,,0,0) = (1,0,u,0,0) = (1,0,1,,0,0)(0,0,u,0,0),
(0,1,1,,0,0)(1,0,1,,0,0) = (1,0,u71,0,0) = (1,0, 14, 0,0) = (0,0,u"?,0,0).

Boylece ¢ dontsimii (5.2) sunusunda (1)-(6) ile tanimlanan M’ monoidininden
GBR*(M; f8,v; u) ya tanimlanan bir ¢ epimorfizmasina indirgenir.

Bir w kelimesinin uzunlugu |w| ile gésterilsin. Simdi m,n,p,q € N°, v € X* ve
f:GBR*(M; B,y;u) = Y™ seklinde tanimli bir doniisiim olmak tizere, M" monoidinde
bostan farkli her w € Y™ kelimesinin f(m,n,v,p,q) = z™c"vbPy? kelime formuna
esit oldugunu gosterelim. Eger x € X veya w =y = £(0,0,1,,0,1) veya w =z =
f(1,0,1,,0,0) veyaw = ¢ = f(0,1,1,,0,0) veyaw = b = £(0,0,1,,,1,0) i¢in |w| =
1 ise w = x = f(0,0,x,0,0) saglanir. Tiimevarim yontemiyle uzunlugu k dan daha
kiiciik olan her kelimenin f(m,n,v,p,q) kelime formuna indirgenebildigini kabul
edelim ve |w| =k olsun. Bu durumda, w kelimesi f(m,n,v,p,q)x (x € X) veya
fm,n,v,p,q)y veya f(m,n,v,p,q)c veya f(m,n,v,p,q)b veya f(m,n,v,p,q)z
formunda yazilabilir. O halde,

fim,n,v,p,q)x = z™c"wbPyix = z™c™v((xy )P )bPyd = f(m, n,v((xyDB?),p.q);
f(m,n,v,p,q)y = zmc"vbPydy=zmc"vbPyi*l = f(m,n,v,p,q + 1);

f(m,nv((w yT"HBP),p,q) eger q = 1ise
fm,n,v,p,q)c = zmc"vbPy9c =1 f(m,n,v,p — 1,0) egerq =0,p = 1lise
f(m,n+1,vB,0,0) egerq=p=20
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a-1\pDp 5 >1i
f(m,n,v,p,qQ)b = z"c"vbPyh = f(m, n,v((uy B ),p,q) egerf] = lise
f(m,n,v,p+1,0) egerq =20

fm,n,v,p,q — 1) eger q > lise

= zMc"ppPyiz =
fmn,v,p,q)z = z"c"vbPylz {f(m+ 1,0,u"™(vy)uP, 0,0) egerq =0

elde edilir. Son olarak ¢ doniisimiiniin bire-bir oldugunu gosterelim. Eger
(f(my,ny,v1,01,41))@ = (f (M2, 1z, 12,02, 62)) @ ise (zMcMv bPryh)p =
(z™M2c™21,bP2y92) @ esitligi saglanir ve bdylece vy, v, € X* ve m;,n;,p;, q; € N® (1 <
i < 2) olmak fizere, (mq,nq, V1, P1,q1) = (Mg, Ny, V5, P2, q2) esitligi elde edilir. Bu
durumda, v; = v, M de saglanir ve m; =m,, n; =n,, P =p2 ¢ =q, dir.
GBR*(M; B,v; w) nin sunusu R bagint1 kiimesini igerdiginden v; = v,, M' monoidinde
de saglanir. Dolayisiyla z™1c™ v, bP1y91 = zM2c™2y,pP2y92 M' monoidinde saglanir.
Boylece @ bire-birdir ve dolayisiyla izomorfizma oldugu gosterilmis olur. o

Sonu¢ 5.4.3 (Kocapmnar ve ark., 2012): v € X* olmak lizere,

y™v = (vy™)y™, vz™ = z™(vy™), b"v = (VB™)b™, vc™ = c"(vB™),
ymbn — (uym—l)nym, ymcn — (u—lym—l)nym'

phzm = Zm(uym—l)n’ chzMm = Zm(u—lym—l)n

bagmtilari m,n € N© icin GBR*(M; f,v;u) de saglanir. Bunun bir sonucu olarak her
w € (XU {y,zb,c})* kelimesi GBR*(M;3,y;u) de v € X* ve m,n,p,q € N° olmak
tizere, z™c"vbPy? formundaki bir kelimeye esittir.

Not 5.4.4: Teorem 5.4.2 de verilen bir M monoidinin genellestirilmis Bruck-
Reilly *- genislemesi GBR*(M; 8, y; u) nin sunusu ve Tanim 5.1.1 yardimiyla asagida
verilen 6zelliklerin saglandigin1 gormek miimkiindiir.

(GBR1) M = {0} x {0} x M x {0} x {0}

(GBR2) U(GBR*(M; B,v;w)) = {0} x {0} x U(M) x {0} x {0} = U(M)

5.4.1.Bir grubun genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesinin sonlu iiretecliligi
ve sonlu sunumlulugu

Bu alt boliimde yer alan sonuglar (Oguz ve Karpuz, 2015b) de yer almaktadir.
Bir M monoidi sonlu sunumlu ise M nin genellestirilmis Bruck-Reilly *-

genislemesi GBR*(M;f,y;u) nin de sonlu sunumlu oldugu (5.2) de verilen
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bagintilardan agiktir. Tersinin her zaman dogru olmadigina dair asagidaki Ornek

verilebilir.

Ornek 5.4.5: G, sunusu <x1,x2,x3,x4 x,2 %, % =x32lx42l> olan bir grup

olsun. Bu ise {xlzlxzzl | i > O} tarafindan tretilen < xq,x,| > ve < x3,x,| > serbest

alt gruplarmin birlestirilmis serbest carpimidir. Verilen iirete¢ kiimesi Nielsen
indirgenmis oldugu i¢in bu altgrup sonsuz ranklidir. Boylece G sonlu sunumlu degildir.
B,v:G - H,", x; » x;* (j = 1,2,3,4), G grubu iizerinde birer homomorfizma olmak
tizere, (5.2) sunusuna gore genellestirilmis Bruck-Reilly *-genislemesinin monoid

sunusu

r_ ’ _ 2t 2t _ 20 2t
< X1, X2, X3, X0, X1, %2, X3, x4, ¥, 2, b, | X% = xi'xp = 1,007 %% = X537 x,,
yz=1bc =1,
bx; = x;°b, x;c = cx;%,x;z = zx;%, yx; = x;%y

yb =uy,yc =u"ly,bz = zu,cz = zu™! >
seklindedir. Simdi bu sunusun asagida verilen sunusa denk oldugunu gosterelim;

! ! !
< X1, X2, X3, X0, X1, %2, %3, x4, ¥, 2, b, ¢| X% = x'x; = 1, %1% = x3%4 (5.3)
yz=1,bc =1,
bx; = x;°b, x;c = cx;%,x;z = zx;%, yx; = x;%y

yb =uy,yc =u 'y, bz = zu,cz = zu™! >.

Bunu ispatlamak icin x,2'x,2" = %52 %,2 (i > 0) bagmtisinin (5.3) sunusunun bir

sonucu oldugunu gdstermemiz gerekmektedir. i lizerinde tiimevarim uygulanirsa, i = 0

icin elde edilen x;x, = x3x, bagntis1 (5.3) de verilen bir bagintidir. x, 2" x,2" " =

x32 %, 27" (i = 1) bagtismin (5.3) deki bagintilarin bir sonucu oldugunu kabul
edelim. Bu durumda,
2t 2t

x, 2,2 = x,% bex,? (bc = 1)

=bx;% x,% c (x1°b = bxy Ve cx,% = x,¢)
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i i
= X32 X42

elde edilir. Boylece sonlu sunumlu olmayan bir grubun genellestirilmis Bruck-Reilly *-
genislemesinin sonlu sunumlu olabilecegi gosterilmistir.

Lemma 5.4.6: GBR*(G; 8,y; u), G grubunun bir genellestirilmis Bruck-Reilly
*- genislemesi olsun ve G grubu (X|R) sunusu ile tanimli olsun. Bu durumda asagida
belirtilen kosullar GBR*(G; 8, v; u) da saglanir.

(i) Her wy,w, € X* ve her i, j, k, 1,7, s,u, v € N i¢in
zicddw byt = z"cSwybyY s i=r, j=s, k=u, l=v, wy, =W, EG

dir.
(ii) Her wy,w, € X* ve her m,n,p,q,d, e, f, g € N i¢in,

z™c wbPyiIRz%cw,b'y9 o m=d,n=e,
z™c" wbPyiLzqcw,byd o p=f,q=g,

zMc wibPyiH z4%ew,b/yd o m=dn=ep=f,q=g

dir.

(iii) B; ve B, sirasiyla (y,z|yz = 1) ve (b,c|bc = 1) sunuslarina sahip iki
devirli monoid olmak ftizere, B, B; ve B, nin birlesimi olsun. Bu durumda,
GBR*(G; B,y;u) den

B=B,UB, =(y,z,b,clyz=1,bc =1,yb =y,yc =y,bz = z,cz = z)

ye ym=y, ZzZm =2z, cm=c¢, bm=b ve xm=1p olacak sekilde bir
m: GBR*(G; B,y; u) = B epimorfizmi vardir.

(iv)  U(GBR*(G;B,y;w)), GBR*(G;B,y;u) nin terslenebilir elemanlarinin
olusturdugu grubu gostermek tizere G = U(GBR*(G; B,vy;u)) dir. Bu durumda, w €
(XU {y,z,b,c})" kelimesi U(GBR*(G; B,y;u)) nin bir elemaninm temsil etmesi igin
gerek ve yeter kosul w kelimesinin X* dan bir kelimeye denk olmasidir, yani wr = 15
dir.

Ispat: (i) (X U {y, z, b, c})" kiimesini Y* ile gdsterelim ve ¢ doniisiimii
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@:Y" = GBR*(G; B,v; w),
x(p = (O)OJ x; OJO)J y(P = (0;0; 1G; 0,0), Z(P = (1'0' 1Gl OIO)’
bp = (0,0,14,1,0), cp = (0,1,1,0,0)

seklinde taniml1 bir homomorfizma olsun. Kocapinar ve ark. (2012), Lemma 2.1 den ¢
nin bir epimorfizm oldugu goriiliir. Simdi z'c/w;b*y! = z"cSw,b*y? bagmtisinin
GBR*(G;B,v;u) de saglandigmi kabul edelim. O halde, (zic/w;b*y)p =
(z"cSwyb YY) dir. wy,w, €Y igin Wy = X1X5 ... Xy, Wy = tity .. ty,, (n,mEN)

kabul edilirse,
(ztcTx x5 o xy bRy = (27 cStyty .ty b YY)
dir. ¢ bir homomorfizma oldugundan,i =r, j=s, k=u, l=v vew; =w, nin G
de saglandigi goriiliir.
Tersi agikardir.
i) w,w, € X* ve m,n,p,q,d,e, f,g € N° icin z™c™w,;bPy? ve z%c®w,b/ y9

R-baglantili olsun. O halde, ws,w, € X* ve i,k,1,j,u, & p,8 € N° icin,

(z™c™w,bPy ) (zickwsblyT) = z4cew, b y9 (5.4)

(z%cew,b y9) (2 cEw,bPy%) = z™c™w, bPy1 (5.5)

olacak sekilde (zic*¥wsbty/), (z#céw,bPy®) € GBR*(G; B,v;w) vardir. (5.4) de verilen
esitlikte,

q = iise z™c"w bPy i ckwybly) = z4cew,b y9I

dir. Sonug 5.4.3 de verilen bagntilar kullanilarak m =d,n=e,p=f,q—i+j=g
oldugu gortiliir.

q <iise z™c"w,bPz"9ckwybly) = z9cCw,bS y9

dir. Sonu¢ 543 denm+i—q=d, k=e, l=f, j =g dir ve q <i oldugundan,

d > m elde edilir.
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(5.5) esitliginde, eger g = u ise z%4cw,b yI~HFcEfw,bPyd = z™c™w, bPy dir

ve Sonug 5.4.3 den d = m elde edilir ve bu esitlik d > m ile gelisir.

g < uise z4cew,b’ zF9cfw,bPy% = zMc"w, bPy1

dir. Sonu¢ 5.4.3 deki bagmtilar kullanilarak d + u — g = m oldugu goriilir. g < u
oldugundan, d < m elde edilir. Bu ise d > m ile ¢elisir. Bu durumda, g =i, m =d,
n = e oldugu goriiliir.

Tersine, z™c"w,bPy4, z™c"w,b y9 € GBR*(G;B,y;u) icin m=d, n=e
olsun. O halde, z9cPw;b y9, z9¢/ w,bPy9 € GBR*(G; B, y; ) igin,

(z™c™w,bPy9)(z9cPwsb y9) = z™cw, bl y9

(z™cw,b y9)(z9c wybPy9) = z™cmw, bPyl

esitlikleri saglanir. Bu ise z™c™w,bPyiRz™c"w,b y9 oldugunu gosterir. L bagintist
icin de benzer yol izlenir. H bagintis1 £ ve R bagntilarinin kesisimi oldugundan, sonug
H bagintist i¢in de agiktir.

(iii) By ve B, iki devirli monoid olsun. GBR*(G;B,y;u) den B, e ve
GBR*(G;B,y;u) den B, ye w; = wit (wp, =wyr), w; € XU{y,z})* ve teXU
{y,z} (wy € (XU{b,c})", r € XU{b,c}) igin,

wyty = (wit)my = (wy ) (tmy) (Womp = (Wyr)m, = (Wpm,) (1))
olacak sekilde

m1: GBR*(G; B,v; w) - By,
T,: GBR*(G; B,y;u) = B,

dontigiimleri tanimlansin. B, ve B, sirasiyla B; =<y,z|yz=1>, B, =<b,c| bc =
1 > sunuslan ile tanimli oldugundan, ; ve m, iyi tanimli Orten doniisiimler olup, bu
dontisiimlerin birer homomorfizma oldugunu gérmek miimkiindiir. Ayrica

m:GBR*(G; B5,v;u) = BL UB,
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doniistimii bir epimorfizmdir.
(iv) w = zMmc™wbPy? (v € X*) elemani GBR*(G;B,y;w) nin terslenebilir bir

eleman olsun. Bu durumda,

(z™c™vbPy?) (z%cAbTy9) =1 (5.6)
(z%c®AbTy9) (z™c™vbPyd) = 1 (5.7)

olacak sekilde z%c®Ab/y9 € GBR*(G;B,y;u) vardir. (5.6) da eger g >d ise yz=1
bagmtist kullanilarak m =0, n=0, p=0, q—d+g =0, d =q+ g elde edilir.
Kabuliimiiz ¢ = d oldugundan, g = 0 igin ¢ = d dir. Egerd >q isem+d—q =0,
e=0, f=0, g=0 elde edilir. Bu ise d > q ile celisir. Dolayisiyla q = d dir.
Boylece m=n, n=0, p =0, g = 0 olur ve gerekli islemler tamamlandiktan sonra
e =0, f =0 elde edilir.

(5.7) de eger g =mised =0, e=0, f=0, g—m+ q = 0 elde edilir. Bu
ise g > m kabulii ile gelisir. O halde, g = m dir ve bu g = 0 iken miimkiindiir. Bu
durumda, m = n = p = q = 0 dir. Boylece w = v € X* elde edilir.

Tersine, w € X™ ise w,v = 111, ...V, € X* olmak tizere, GBR*(G;f,y; u) nin

1 1 1

z%c%vh%y? elemanini temsil eder. Bu durumda, v=! = v, 7! ...v,7v; 71 oldugundan,

(z°c%vb°y %) (z°c®v~1h%y ) = z0cOvr b0 = 200 (v, .. v Tt v DBy =1

dir. Benzer sekilde (z°c°v=1bh%y%)(z°c°vb°y°) = 1o0lup w, GBR*(G;B,y;u) nin

terslenebilir bir elemanini temsil eder. Ayrica X kiimesi G grubunu {irettiginden

f:U(GBR*(G;B,yv;u)) = G

w = z%%b%° v

dontsimii bir izomorfizmdir. o

Asagida verilen teorem bu alt boliimiin 6nemli sonuglar1 olan Teorem 5.4.8 de
ve Teorem 5.4.9 da kullanilmak iizere verilmistir.

Teorem 54.7: G bir grup ve B,y:G — H," seklinde tanimli birer

homomorfizma olsun. GBR*(G; B, v; u) genislemesinin sonlu iiretecli olmasi i¢in gerek
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ve yeter kosul (U;»q XoB8°) U (Ujzo Xo¥?), G nin bir iireteg kiimesi olacak sekilde sonlu
bir X, € G vardir.

Ispat: X,, G nin sonlu bir alt kiimesi olsun. Ayrica G grubu, (U;so Xo8Y) U
(Ujso Xoy”) tarafindan iiretilsin. Bu durumda, (U;»o Xo8%) U (Ujso Xoy)H) U {b,c,y,z},
GBR*(G;B,y;u) nin bir irete¢ kiimesidir. Simdi Y = X, U {b,c,y,z} kiimesinin
GBR*(G; B,y;u) nin bir lireteg kiimesi oldugunu gosterelim. Bunun i¢in x € X,
herhangi bir eleman olsun. x = (xB°) U (xy°®) seklinde yazilabileceginden x €
(Uiz0 XoBY) U (Ujso Xo¥!) olup, Xy S (Uso XoBY) U (Ujs Xoy’) dir. Diger taraftan,
heri € N (j € N) icin Sonug 5.4.3 den (xB)b' = b'x ((xy/)y’ = y’x) olup, esitlik
sagdan ¢’ (z7) ile carpildiginda U;so XoB' S (Xo U {b,c})* (Ujz0 Xo¥’ € (Xofy,zD*)
elde edilir. Buradan (U;so XoB") U (Ujx0 Xo¥?) € (Xo U {b,c,y,2})* olur. Bdylece
XoU{b,c,y,z} kimesi GBR*(G;f,y;u) nin ireteg kiimesi olup, GBR*(G;S,y; u)
sonlu tireteclidir.

Tersine, GBR*(G; ,v; u) sonlu iretecli olsun. Eger G bir X kiimesi tarafindan
tiretiliyorsa X, U {b, ¢, y, z} kiimesi GBR*(G; B,v; 1) nin irete¢ kiimesidir. Dolaysiyla
Xo U {b,c,y,z} kimesi, GBR*(G; B, y; w) nin bir trete¢ kiimesi olacak sekilde sonlu bir
Xy € X kiimesi vardir.

Simdi Ruskuc (1999) c¢alismasindaki Teorem 2.7 yi kullanarak G grubunun
iireteglerini elde edelim. Oncelikle G nin R-sinifindaki H-siiflarinin Lemma 5.4.6 (ii)
den H;; = Gb=lyJ=1  (i,j=1) kiimeleri oldugu goriiliir. Ayrica Gy kj = H;j ve

H; jk;ri' = G olacak sekilde 13,77, kj, ka elemanlarina ihtiyag vardir. Eger bu elemanlar

!

1, =b"hr ="k =y/ 7Y kj = 2771 (i,j = 0) seklinde segilirse,

[9% pa— j—1 ,i—1 _ i—1,,j—-1.i—1 _ i—-1,0i—-1 _
Hijkjri = Hjjz) "¢ = Gb*" "y’ 7 "c'"> = Gb'" "¢ =G,

H;jz/7tct™t = Gh'ty 12/ 7 = b et =6 (4, = 1)

esitliklerinin saglandigr goriilir. Ruskuc (1999), Teorem 2.7 den G grubunun iireteg

kiimesinin

Y=Y,UY, ={1sna 1] |iel,a;e Xo U {b,c}}U {1ija1k; |je I,a;e Xy U{y, Z}} =

{1gbiayct, 14btbc*t, 16b ect | i = 0, aje Xo} U
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{1y @12, 15y yz7 ™, 15y ect | 2 0, aye Xo} = {aBi | i = 0,216 X } U {15} U

{a1y7|j = 0,216 X}
oldugu goriiliir. Boylece G nin bir monoid {ireteg kiimesi,
{a,ft i 20,05 € X} U{ary! |j =0,a;, € X}

seklindedir. o

Teorem 5.4.8: G bir grup, 8,y: G —» H;" seklinde taniml1 birer homomorfizma
olsun. Bu durumda, G nin genellestirilmis Bruck-Reilly x- genislemesi GBR*(G; 8,v; u)
sonlu sunumlu ise G sonlu treteglidir.

Ispat: GBR*(G; 8, v; u) sonlu sunumlu ise sonlu iireteglidir. Teorem 5.4.7 den
X = (Uizo XoBH U (Ujso Xo¥) = (Bl <k <t i= 0} u{xy’ |1 <k <t,j =0}
kiimesi G yi (monoid olarak) iiretiyor olacak sekilde sonlu bir X, = {x1, x5, ..., x;} € G
alt kiimesi vardir. xk,Bi (xkyj) yerine x;; (xy ;) alalm ve xy o, x5 y1 gostersin. O halde,
X = {xk,i,xk,j|1 <k<ti=0,j= O} alfabesini ele alalim. (X|R), G nin bir sunusu

olsun. Yukaridaki notasyonlar kullanilarak GBR*(G; 8, y; u) nin sunusu

<X,y,z,b,c|bc=1,yz=1, (5.8)
bxyi = X i+1b, Xy i€ = CXpj11, VXK j = Xk j41Ys Xk jZ = ZXp j+1,

yb =uy,yc=uly,bz=zu,cz=zu"! 1<k <t i,j=0)>
seklinde elde edilir.
Xk,i = xk.oﬁi = xk.Bi = bixkci = bixk,oci (xk,j = xk,ij = xk)/j = ijkzj = ijk,ozj)

oldugundan, (5.8) sunusundan x;; ve x;; (1 <k <¢,i,j=0) gereksiz liretegleri
cikarilir. R de x; ; (xi ;) yerine bix,ct (v/x,z’) yazilarak elde edilen bagmtilar kiimesi

R' ile gosterilirse,

< Xq,Xg9, w0, X, V,Z,b,c|R',bc = 1,yz =1, (5.9)

bl+1xkcl — (bl+1xkcl+1)b’blxkcl+1 — c(b”lxkc”l),
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i+1 i (j+1 i+1 j i+1 _ i+1 i+1
vyt ixz) = (yf Xy 27 )y,ijsz = z(yj Xy 2z’ ),
bz = zu,cz = zu™ Y, yb = uy,yc = u"ly

1<k<tij=0>

sunusu elde edilir. Bu sunusun sonsuz oldugu aciktir. GBR*(G; B, y; u) sonlu sunumlu

olup, R" € R’ sonlu alt kiime ve s;,5, = 1 olmak {izere, (5.9) sunusu

< Xq,Xg, w0, X5, V,Z,b,c | R, bc = 1,yz = 1,
bi+1xkci — (bi+lkai+1)b, bixkci+1 — C(bi+1kai+1),
yitlx 2l = (Yt izt )y, yixzitt = z(y it ixzith),
L oyb=uy, ye=uly
(1<k<t 0<i<s;—-1,0<j<s,—-1)>

bz = zu,cz = zu~

bi¢iminde tekrar yazilir. Eger R’ — R"' gereksiz baginti kiimesi ve x;; = b'x,c’, x; ; =

yIixez) (1 <k <ti,j> 1) gereksiz iiretegleri sunusa eklenirse,

<X,y,z,b,c|R',bc =1,yz=1,
bi+1xkci — (bi+1kai+1)b, bixkci+1 — C(bi+1kai+1),
i+1 i [+l i+1 j i+1 _ j+1 i+1
yITixz) = (yf Xz’ )y, ylxpz! T = z(yf Xz’ ),

L yb =uy, yc=u"ly,

bz = zu, cz = zu~
— T T —_ T T
Xy, = b X C™Y, Xy, = ¥7225272,

(1Sk£t; OSiSSl—l, OSjSSZ—l,Tl;T221)>
sunusu elde edilir. Simdi b™x,c™ (y™2x,z™2) yerine xy,, (Xkr,) (1 <k <t, 1,15 2
1) yazalim. ry, 1, < sigin X, = b x, ™, Xy, = Y2 x32"2 bagintilart bxy ; = Xy j41b
(i <s81), yxij = Xk j+1Y (J < sz) ile bc = 1,yz = 1 bagntilarinin bir sonucudur. O

halde, xy ., = b™x,c™, Xy, = y"2x;.2"2 gereksiz bagmntilar1 sunustan ¢ikarilirsa,

<X,y,z,b,c|R, bc =1, yz=1, (5.10)
bxy; = Xy it1b, Xi,iC = CXkiv1,

VXk,j = Xk,j+1Y) Xk jZ = ZXk j+1,

1

bz =zu, cz=zu™l, yb =uy, yc=u"ly >
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sunusu elde edilir.

Simdi H, {xpix[1<k<t0<i<s;—1 0<j<s,—1} kiimesi
tarafindan dretilen G nin bir alt grubu ve H # G olsun. Bu durumda, G nin
Xk, +ns Xk,s,+n Uretegleri H alt grubuna ait degildir. GBR™(G; B, y; u) nin sunusunun bir
sonucu  olarak  bxys 4n = Xks,4n+1b V€ VXi s, 4n = Xks,4n+1y ~ bagmtilari
GBR*(G; B,y;u) de saglanir. Simdi asagida verilen iddia ile bu bagintilarin (5.10)
sunusunun bir sonucu olmadigini gosterelim. Bu ¢eliski H #= G kabul etmemizden
kaynakli olup H = G olmak zorundadir. O halde, G sonlu iireteglidir.

Iddia: VX s,+n V€ bxy s 1 Kelimeleri (5.10) da verilen bagintilarm bir sonucu
degildir.

Ispat: uy, vy (uy, v,), v; (v,), H nin bir elemanini temsil etmeyecek sekilde
birer grup kelimesi olsun (u;ve u, bos kelime olabilir). Simdi w; = u,bv, Ve w, =
u,yv, kelimelerine (5.10) da verilen bagmtilar uygulandiginda tekrar ayn1 formdaki

!

w; = ujbv; ve wy = uyyv, kelimelerinin elde edildigini gosterelim. Uygulanan

bagintilar uq, b, Vi ve U,, ¥, V, yi aym anda etkileyemez. Ciinkii bunu saglayabilecek

Sy+N Sp+N

bagmtilar X, ¢ ,, = b*"x.a*™ ve Xespon = Y0 X277 dir. ug in b ile ve uy nin y ile

bitiyor olmasi durumu u; Ve u, nin birer grup kelimesi olmasi ile geligir. Simdi diger
durumlar ele alinirsa;

1. Durum: wy; (wy) nin u; (uy) alt kelimesine bir baginti uygulanmasi
durumunda (5.10) sunusunda verilen bir baginti uygulanarak elde edilen u; (u,)
kelimesi igin u; =u; (u, =u,) ve v, =v; (v, = v,) olup, w; ve w, istenen
formdadir.

2. Durum: v; (v,) kelimesi i¢in de benzer durum s6z konusudur.

3. Durum: w; (wy) den u;b (u,y) alt kelimesine bir baginti uygulanarak w;
(wy) elde edilmis olsun. uyb (u,y) bagintisina uygulanabilecek tek baginti u, (v,) bir
grup kelimesi olmak {lizere, uy = ugXyiy1 (Uz = VoXgj+1) KEN Xy ;01b = bxy;
(Xk,j+1Y = YXi ;) dir. Ayrica v;, H nin bir elemanimi temsil etmediginden x; ;v; de H
nin bir elemanini temsil etmez. Bylece wy istenen formdadir. Benzer sekilde w; nin de
istenen formda oldugu gosterilir.

4. Durum: wy (wy), bv; (yv,) alt kelimesine bir baginti uygulanarak w; (w,)
den elde edilmis olsun. v; (v,), ¢ (z) ireteciyle baslamadigi i¢in bu bagmti bc =

1(yz=1) olamaz. Ayrica Xy 1n = b5 "x,c™1™" Ve ( Xp5,4n = ¥52x 252
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bagntilar1 da olamaz. Ciinkii bu durumda v; (v,) nin 6n kelimesi bS1"x; 51t

(yS2tmx, z52*™) olur ve bu v, (v,) nin bir grup kelimesi olmasiyla ¢elisir. Boylece bv,

(yv,) alt kelimesine uygulanabilecek tek bagintt v; = xy; vy (V2 = xi;V;) iKen bxy; =

(X,i+1)b Xk j = Xy j+1y) dir. O halde,

_ _ _ — — I 1
Wy = U bvy = uybxy Vg = Uy Xy i41bVo, Wy = Uy, = U2Y X, j Vo = UzXg, j+1Y Vo)

r— I — I — I — !
Uy = UgXp i1, Uy = U Xy jr1, V1 = Vg Ve v, = 7,

dir. vy (vg) nin H nin bir elemanini temsil etmeyen bir grup kelimesi olduguna dikkat
edelim. Bos kelime H nin bir elemanim temsil ettigi igin sirasiyla bxy g, 4n V€ YXk s, 40
kelimelerine esit olan Xy s, 4n4+1b V€ Xi 5, 1n41Y kelimeleri istenen formda degildir. Bu
durumda, Xy 4n+1b V€ Xgs,4n+1 Kelimelerine (5.10) sunusundaki bagntilar
uygulanarak bxy s 4+n V€ YXis,+n Kelimeleri elde edilemez. Dolayisiyla, bxy s, 4n =
Xk,s,+n+1D V€ YXi 5 4n = X 5,4n+1Y bagntilart (5.10) sunusunda verilen bagintilarin
bir sonucu degildir. O

Teorem 5.4.7 yardimiyla elde edilen ve bu alt boliimiin ana teoremi olan bir
grubun genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesinin sonlu sunumlulugu ile ilgili
sonu¢ asagida verilmistir.

Teorem 5.4.9: G bir grup, B,y: G » H;" seklinde tanimli birer homomorfizma
olsun. Bu durumda, G nin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi GBR*(G; B,v; u)

nin sonlu sunumlu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

R = (Uiz0 RoB") U (U)o Rov’)
= {Wlﬂi = vlﬁili > 0, (Wl = vl) € Ro} V) {Wzy] = 172)/]|] > 0,(W2 = 172) € Ro} V)
{fu=1lu € Hj}

kiimesi alindiginda < X | R >, G nin bir sunusu olmak tizere, sonlu bir X iirete¢ kiimesi

ve sonlu bir Ry € X* X X* bagint1 kiimesinin var olmasidir.

Ispat: X, G nin sonlu iireteg kiimesi ve R, sonlu olmak iizere, bagint1 kiimesi

R = (UiZO Roﬁi) U (UjEO Roy])
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seklinde tanimli olsun. Bu durumda, G grubunun genellestirilmis Bruck-Reilly *-

genislemesi GBR*(G; 8, y; w) nin sunusu

<X,y,z,b,c|R, bc=1, yz=1,
bx = (xB)b, xc = c(xB), yx = (xy)y,xz = z(xy),

bz = zu,cz = zu™t,yb = uy,yc = u"ly >

seklinde tanimlidir. Sirasiyla bx = (xB)b, bc =1 ve yx = (xy)y, yz =1 bagmtilar
kullanildiginda her w kelimesi i¢in wf§ = bwa ve wy = ywz oldugu goriiliir. Boylece

her Wl == 171 € RO ve WZ ES 172 € RO lgln,
w1t = b'wyct = btvyct = v B ve wyy! = yiw,zl = ylv,z) = v,y

dir. Ayrica w; ¢ = v, B¢ ve woy! = v/ (i,j = 1) bagmtilar sirastyla bx = (xB)b,
bc=1 ve yx=(xy)y, yz=1 bagmtilarinin birer sonucudur. R — R, =
(w18t = v B waoy! = vy¥7|i,j = 1, (wy = vy) € Ry, (W, = v;) € Ry} baginti kiimesi

T, Tietze doniigiimii ile sunustan ¢ikarilirsa GBR*(G; 8, y; u) igin,

<X,y,z,b,c|Ry, bc =1, yz=1,
bx = (xB)b, xc = c(xp), yx = (xy)y, xz = z(xy),

L yb=uy, yc=uly>

bz =zu, cz = zu~

sunusu elde edilir. X ve R, sonlu sunumlu oldugundan, GBR*(G;f,y;u) sonlu
sunumludur.

Tersine, GBR"(G; B, y; w) sonlu sunumlu olsun. Teorem 5.4.7 den biliyoruz ki G

sonlu iireteglidir. X, G nin sonlu bir iirete¢ kiimesi olmak tizere, < X |9 >, G nin bir

sunusu olsun. Bu durumda, GBR*(G; 5, y; u) nin sunusu

<X,y,z,b,c|9, bc =1, yz=1,
bx = (xB)b, xc = c(xB), yx = (xy)y, xz = z(xy),

1

bz =zu, cz=zu™!, yp =uy, yc =u"ly >

seklindedir. Onerme 2.4.20 den
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<X,y,z,b,c|Ry, bc =1, yz=1,
bx = (xB)b, xc = c(xB),yx = (xy)y,xz = z(xy),

bz = zu,cz = zu™t,yb = uy,yc = u"ly >

GBR*(G; B,y; w) nin sunusu olacak sekilde sonlu bir R, € 9 alt kiimesi vardir. Lemma
5.4.6 (iv) den G grubunun, GBR*(G; ,y;u) nin bir alt grubu olarak alinabilecegini
biliyoruz. G grubunun bir sunusunu elde etmek i¢in Ruskuc (1999) daki, Teorem 2.9 ve

bu alt boliimde bulunan Teorem 5.4.7 yi kullanarak

Hi=Gb"'y/™Y, r;=b"Y ky=y/ ™, rf=c"tve kj=2/"" (i21,j=1)

alalim ve Teorem 5.4.7 nin ispatinda G grubu igin elde edilen

btxct, bthct+1(= 1), bt*lcct(= 1) ve y'xz!,ylyz!*i(= 1), y*1zzl (= 1)
tireteglerini temsil eden alfabeyi asagidaki sekilde tanimlayalim:

B ={[t,x],[t,b],[t+ L, c]lt=1,xeX}U{[Lx],[Lyl,[l+1,z]|l=1x€ X}

Simdi Ry (1) ve Ry(t) nin sirasiyla x ile [[, x] in ve x ile [¢t, x] in yer degistirmesiyle elde
edilen birer kopyasi oldugunu kabul edelim. xq, X, ..., X, € X i¢in [t, x1][t, x5]... [t, x,]
(1L, 1111, x2] ... [L, x,]) yerine [t, x1x5 ... x] ([I, X1X5 ... x»]) yazalim. Bu durumda,

Ry (1) = {[t, w1] = [t,v1] | w1 = v1 € Ro} Ve Ro(D) = {[L, wz] = [[, v2] | W, = v; € R}
elde edilir. btxct ve y'xz! sirasiyla [t,x] ve [I,x] ile temsil edildiginden bu ikisinin

temsilini [[t, ], x] ile gosterelim. Ruskuc (1999) calismasinda yer alan Sonug 2.15 i

kullanarak G i¢in;

< B | Ry(t), Ry(D, [t,b][t +1,c] =1,[t,b][t + 1,x] = [t,xB][t, b],
[t+1,x][t+1,c]=[t+1,c][txB] [t,b] =1,
[Lylll+1,z] =1, [Lylll+1,x] =[Lxylll,yl, (5.11)
M+ 1Lx][l+1,z]=[l+1,z][Lxy], [Ly]l =1,



72

[Lyllt, b] = ullyl, [Lyllt+1,a]l =u*[Ly],

[6,p][l+1,z]=[l+1,z]u, [t+1,c][l+1,z]=[l+1,z]u?

t,1l=>1 x€eX)>
sunusu elde edilir. [t,b] =1 ve [Ly]=1den [t+1,c]=1ve [l+1,z] =1 elde
edilir. Dolayisiyla [t, b], [[,y] ve [t + 1,c], [l + 1, z] tiretegleri gereksizdir. Bu tiretegler
T, Tietze doniistimii ile (5.11) sunusundan gikarilirsa,
< [t,x],[L,x]] Ry(£),Ro(D, [t + 1,x] = [t,xB, [l + 1,x] = [Lxyl,u=1Lut=1> (512)
sunusu elde edilir. Bunun yani sira,
[t+1,x]=[t,xB] = =[LxB ve[l+1,x] =[Lxy] = =[1,xy]

olup bu esitlikler Ry(t) ve Ry(l) de yerine yazilirsa,

Ro(t) = {[1,w1y"™"] = [1,v1¥/"]|lwy = v; € R} ve

Ry(D = {[LWzﬁt_l] =[1, Uzﬁt_1]|W2 =1, € Ro}

oldugu gorilir. [t + 1,x] = [t,xB] ve [l + 1, x] = [[, xy] gereksiz bagntilarin1 da T,

Tietze doniistimii ile (5.12) den ¢ikarilirsa,
< [t: X], [Z,X]l Ro(t),Ro(l),u =1 (tll = 1;x € X) >

elde edilir. Son olarak her bir [t, x] ve [, x]iireteci yerine tekrar x yazilirsa G grubunun

sunusu
<X| Wlﬁi = V1ﬂi,W2)’j:u =1(i,j 20,u € H{,w; = v; € Ry,w, =V, ERy) >

seklinde elde edilir. Ispat tamamlanmus olur. ©
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5.4.2. Clifford monoidin genellestirilmis Bruck-Reilly -* genislemesinin sonlu
sunumiulugu

Bu kisimda bir Clifford monoidin genellestirilmis Bruck-Reilly  *-
genislemesinin (u = 1 alinarak) bir monoid olarak sonlu sunumlu olabilmesi i¢in gerek
ve yeter kosulun bir tersinir monoid olarak sonlu sunumlu oldugu ispatlanmistir.

Bu boliim boyunca M bir Clifford monoidi temsil edecektir.

Teorem 5.4.10: M nin genellestirilmis Bruck-Reilly *-  genislemesi
GBR(M; B,y;u) nin (u =1 igin) bir monoid olarak sonlu sunumlu olabilmesi igin
gerek ve yeter kosul bir tersinir monoid olarak sonlu sunumlu olmasidir.

Ispat: M nin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi GBR(M; 8,¥; 1) in bir
monoid sunusu ayni zamanda bir tersinir monoid sunusu tanimlar. O halde,
GBR(M; f3,y; 1) bir monoid olarak sonlu sunumlu ise tersinir monoid olarak da sonlu
sunumludur.

Tersine, GBR(M; ,y; 1) bir tersinir monoid olarak sonlu sunumlu olsun.
GBR(M; B,y;1) sonlu sunumlu oldugundan, A irete¢ kiimesi ve R bagint1 kiimesi
olmak tzere, (A,b,c,y,z | R) sunusu, GBR(M; 3,v; 1) nin bir tersinir monoid sunusu
olsun. (5.2) sunusunda verilen bc = 1 ve yz = 1 bagmtilar1 sirasiyla sagdan b ve soldan
y ile carpilirsa bch = b ve yzy =y elde edilir. Yani GBR(M;B,y;1) de ¢, b nin
tersidir ve z,y nin tersidir. Bu durumda, T, Tietze doniisiimiinii kullanarak ¢ ve z
sunustan ¢ikarilirsa (A,b,y | R') seklinde GBR(M; 3,y;1) nin bir tersinir monoid

sunusu elde edilir. Ayrica (5.2) sunusundan

bb™l=1,yy71 =1,
ba = (aB)b,ab™* = b~*(ap),
ya = (ay)y,ay ' =y *ay) (a€A)

bagmtilarimin  GBR(M; 5,y; 1) de saglandigi goriilir. O halde, bu bagmtilar
GBR(M; B,v; 1) nin sunusuna eklenebilir. Ayrica M bir Clifford yarigrup oldugundan
her a,,a, € A igin

a1(a2a2_1) = (azaz_l)ap (11611_1 = a1_1a1, a, = a1a1_1a1

bagintilart da GBR(M; B,y; 1) nin sunusuna eklenirse tersinir monoid sunusu
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<Aby|R,bb =1 yy =1 aat=ata
ba = (aB)b, ab™* = b~*(ap), ya = (ay)y, ay™' =y~ *(ay),
yb=y, yb= =y, byt =y~ b7yt =y~

a=aa'a, a(a;a;™) = (aya; Ha (a,a, € 4) >

seklinde elde edilir. Not 2.4.15 kullanilarak GBR(M; 3, y; 1) in bir monoid sunusu

<AA Y b,bYy,y L |R,bb~1 =1, (5.13)
yy =1, (5.14)
a= (aB)b,ab™ = b~ *(ap), )
b (aB)b,ab™ = b~ (apB) (5.15)
ya = (ay)y,ay~' =y~ (ay), (5.16)
yb=y,yb ' =y, by t =y Lbly t =yl (5.17)
aa~l =alq, (5.18)
a=aala, (5.19)
a(aa; ™) = (a0, Ya, (5.20)

V=ypr-lyp1 (5.21)

(a,a, €A),(v,re(AUA~ruU{b,b L y,y 1H* >

v=vv v,vv trr”

seklindedir. Ayrica her a, a; € A i¢in,

a b1 = (ba)? (GBR(M; B,y; 1) tersinir monoid)
= ((aB)b)~? (5.15) den
= b7 1(ap)? (GBR(M; B,y; 1) tersinir monoid)

= b 1(a"1p) (8 homomorfizma)

dir. Benzer sekilde a™1y~1 = y~1(a~1y) gosterilir. Ayrica

ba™' = (ab™)™ = (b"(aB) ! = (a7 B)b7,

al(ga,™) = (a7 'a) ™! = (agga; ™)™ = (@307 Ha™?

esitlikleri gergeklenir. Bu son bagint1 (5.18) den gelir. Yani a™1(a; 1a,) = (aja;, Ha™?

1

dir. Ayn1 zamanda a™! = (aa™'a)™! = a laa! esitligi saglanir. O halde,
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xb™1 = b~1(xB), bx = (xB)b, xy~t =y~ (xy), yx = (xy)y

x(ssH =(ss™Vx, x =xx"1x (x,s€eAUA™D)

bagintilar1 sirastyla (5.15), (5.16), (5.20), (5.18), (5.19) ve (5.21) bagmtilarmnin birer
sonucudur. Diger taraftan birv € (AU A~ U {b,b™1,y,y™1})* kelimesi baz1 i, k,[,j >
0veay,a,, .., a € AU A Licin (5.13), (5.14), (5.15) ve (5.16) bagntilar1 kullanilarak
v =y ‘b *a,a, ...a,b'y’ bigminde almir. Bu durumda,
vv ! =y b *aa,..abty/ (y b *aya, ...a.blyl) !

=y b *a,a, ..a.b'y/(y/bla, 7t .. a, " a; T bR YY)

=y 'b*a,a,..ab'y/yIb7la, 7 ...ay, " a, bRyt
= y~'b~*a,a, ...a;b'b~ta, 7t .. a,"ta, T bRy
= y“ b *a,a, ..a,a, 7t ...a, " a; "1 bRyl

= y b *(a,a, VHayay ... 10,17t oay ta, T IbRy! (5.20) den

=y 'b*(a,a,™Y) ... (aya, " H)b*y?

oldugu goriiliir. Bu esitlik sagdan v ile ¢arpildiginda,

vvluv = y“ b *(a,a,™Y) ... (aya, " Hb*yly b *a,a, ...a by’
=y~ *(aia; ) . (aa; Db b aya, .. a 'y’ (5.14) den
= y~'b*(a,a,™) ... (a;a, " Da,a, ...a.bly’ (5.13) den
= y~'b*(a,a,™) ...aya; *aya; ... abty’
= y b *(aa,™) ... (aza; aja;y ..ach'y’ (5.19) den
= y~ib*ka,(a;a,™Y) ... (aya, " Ya, ... a.bly’ (5.20) den
= y~'b~*a,(a,a, ™) ... (azaz"Yayas ...ably’ (5.19) den

=y ‘b~ *a,a, ...a;bly’

=7

elde edilir. Boylece v=vv v (e (AUA™TU{b, b7, y,y 1H*) bagintis1 (5.13)-
(5.20) deki bagintilarin bir sonucudur. O halde, bu baginti sunustan ¢ikarilabilir. Diger

taraftan verilen r€ (AU At u{b,b71,y,y71D* kelimesi baz1 p,n,m,q =0 ve
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a,’,a,,..,a;, EAUAT icin r =y Pb "a,’a, ..a;'b™y? bicimindedir. rr~! de

vv 1 ile ayn1 formda yazilirsa,
v lrr™l = y7h*(a,a,7Y) . (aga, DB*Y Y P (ag'as ) (@) ay ') BMYP

elde edilir.

Egeri >pven<i-—pise

vo it = y7ib*(aca, ) o (aa "DV Ph (0 ay ) L (ar'ay’ T DMYP
= ¥~ (e, ™) . (@@, DBy P (a'ay ™) o (ar'a )byP (5.17) den
= y~ b *(aa, ) . (qa, Db ((as'as’ ™) o () ay )y Py PbyP (5.16) dan
=y b*(aa, ) . (a0, DD ((as'ay ) o (ay'ay " )YPY (5.17) den
=y b7*(aa, ™) .. (a7 ((as'as’ ™) - (ar'ay" )y P)B*b Y (5.15) den

elde edilir. Benzer sekilde

rrlvv™l =y Ph ™ (ag'ay ) . (ar' @y " DBMYP y bR (apa,7Y) .. (aga, "D bRy
=y Ph(ag'ay'"") (@ a; D" yHPh*(a a7 Y) o (agay T )DRY!

=y Ph(as'ay'"") e (ay'a;’ V) y TP *(aa, D) o (ayay " )bFyE (5.17) den

=y Pp" y'””(((as’as’_l) (al’al’_l))yi'p)b'k(atat'l) .. (aya,7H)b*yt (5.16) dan

= y‘i(((as’as’_l) (al’al’_l))yi‘p)b‘k(atat‘l) ..(aya;"Hbkyt  (5.17) den

= y‘ib‘k(((as’as’_l) (al’al’_l)) YiP)B*(acar™) .. (aga,"H)b*y!

oldugu goriiliir. O halde, her v,r€ (AUA~*U{b,b~L,y,y 1})* kelimeleri icin

1 1

vv lrr™! = rr~lyv 1 bagmtist (5.13)-(5.20) bagintilarinin bir sonucudur. Bu baginti,

sunustan ¢ikarilirsa GBR(M; 8,y; 1) in monoid sunusu,

<AAYLb,b Yy, y LR, bb =1 yyl=1
ba = (ap)b, ab™t = b~1(ap)
ya=(ay)y, ay' =y '(ay)
yb=y, yb~t=y, byt =y~ bly Tt =y

a=aa la

-1
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a(a;a;,7") = (a;a;, Ha (a,a; € 4) >

seklinde elde edilir. A ve R’ sonlu oldugu i¢in GBR(M; 3,y; 1) de bir monoid olarak

sonlu sunumludur.

5.4.3. Terslenebilir elemanlarinin grubu sonlu iiretegli olmayan bir monoid 6rnegi

Bir M monoidinin ve U(M) nin (yani M monoidinin terslenebilir elemanlarinin
olusturdugu grup) oOzellikleri arasindaki iliski uzun yillardir ¢calisma konusu olmustur.
Bu konu ile ilgili olarak Adjan (1966) da 6zel monoidler ve bu monoidlerin terslenebilir
elemanlarinin olusturdugu gruplar i¢in sonlu sunumluluk ve ¢oziilebilir kelime problemi
izerine bir ¢aligma yapmistir. Sonrasinda Zhang (1991) de 6zel monoidler i¢in eslenik
problemini ve terslenebilir elemanlarinin olusturdugu gruplar i¢in indirgenmis eslenik
problemini ele almistir. Ayrica Zhang (1992) de 06zel monoidlerin terslenebilir
elemanlarimin olusturdugu gruplarin sonlu sunumlu oldugunu ispatlamistir. Carvalho ve
Ruskuc (2007) de sonsuz rankli bir serbest grubun Bruck-Reilly genislemesinin Bruck-
Reilly genislemesini ele alarak bu monoidin terslenebilir elemanlarinin olusturdugu
grubu sonsuz iirete¢ kiimesine sahip iken monoidin sonlu sunumlu oldugunu
gostermistir. Benzer sekilde Karpuz (2010) da yazar, bununla ilgili olarak farkli bir
monoid 6rnegi vermistir.

Tezin bu bdliimiinde terslenebilir elemanlarinin olusturdugu grubun sonlu
tiretegli olmayan fakat kendisi sonlu sunumlu olan bir diger monoid (sonsuz rankli bir
serbest grubun Bruck-Reilly genislemesinin  genellestirilmis Bruck-Reilly *-
genislemesi) 0rnegi verilmistir. Bu boliimde yer alan sonu¢ (Oguz ve Karpuz, 2015¢)
caligmasinda verilmistir.

Teorem 5.4.11: Sonsuz rankli bir serbest grubun Bruck-Reilly genislemesinin
genellestirilmis Bruck-Reilly x- genislemesi GBR(BR(F G, 8), 3, v; w) monoidi T ile
gosterilsin. Bu durumda, (5.35) de verilen sonlu sunumlu T monoidinin terslenebilir
elemanlarinin olusturdugu grup sonlu tiretecli degildir.

Ispat:FG,, = (ay,aq,..ap"%a;,7 % .. |a; %a;f =1, = +1,i = 0,1, ...) sonsuz
rankli serbest grubun bir sunusu ve 6:FG, — FG, endomorfizmast a;* - a;;,°

seklinde tanimlansin. Bu durumda,

(a;5,b,c|a;"%a;® = 1,bc = 1,ba;® = a;41°b,a;°c = ca; ;1 (e = F1,i = 0)) (5.22)
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BR(FGy,6) nin bir sunusudur. bc =1 ve ba;® = a;;1°b bagintilar1 kullanilarak
a;+1% = ba;®c elde edilir. O halde, i = 0 i¢in a;* = bay®c, i = 1 i¢in a,® = ba,°c =

b?aytc? oldugu goriiliir ve tiimevarim metoduyla € = +1 ve i > 0 icin,
a;f = blaysct (5.23)

elde edilir. Bu durumda, (5.23) kullanilarak (5.22) sunusundan tim a;* (¢ = +1,i = 0)
tiretecleri silinebilir. Kolaylik olmasi agisindan a,® yerine a® kullanilirsa sonlu tiretegli

olan fakat sonlu sunumlu olmayan BR(F G, 6) nin sunusu

<a,alb,c|batchtasct, bc =1, (5.24)

bi+1aeci — bi+1aci+1b biaeci+1 — Cbi+1aeci+1 (8 =4+1i> 0) >
seklinde elde edilir. (5.24) de sunusu verilen BR(F G, 8) nin genellestirilmis Bruck-

Reilly *- genislemesini ele alalim. B,y:BR(FG,0) » H," (H;", FGy nin birim

elemanini iceren H *-smifin1 gostermektedir) homomorfizmalari

:b— b, ¢~ c, a® - bafc, 5.25
B (5.25)

y:bw= b, c »c, a® - ba’c (e = £1)

seklinde tanimlansin. Simdi (5.25) de verilen 8 ve y homomorfizmalarinin BR(F G, 0)

da saglandigini gosterelim:

(bla~¢c'bla®ct)p = b'.b a~écc'b'b afcct =1 =18

(biaeci)ﬁ — bi+1_b asc.ci — bi+2asci+1 — bi+2aeci+2b — (b”’zaec”lb)[)’

dir. Benzer sekilde y igin de gosterilir. Boylece T = GBR(BR(FGw,0),B,v;u)

monoidi,

< a,a”%,b,c,y,z,b,¢| bla~éctblasct =1, (5.26)
bc =1, (5.27)
bi+1asci — bi+1asci+1 b biasci+1 — Cbi+1asci+1 (5.28)

bc=1, yz=1, (5.29)
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bat = (atB)b,atc = ¢ (atp), (5.30)
ya® = (a®y)y,a®z = (a®y), (5.31)
yb = uy,bz = zu,uyc =y, czu = z, (5.32)

yb = uy, bz = zu,uy¢ = y,ézu = z,

bb = bb, bc = Cb,

bb = (bB)b, cc=¢c, b =¢b, (5.33)
yb = by, yc = cy,
bz = zb, cz = zc > (5.34)

sunusu ile tanimlidir. Simdi (5.26) bagintisin1 soldan b ve sagdan € ile carpalim. (5.29)-

(5.34) de verilen bagmtilar kullanilarak

bbta~éctbiaécic = be = bi.batc.c'bt. batc.cthc = 1

= bl+1a—scl+1bl+1ascl+1 =1

elde edilir. Bu durumda, (5.26) da verilen tiim bagintilarin a=*a® = 1 ve (5.29) - (5.34)
bagmtilarinin bir sonucu oldugunu gérmek kolaydir. Benzer sekilde (5.28) de verilen
bagmtilar i = 1 icin (5.28) deki bagintilarin ve (5.29)-(5.34) de verilen bagintilarin bir
sonucudur. O halde, sonlu sunumlu olan T monoidinin sunusu
<aalbcyzb¢|aat=ala =bc =bi=yz = 1,

ba® = ba®ch,a’c = cba‘c,

bitlgeci = pitlgecitlp pigeci+l = cpitlgeci+l
bat = bascE,asc_ = chabc, (5.35)
ya® = bafcy,a®z = zba’c,
yb = uy,bz = zu,uyc = y,czu = z,
yE = uy, bz = Zu,uyc = y,czu = z,
bb = bb,bc = cb,c¢ = ¢c,b¢ = b,
yb = by,yc = cy,bz = zb,cz = zc >

seklindedir. Not 4.4.6 da verilen (BR3) ve Not 5.4.4 de verilen (GBR2) ozellikleri
yardimiyla



80
U(T) = U(GBR(BR(FG,, 0),B,v;w) = U(BR(FGy,0)) = {0} X U(FGy,) X {0} = U(FGy,) = FG,,

oldugu goriiliir. Dolayistyla T nin terslenebilir elemanlarinin olusturdugu grup FG,,’a

izomorf oldugundan sonlu iiretecli degildir. o
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6. SONUCLAR VE DEGERLENDIRMELER
6.1. Sonuclar

Bu tezde elde edilen yeni sonuglar tezin dordiinci ve besinci boliimlerinde
bulunmaktadir. Bu sonuglar asagida paragraflar halinde verilmistir.

Dérdiincii boliimiin “4.2.1. Bir monoidin Bruck-Reilly genislemesi iizerinde bazi
Ozel yarigrup simiflari” alt boliimiinde monoidlerin Bruck-Reilly genislemesinin 6nemli
goriilen 6zel yarigrup siniflarindan terslenebilir regiiler, tamamen regiiler ve orthodox
yarigruplara ait olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar ispatlanmistir. Ayn1 boliimiin
“4.2.2. k sayida monoidin direkt ¢arpiminin Bruck-Reilly genislemesi iizerinde bazi
0zel yarigrup smiflari” alt boliimiinde ise k sayida monoidin direkt ¢arpiminin Bruck-
Reilly genislemesinin, 6zel yarigrup smiflarindan regiiler, tersinir regiiler tamamen
regiiler ve orthodox yarigruplara ait olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartlar verilmistir.

Besinci boliimde ise bu tezin ana konusunu olusturan genellestirilmis Bruck-
Reilly *- genislemesi ile ilgili calismalar yer almaktadir. Ilk olarak bu béliimiin “5.2.1.
Bir monoidin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi tizerinde bazi1 6zel yarigrup
smiflar’” alt boliimiinde monoidlerin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesinin
0zel yarigrup smiflarindan terslenebilir regiiler, tamamen regiiler ve orthodox yarigrup
siiflarina ait olabilmesi icin gerek ve yeter kosullar ispatlanmistir. Sonrasinda “5.2.2.
k sayida monoidin direkt ¢arpiminin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesi
tizerinde bazi 6zel yarigrup siniflar’” alt boliimiinde, verilen 6zel monoidin regiiler,
terslenebilir regiiler, tamamen regiiler ve orthodox yarigrup simiflarina ait olabilmesi
icin gerek ve yeter kosular verilmistir. Besinci boliimiin “5.3. Genellestirilmis Bruck-
Reilly *- Genislemesi Uzerinde Kongriianslar” alt boliimiinde bu genisleme tiirii
tizerinde grup kogriians, anonim kongriians ve ¢apraz kongriians olmak iizere {i¢ tip
kongriians kategorize edilmistir. “5.4.1. Bir grubun genellestirilmis Bruck-Reilly *-
genislemesinin sonlu {iiretecliligi ve sonlu sunumlulugu” alt boliimiinde bir grubun
genellestirilmis Bruck-Reilly *-genislemesi GBR*(G; 8, y; 1) nin sonlu iiretecli olmasi
i¢in gerek ve yeter kosulun (U;so X8 U (YUjzo Xo¥?), G nin bir iirete¢ kiimesi olacak
sekilde sonlu bir X, € G kiimesi olmas1 gerektigi ispatlanmistir. Bu alt bdliimde yer
alan diger ana teoremde ise bir G grubunun genellestirilmis Bruck-Reilly *- geniglemesi
GBR*(G;B,y;u) nin sonlu sunumlu olmasi igin gerek ve yeter sart verilmistir.

Sonrasinda “5.4.2. Clifford monoidin genellestirilmis Bruck-Reilly *- genislemesinin
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sonlu sunumlulugu” alt boliimiinde bir Clifford monoidin genellestirilmis Bruck-Reilly
*- geniglemesinin (u = 1 alinarak) bir monoid olarak sonlu sunumlu olabilmesi i¢in
gerek ve yeter kosulun bir tersinir monoid olarak sonlu sunumlu oldugu ispatlanmaistir.
Bu boliimiin son alt boliimii olan “5.4.3. Terslenebilir elemanlarinin grubu sonlu
iiretecli olmayan bir monoid o©rnegi” kisminda ise terslenebilir elemanlarinin
olusturdugu grubun sonlu iiretegli olmayan fakat kendisi sonlu sunumlu olan bir monoid
(sonsuz rankl1 bir serbest grubun Bruck-Reilly genislemesinin genellestirilmis Bruck-

Reilly *-genislemesi) 6rnegi verilmistir.
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