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1. GIRIS

Dogadaki tiim pargaciklar spinlerine gore ikiye ayrilir. Spinleri tam say1 olanlar
bozon, spinleri buguklu say: olanlar ise fermiyon olarak adlandirilir. Ozdes parcaciklar
bir araya geldiklerinde bozon ve fermiyon olmalarma gore farkli 6zellik gosterirler,
¢linkii bu parcaciklarin dalga fonksiyonlar1 bozonlarda simetrik, fermiyonlarda ise
antisimetrik ~ davramis  sergiler. Fermiyonlar birbirlerini iterlerken bozonlar
‘sosyalleserek’ ayni1 halde birikmeye baslarlar. Bu ylizden bozonlar diisiik sicakliklarda
tuzaklandiginda tek bir dev madde dalgasina yogusarak faz gecisine ugrarlar. Bu

yogusmaya Bose-Einstein Yogusmasi (BEY) denir (Jochim, 2004).

Sekil 1.1. U. Ernst ve ark. (1998) tarafindan yapilan deneyde Rubidyum atomlarmm hiz
dagilimmin goriintiisii. {1k sekil yogusma sicakliginin hemen iistiindeki gazin griintiisii, ikinci ve iigiincii
sekillerde yogusmanin heniiz basladigi andaki goriintii ve en sonuncu sekil buharlastirarak sogutma
yapildiktan sonra yaklasik olarak tiim parcaciklarin (pure condensate) yogusmaya katildigi durumda elde
edilen goriintiidiir. Mavi renk en az, kirmizi renk en fazla olmak iizere, renkler her bir hiz dagilimindaki

atomlarin sayisini gosterir.



Cizelge 1.1. 1995 ve 1996 yillarinda yapilan BEY ile ilgili ilk deneylere ait veriler (Ketterle ve ark. 1996)

JILA 95 MIT 95 MIT 96 RICE 95
Atom 87Rb Na Na 7Li
Sacilma uzunlugu +6nm +5nm +5nm -1.5nm
Kullanilan tuzak tipi  TOP Optik engelli ~ Yonca yapragi  Sabit mag.

mag. tuzak mag. tuzak Tuzak

B}B)B} 27 4%10° 100 1
(103 G/em?)*]
Ik BEY Haziran 95  Eylil 95 Mart 96 Temmuz 95
N, 2*104 2*10° 15*10° 2*10°
T, (nK) 100 2,000 1,500 400
ne(cm™3) 2*1012 1.5%10 1*101* 2*1012
N, 2,000 5*10° 5*10° ?
Soguma zamani 6 dak. 9s 30s 5 dak
Yasam stiresi 15s 1s 20s 20s

N, : Tuzaktaki parcacik sayisi, T, : Kritik sicaklik, n, : tuzak merkezindeki pargacik yogunlugu,

N, : yogusan parcacik sayisi

Bozonik atomlarin ilk Bose-Einstein yogusmasi haziran 1995 tarihinde JILA

(Joint Institute for Laboratory Astrophysics)’ da Anderson ve arkadaslari tarafindan

®Rb atomlar1 kullanilarak gerceklestirilmistir. Bu deneyde 2,000 tane atom
kullanilmis, saniyede 6 atom yogusmaya ugramistir ve yogusan atomlar ancak 15 saniye
bu halde kalabilmislerdir.

Bu ilk deneyin ardindan 1995-1996 yillarinda farkli gruplar tarafindan arka
arkaya BEY olay: gerceklestirildi. Bu ilk BEY deneyleri ile ilgili bilgiler Cizelge 1.1 de
verilmigstir. Bu deneylerin sonuglan fizikgileri oldukc¢a fazla etkiledi ¢linkii kuantum
mekaniginin erken donemlerinde ortaya atilan temel fikirlerin Ongoriileri deneysel
olarak gerceklestirilerek ispatlanmaisti.

2001 yilinda Eric A. Cornell, Wolfgang Ketterle ve Carl E. Wieman Bose-
Einstein yogusmasiin gerceklestirilmesi ve yogusmanin ozellikleri ile ilgili yaptiklar

temel caligmalardan dolay: Fizik dalindaki Nobel Odiiliinii almislardir.



BEY olayinin gergeklestirilmesi i¢in yaklagik 70 yil siiren bu arayis 1924 de
baslamisti. Hintli fizik¢i S.N. Bose, 1924 yilinda Bose-Einstein kuantum istatistigini
sunar sunmaz (Bose,1924) Einstein, Bose-Einstein yogusmasi fikrini ortaya atti
(Einstein, 1924). Bose klasik elektrodinamik sonuglarina hi¢ basvurmadan sadece
istatistiki arglimanlar kullanarak siyah cisim 1simasinda fotonlar i¢in Planck dagilim
yasasinin tiiretilebilecegini gosterdigi bir makale yayimladi. Einstein bu makalenin
onemini hemen kavradi kendisi de bu konu {izerinde ¢alisarak bozonik pargaciklarin
kuantum teorisini gelistirdigi iki ayr1 makale yayimladi.

Siyah cisim 1s1masi, sicakligt T ve hacmi V olan bir oyugun 1simasidir. Bu

olaya kavramsal olarak farkli ancak sonug olarak ayni olan iki agidan bakilmistir.
1-) (Planck’in yaklagimi) Kuantize olmus (ns + %) hws enerjilerine sahip olan

harmonik osilator toplulugu olarak. Burada ng =0,1,2... seklinde tamsayilar ve wq
harmonik osilatoriin karakteristik agisal frekansidir.

Diger alternatif ise,

2-) Es ve ayut edilemeyen parcaciklar olarak degerlendirilebilen w

frekanslarina ve 7w, enerjilerine sahip fotonlardan olusan bir gaz olarak,

[k goriis Planck tarafindan 1900 yilinda ortaya atildi. Bu yaklasimda harmonik
osilatorler birinden digerine degisen ¢esitli wg frekanslarinda titresmektedir ve bdyle
bir sistem Maxwell-Boltzman istatistigine uymaktadir fakat bu durumda es boliisiim
fonksiyonu klasik ifadeden farkli olacaktir. Ciinkii osilatoriin enerjileri siirekli degil
kesiklidir. w; agisal frekansl osilatoriin Planck’a gére enerjisinin beklenen degeri (sifir

noktasindaki terim hari¢) agsagidaki gibidir.

hwg
les) = o —1 (1.1)

Ikinci goriis Bose’ un 1924 yilinda gelistirdigi goriisdiir. Bose’ un ugrastig
problem bir sistemde fotonlarin gesitli enerji seviyelerine nasil dagilacagi idi fakat her
zaman yapildigi gibi farkli fotonlarin farkli enerji seviyelerine paylastiriimasiyla
ugragmak yerine, enerji seviyelerinin kendilerinin istatistigine yogunlasti. n, tane
fotonun doldurdugu &5 = n,w, enerjili seviyelerin olma ihtimaline bakti. ng’nin ve

&s’nin ortalama degerleriyle ilgilendi. Bu zaten Boltzman istatistigiydi.



Soyle ki:

Herhangi bir sistem icin entropi yaklagik olarak

S(N,V,E) ~ Z kinW{n,) (12)

ifadesi ile verilebilir. Burada W{n,}, 6zdes pargaciklar igin n, tane pargacigin &g enerji
seviyesinde olma ihtimalidir.

Termal dengede olan bir sistemde (O6rnegin kara cisim igin) entropinin
maksimum olmas1 gerekir. Entropi maksimum edilirken Lagrange carpanlari metodu
kullanilirsa maksimize etme durumunda sistemde nelerin sabit tutulacagi hesabin igine
katilabilir. Sistemdeki toplam pargacik sayist ve toplam enerjinin degismeyecegi

diisiiniilerek asagidaki ifadeye ulasilir:

SlnW{n} — [a Z Sng + B Z ss6nS] -0 (13)

Burada a,f Lagrange carpanlaridir. Her bir enerji seviyesindeki parcacik

sayisinin ortalama degeri islemler yapildiginda asagidaki gibi olur.

1

(ns) = —vpe 1 (1.4)
Burada
=~ , g =— (1.5)

ve u, kimyasal potansiyeldir.

Burada Bose’un yaptig1 yaklasim sistemdeki pargacik sayisinin sabit olmamasi
gerektigidir ¢linkii siyah cisim 1s1masinda fotonlar sogrulup tekrar yayilmaktadir ve bu
da foton tanecigi sayisinin sabit kalmasini engeller ve a = 0 olmasini1 getirir. Yani
Lagrange carpanlar1 metodunda parcaciklarin sayisinin sabit olmasi sarti artik

olmayacaktir. ¢, nin ortalama degeri i¢in



hwg

(e5) = hws(ns) = o7 —

- (1.6)

sonucuna ulasiriz ki bu da Planck’ in buldugu degerle (1.1) aynidir.

Osilator (Planck) yaklasimiyla Bose” un sonucu bulmak i¢in atti§i matematiksel
adim birbirine paraleldi. Einsetin problemi daha da derinlemesine diistindii. Fotonlar
ayirt edilemeyen parcaciklardi ve sistemin enerjisi azaldiginda fotonlar taban enerji
durumuna yerlesebiliyorlardi ve taban duruma yerlesirken say1 sinirlamasi gelmiyordu
yani taban duruma istenen sayida parcacik yerlesebiliyordu. Bunu bir adim O&teye
gotiiren Einstein, herhangi bir sistemde fotonlar yerine yine 6zdes ama Kkiitleli olan
parcaciklar kullanilsaydi ve parcaciklarin toplam sayisi sabit kalsaydi bdyle o6zdes
parcgaciklarin sistemdeki davranisinin nasil olacagi ve sistemin enerjisi azaldikca kiitleli
pargaciklarin da taban duruma dolusup dolusamayacaklar1 sorularinin cevabini aradi.
Yaptig1 arastirmada sistemden yeterli derecede enerji alinirsa kiitleli 6zdes parcaciklarin
taban duruma dolusarak madde i¢in yeni bir faz gecisi olabilecegini 6nerdi. Boylece
Bose-Einstein istatistigi dogmus oldu ve bu faz gecisi Bose-Einstein yogusmasi olarak
adlandirildi. Ancak, ¢ok uzun zaman boyunca hi¢cbir dogal siirecin boyle bir davranig
ortaya koyacagi bilinmiyordu.

Oysa 1911 yilinda Kamerlingh Onnes tarafindan Helyum izotopunun (*He) siv1
fazinin sasirtici bir sekilde stiper akiskan oldugu bulunmustu ve 1938 yilinda F. London
bu siiper akiskanligin helyum atomlarinin bozonik karakterinden kaynaklanmasi
gerektigini ve bu olayin Bose-Einstein yogusmasinin sonucunda ortaya ¢iktigini one
stirmiistii (London, 1938).

London’un bu tezi bozonik karakter tasimayan ve Fermi-Dirac istatistigine uyan
(*He) izotopunun da siiperakiskan olmasi 6zelligi ile celismisti. Fakat yapilan
calismalar daha sonra ¢eligkiyi ortadan kaldirdi. Diisiik sicakliklarda siiperakiskanlarin
stirtinmesiz bir sekilde akmasi ile diisiik sicakliklarda bazi metallerde direngsiz akim
akist (yani siiperiletkenlik) arasinda iliski kuruldu. Bardeen, Cooper ve Schrieffer
(1957a, 1957b) tarafindan ortaya konulan bu teoriye gore Onnes tarafindan 1911° de
He’ de gozlemlenen siiperakiskanlik ile siiperiletkenlik birbirinin aynisiydi. Fakat bu
konunun teorik olarak anlagilmasi 50 y1l stirmiistii.

Gunimiizde @ BEY  notron  sagilmasi  Olgiimlerinde  direk  olarak

gozlemlenebilmektedir (Miller ve ark. 1962, Glyde ve ark. 2000).



1.1.Siiperiletkenlik

Metallerde, elektrik akimmin higbir direngle karsilasmadan ilerlemesi
siiperiletkenlik olarak adlandirilir. Siiperiletkenlik davranist1 ancak ¢ok diisiik
sicakliklarda elde edilebilen bir davranistir.

Elektrik akimimin olugmasini saglayan elektronlar normalde Fermi-Dirac F-D
istatistigine uyarlar. Fakat siiperiletken gec¢is sicakliginin altinda olusan “Cooper
Ciftleri” olarak da bilinen elektron ciftleri bozon pargaciklar1 gibi davranirlar ve bu
durum Bose-Einstein yogusmasina benzer bir durumun ortaya ¢ikmasina yol agar.
Cooper ¢iftlerinin dalga fonksiyonlari uygun bir hacim {izerine yayilir ve boylece diger
Cooper ciftleriyle iist iiste binerek ortak hareket ederler. Tipik bir siiperiletkende bir ¢ift
yaklagik 1,000,000 adet Cooper ciftiyle korelasyon yapar.

Bu sekilde ¢ok yogun iist iiste binme olayi, metal icinde hareket eden diger
elektron ¢iftleri arasinda kuvvetli korelasyonlarin dogmasina yol agar ve tiim iletim

elektronlar1 bir arada hareket ederek siiper iletken durumu yaratirlar.

1.2.Siiperakiskanhk

Lee ve ark. (1972) yilinda fermiyonik Helyum izotopunun (3He) siiperiletkene
benzer sekilde 3mK sicakliginda faz gecisi gosterdigini gozlediler. Helyum atomlari
stiperiletken malzemedeki iletim elektronlarina benzer sekilde tamamiyla bozonik
davranig gosterecek sekilde esleserek yogusmus bir duruma ge¢mekteydiler. Bu durum
sayesinde siiperiletkenlik ve siiperakiskan He davranislari Bose-Einstein yogusmasi
fikriyle agiklanabilmis oldu.

BEY yakin zamanda Cu,0 igindeki exitonlarda da gézlenmistir (Lin ve Wolfe,
1993). Elektron ¢iftlerinin Bose-Einstein yogusmasma ugramasi siiperiletkenlik
fenomeninin olugmasiyla yakindan iligkilidir. Bu sistemler iizerinde ¢alisilmasindan
zengin bir fizik dogmustur. Kat1 ve sivilardaki gii¢lii etkilesimler ¢ok cesitli ilging
alanlar1 ortaya c¢ikarmistir fakat ayni zamanda BEY’ in faz gecisinin basit kuantum
istatiksel dogasini karmasiklagtirmigtir.

Bose—Einstein yogusmasi ile ilgili caligmalar pek ¢ok agidan Onemlidir. Bu
caligmalarin gecmisten gelen bazi teorileri deneysel olarak dogrulamasi ve yeni teorilere

kap1 agmasinin yaninda, gelecekte uygulamaya ve teknolojiye yonelik bazi sonuglar



olmast da beklenmektedir. BEY olaymni 6nemli kilan bu bashiklardan bazilar1 sdyle
siralanabilir.

s Kuantum istatistiksel fizigin yaklasik 90 sene oOnce ongérdiigii  bir
paradigmadir. Buna ek olarak maddenin son derece diisiik sicakliklarda ortaya
¢tkan pek ¢ok bilinmeyen ozelliginin sekillendigi bir hikayedir.

s Siiperiletkenlik ve siiperakiskanlik gibi makroskopik kuantum olgularinin
zittina atomik gazlarin bose yogusmasi ¢alismalar: diisiik  yogunlukiu
pertiirbative yaklasimlarla ve ortalama alan teorileriyle kesin sonuglar
vermektedir (Huang, K.,1987). Bose yogusmasinin dayandigi temel prensipler
sayesinde siwvi helyum ve yiiksek-Tc stiperiletkenlik gibi konular daha iyi
anlasilir hale gelebilir.

% Bose yogusmaswin nihai kaynagi ¢ok soguk atomlardir. BEY de Kinetik enerji
nanokelvin mertebesindedir. Bu tip ¢ok soguk atomlar hassasiyet gerektiren
deneyler (temel sabitlerin belirlenmesinde, temel simetrilerin test edilmesinde)
icin ¢ok wuygundurlar. Bu yiizden yavas hareket sistematik pek c¢ok etkiyi
elimine eder. Bu ayrica metroloji iginde onemlidir. Sezyum saatlerinde
mikrokelvinlik enerjiye sahip atomlarin kullanilmasi hali hazirdaki standart
stkligi (frekanst) daha hassas olgiimler yapacak hale getirebilir ( Gibble, K. ve
Chu, S., 1992; aymi yazarlar 1993). Nanokelvinlik atomlar pek ¢ok yeni
gelismeye sebep olabilir.

¢ Bose yogusmasi koherent atomlar igerir. Maddenin bu hali koherent fotonlarla
(vani lazer s181yla) pek ¢ok benzerlikler gosterir ve atom lazerleri olarak
kullanilabilmektedir. BEC deki atomlarin birikimi madde dalgalarimin salinimi
icin uyarim olarak yorumlanabilir. Koherent madde dalgalari ¢alismalar
atom fiziginde yeni alanlar ortaya ¢ikartabilir (Holland M., ve ark. 1996).

s Atomlarin Bose yogusmasi oOrneklerinin atom optigi alanminda potansiyel
uygulamalart vardwr: o6rnegin, atom interferometresi, nanolitografi gibi
mikroskopik boyutlarda yaraticithk veya atom mikroskobuyla inceleme.
Nanokelvinlik atomlarla yapilacak islemenin konumsal ¢oziiniirliigiiniin teorik
limiti optikteki kirinim limiti ile olan benzerlik kullanilarak anlasilabilir.

s Bu rejimle ¢ok diisiik sicakliklara inebilmenin yeni yollar: kesfediliyor. Her
zaman beklenmedik bir seylerin bulunacag ile ilgili bir umut var (Ketterle W.

ve ark., 1996).



s Es fazli Bose-Einstein yogusmasi Josephson tipi salinimlar veya girisim etkileri
gibi biiyiilii makroskobik diinyaya gétiiren ultrasoguk bozonik gazlarin onemli
ve karakteristik ozelliklerini belirlemeye yardimci olur. Tuzaklanmig iki
yogusma girisim sacaklar: gosterir (Legget, 2001; Pitaevski L ve Stringari S.,
2003 ). Es fazli BEY'in ilk bulgularina erken donem girisim deneylerinde
ulasildi. Bu deneylerde genigleyen yogusma bulutlarinin iistiiste bindigi actk¢a
gozlemleniyordu.( Andrews, ve ark.1997). Son zamanlarda zayif BEY iginde
harici bozonik Josephson ekleminin delilleri deneysel olarak once
Heidelberg’de M Oberthaler grubu ( Albiez, ve ark. 2005), daha sonra J.
Steinhauer grubu (Levy, ve ark. 2007) tarafindan raporlandiriirken, ayni
zamanda i¢ Josephson dinamikleri de deneysel olarak bildirilmistir ( Zibold,
ve ark., 2010).

ilk defa 1995 yilinda gergeklestirildi.

Bir gazin Bose Einstein yogusmasi, maddenin evrendeki en soguk, yeni bir halidir...



2. DENEYSEL YONTEMLER

Her ne kadar bu tez calismasi ¢ok parcacik bozon sistemlerinin taban
durumlarini inceleyen teorik bir ¢alisma olsa da, burada ele alinan sistemlerin deneysel
olarak {iiretilmesinde kullanilan yontem ve tekniklerin anlasilmasi olayin dogru bir
sekilde modellenmesi agisindan 6nemlidir.

Bose-Einstein yogusmast makroskopik sayida parcacigin tek bir kuantum
durumunda bulunmas1 hali olarak tanimlanabilir. Deneysel olarak ilk defa 1995 yilinda

once Rubidyum daha sonra Lityum ve Sodyumun atomik gazlari ile olusturulan Bose-
Einstein yogusmasi zamanla bir¢ok farkli elementin 7Li, 23Nat, 39K, 41K, 85Rb, 87Rb,

s, 2cr, *Co, Msr, *sr, ®sr, yb, °%Er  atomik gazlart ile de
gerceklestirilmistir. Mayis 2012 de 70,000 tane Erbium atomu kullanilarak olusturulan
gaz bulutu optik dipol tuzak’ ta buharlastirilarak sogutulup saf yogusmaya ugratilmistir.
(Aikawa K. ve ark., 2012 ) Krom elementi ile gergeklestirilen BEY” de ise 50,000 tane
atom kullanilmis ve 700 nK kritik sicakligina inilmistir (Griesmaier A. ve ark., 2008).
BEY in gerceklestirildigi manyetik momenti en biiylik element olan Dysporsium’ la
yapilan deneylerde de 30 nK sicakliginda ve 15,000 tane atom kullanilarak yogusma
olusturulmustur. Yb atomlar1 ile yapilan BEY’ de ise optiksel metodlar kullanilarak
sogutma yapilmis 5,000 tane atom kullanilmigs ve sa¢ilma uzunlugu da Inm-3nm

arasinda Ol¢iilmiistiir (Takahaski Y. ve ark., 2003). Buharlastirarak sogutma teknigi igin

miitkemmel sagilma 6zelligi bulunan 84Sy izotopundan olusan atom gazinin 150,000 tane
atomunu i¢eren BEY olusturulmustur (Stellmen S. ve ark., 2009). Son zamanlarda ise
cesitli molekiiler yapilarda Bose-Einstein yogusmasinin elde edilmesine yonelik
calismalar agirlik kazanmistir. Grimm grubu Innsbruck Universitesinde 2003 yilinda
105 ten daha fazla sayida Li, molekiiliiniin bulundugu bir Bose-Einstein yogusmasini
gerceklestirmistir (Jochim ve ark. 2003).

Daha sonra etkilesmeyen ve etkilesen c¢ok pargacik bozon sistemlerinin
davranig1 ve teorisi ayrintili olarak ele alinacaktir fakat burada yogusma olayinin nasil
gerceklestigini kisaca sunmakta fayda vardir. Bozon gazlari toplam spini bir tam sayiya
esit olan atomlardan olusur. Bozonlar fermiyonlarin tersine Pauli disarlama ilkesine
uymazlar dolayisiyla ayni kuantum durumunda ¢ok sayida bozon bulunabilir. Bu ¢ok
carpict bir durumdur ve Onemli fiziksel sonuglara yol agmaktadir. Bozon gazini

olusturan atomlar diisiik sicakliklarda ayni kuantum durumunda bulunabilirler. Bir
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bozon gazinda belirli bir E enerji seviyesinde bulunan pargacik sayist bose dagilim

fonksiyonu

1

ile verilir. Eger ii¢ boyutta kiibik bir V hacmi iginde bulunan N tane serbest bozondan

olusan bir sistem g6z Oniine alinirsa sistemdeki tiim pargaciklarin sayisi

V2m(2m)3/? (®  gl/2de
N = f 2.2)
0

h3 eBle—1) — 1

ifadesi ile verilir. Bu bagintidaki p kimyasal potansiyeli daima negatiftir ve sicaklik
diiserken p artar. Dolayisiyla p = 0 oldugunda bu integral T = T, de minimum Kritik
bir T, sicakligi tanimlar. Bu kritik sicaklik diisiik sicakliklarda bir Bozon gazinin hal
degistirecegine (faz gegisi) agikca isaret eder. Bozon gazlart icin kritik sicakligin
iistlinde taban durumundaki pargaciklarin sayisi toplam parcacik sayisi yaninda ihmal
edilebilecek kadar kiiciikken, sicaklik kritik (gecis) sicakligin altina diistiigiinde taban
durumundaki parcaciklarin sayisi ¢ok hizla biiyiir. Boylelikle Bose- Einstein yogusmasi
gerceklesir.

2.1.Bose-Einstein Yogusmasiyla lgili Deneysel Calismalar

Bose-Einstein yogusmasi c¢ok diisiik sicakliklarda gercgeklesir. Bu sicakliklara
inebilmek ve atomlar1 bdyle bir sicaklikta tutabilmek oldukca zordur. Fakat lazerle ilgili
bilgilerin artmas1 alkali atomlardaki Bose-Einstein yogusmasi i¢in oldukca giiclii

metodlar ortaya ¢ikarmistir.
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Sekil 2.1. Alkali atomlar1 tuzaklamak ve sogutmak i¢in tipik bir deney semast

BEY i¢in kulanilan bir deney sistemi sematik olarak Sekil 2.1. de gdsterilmistir
(Townsend C. ve ark., 1997).

Sodyum (Na) atomlarindan olusan bir demet 600 K sicakligindaki bir firindan
yaklagik 800 m/s hizla ¢ikar ve Zeeman yavaslaticisindan geger. Burada atomlarin hizi
yaklagik 30 m/s ye diiser ve sicaklik yaklagik 1K dir. Zeeman yavaglaticisinda
birbirlerine zit yonde gonderilen iki lazer demeti vardir. Fotonlarin emilimiyle ortaya
cikan radyasyon kuvveti atomlar1 yavaglatir. Zeeman yavaslaticisindan ¢ikan atomlar
magneto-optik tuzak (MOT) tarafindan yakalanacak kadar yavaglatilmistir. MOT da bu
atomlar lazer 15181yla etkileserek 100 uK sicakligina kadar sogutulur.

MOT da yeterli sayida (yaklasik 10'%) atom toplandiginda manyetik tuzak agilir
ve lazer demeti kapatilir. Bu asamada atomlarin yogunluklar1 biraz azalir ve faz
uzayindaki yogunlugu 107 civarindadr.

Bose-Einstein yogusmasinin son basamagi buharlastirarak sogutmadir. Bu
basamakta nispeten enerjik atomlar sistemi terk eder. Bdylelikle kalan atomlarin
ortalama enerjisi diiger

Atomlarin bir manyetik alan igerisinde tuzaklanabilmesi i¢in manyetik alanda bir
minimum olusturulmas: gerekir. Deneysel uygulamadaki dnemi agisindan minimumlu
manyetik alanlar 2 grupta incelenebilir.

1- Minimumu sifir olan alanlar

2- Minimumu sifirdan farkli olan alanlar

Simdi bu tlir manyetik alanlarin olusturuldugu sistemlere bakalim
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2.1.1.Kuadrupol tuzak

Manyetik alanin bazi noktalarda sifirlandigt  basit manyetik alan
konfigiirasyonlar1 standart kuadrupol tuzaktir. Boyle bir tuzak hazirlamak i¢in bir ¢ift
Helmholtz bobini karsilikli olarak konulur ve bobinlerden farkli yonlerde, ayni siddette
akimlar gegirilir. Boylelikle bobinler arasinda dogrusal olarak kenarlara dogru artan
ortada ise sifir olan bir manyetik alan elde edilir.

Manyetik alanin sifir oldugu noktayr koordinat sisteminin merkezi olarak

secersek minimumun ¢evresindeki manyetik alan su sekilde verilir:

B =B’(X,Y,-22) (2.3)

Alanin degeri

B=B’(x2+y*+47Z2)% (2.4)

olarak verilir.

Kuadrupol Tuzak Konfigiirasyonu:

Sekil 2.2. Bir ¢ift Helmholtz bobininde manyetik alanlarin gosterimi
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2.1.1.1.Kuadrupol tuzagin kacak noktasi

Kuadrupol tuzak atomlar1 tuzaklamak i¢in iyi bir yontem olsa da manyetik
alanin sifir oldugu boélge atomlar i¢in bir delik gibi davranabilir. Ciinkii manyetik alanin
sifir noktasina gelen atomlar manyetik momentlerini neye gore yonlendireceklerini
bilemediklerinden bu nokta civarinda manyetik alana ters de yonlenebilirler. Manyetik
alana ters yonlenen bu atomlar manyetik tuzaktan disar1 kagarlar. Bu agidan atomlarin
tuzaklandig1 bolgede bir sifir manyetik alanin varligi 6nemli bir dezavantaj olusturur.

Sifir manyetik alan probleminden kurtulmak i¢in farkli ¢oziimler gelistirilmistir.
2.1.2. Donen manyetik alanh tuzak TOP tuzag

Manyetik alanin minimumu sifirdan farkli olan tuzaklamalardan biridir.
Helmbholtz bobininden olusan tuzak yapisina merkezdeki manyetik alani sifirdan farkli
yapmak i¢in sabit biiyiikliiklii ancak yonelimi zamanla donen bir manyetik alan ilave
bobinler kullanilarak uygulanir. Boylelikle atomlarin tuzaktan kagabildigi bolge (kagak
noktasi) kapatilmis olur (Petrich W. ve ark., 1995).

2.1.3. Manyetik siseler

Minimum manyetik alani homojen ve sifir degerinde olmayan iki tane
Helmholtz bobini kullanilarak olusturulan tuzak seklidir. Bu bobinlerde akimlar ayni
yonliidiir. Akimlarin ayn1 yonlii olmasit bobinler arasindaki manyetik alanin

minimumunun sifirdan farkli olmasini saglar.

-l

"l

Sekil 2.3:Manyetik sise konfigiirasyonu
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Z ekseni simetri eksenidir.

B manyetik alanini verecek skaler potansiyel fonksiyonu:

® = ZlAlrlP, (;) 2.5)

seklinde yazilabilir. Gerekli islemler ve agilimlar yapildiginda tuzak merkezi civarinda

manyetik alanin siddeti igin

1
B = A, + 34, (zz + Epz) (2.6)

ifadesi elde edilir. Eger A;ve Az ayni isarete sahipse olusan manyetik alana Z eksenine
gore bakildiginda manyetik sise ad1 verilen tuzaklama sekli olusur.

Plazma fiziginde manyetik siseler yontemi kullanilarak yiiksek enerjili
pargaciklar istenilen odak noktasinda tuzaklanabilmektedirler (N. A. Krall ve A. W.
Trivelpiece, 1973).

Merkezden bobinlere dogru giden bir yiik gittik¢e kiigiilen yaricapli daireler
cizerek bobinlere yaklasacaktir. Bobine en yakin noktada hareket o kadar hizlanacak ve

yarigap o kadar kiiciilecektir ki bu nokta duvar etkisi gostererek ytikii geri cevirecektir.

Sekil 2.4. Manyetik Sisede Manyetik alanin biiyiikliigiiniin uzaysal degisimi yukaridaki sekildekine
benzer
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2.1.4. loffe-Pritchard tuzag

Notr parcaciklarda ise tuzagin ig¢inde donme hareketi goriinmeyeceginden
parcaciklar manyetik alan iginde rahatca hareket edecek hatta tuzak disina
cikabilecektir. Bu problemi giderebilmek igin Pritchard bir teklifte bulunmustur.
Manyetik sigse tuzag tasarlanirken bobinler manyetik alan icinde eksensel simetriye
sahip olarak yerlestirilmisti. Bu durumda manyetik alanin hem z hem de p bilesenleri
icin sifir olmadig1 goriilmiistii. Ancak, sadece bir Helmholtz bobin ¢ifti kullanarak notr
pargaciklar1 tuzaklamak icin gerekli olan manyetik alanin biyiikligiiniin minimum
oldugu bir bolge olusturmakta miimkiin degildir. Bununla birlikte, sistemin z ekseni
etrafindaki simetrisini bozarak manyetik sise tuzagmi nétr parcaciklar iginde
kullanilabilir hale getirebiliriz (Pritchard, 1983).

loffe-Pritchard tuzaginda, & potansiyelini degistirmek i¢in manyetik sise
diizenegine icinden ayn1 siddette fakat farkli yonlerde akim gegen birbirine paralel dort
tane tel ilave edilir. Boylelikle notr atomlarin tuzaklanabilmesi i¢in gerekli olan {i¢
boyutlu uzayda sifirdan farkli bir minimuma sahip bir manyetik alan yapisi elde edilmis
olur.

Pritchard’in  6nerdigi i¢inden akim gegen tellerin kullanilmast durumuna
alternatif olarak yonca seklinde bobinlerin kullanilmasina dayali bir diizenekte

sunulmustur.

Sekil 2.5 :Manyetik siseler ve ilave edilen akim gegiren 4 tel diizenegi
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Sekil 2.6. Yonca sekilli bobinlerin kullanildigi diizenek

2.1.5. Lazerle sogutma ve doppler etkisi

Lazerle sogutma isleminde tuzak igerisinde hareket eden atomlar ¢ift yonlii lazer
151¢1na maruz birakilirlar. Atom hareket yoniine gore lazer 1s1gmin frekansini farkl
algilar. (+) yonde hareket eden atom 1.grup lazer 1s18inin dalga boyunu daha biiyiik
(frekans1 kiiciik), 2.grup lazer 1s1gmin dalga boyunu daha kiiciik (frekansini biiyiik)
olarak algilar. Eger 2. grubun frekansi atomun temel halden uyarilma haline gegis
frekansindan daha kiiciik ise Doppler etkisinden dolayr atom 2. grubun frekansim1 daha
biiyiik goreceginden bu gruptaki isinlar1 absorbe ederek uyarilabilecektir. Uyarilmig
halde fazla kalamayacagindan temel hale geri donecek ve bu doniis sirasinda absorbe
ettiginden daha bliyiik frekansl 1giklar yayacaktir. Boylelikle atom enerji kaybedecek ve
soguyacaktir. Lazer demetlerinin frekans1 uygun sekilde ayarlanarak bu sogutma iglemi

oldukca verimli hale getirilebilir. Bu iglem lazerle sogutma olarak adlandirilir.

(— —— @

> Atom +
Lazer Isidi Lazer [sidi

1.grup - 2.grup
v'<y

V=

Sekil 2.7. Hareketli bir atomun iizerine ¢ift yonlii gonderilen lazer 15181
v’=Lazer 15181n1n atom tarafindan gozlenen frekansi

v =Lazer 151g1min gergek frekansi
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2.1.6. MOT manyeto-optik tuzaklama

~650 OE6-

-1 0 +1 Frekans m=+1
m
"""""""" m:
o a. m=-1
LazerFrekansi
Z
(b) 0 (c)

Sekil 2.8. a)manyeto-optik tuzak b)ilgili gecisler c)atomik gecislere uzaysal olarak degisen manyetik
alanin etkisi (Barrett ve ark.,2001).

Kuadrupol tuzakta kullanilan manyetik alanla birlikte dairesel kutuplu lazer
demetleri kullanmaya dayali bir diger tuzaklama teknigi de Manyeto-Optik
tuzaklamadir.

Manyeto-Optik tuzaklama i¢in her ikisi de ilerleme yOniine gore saat yoniiniin
tersine dairesel kutuplanmis birbirine zit yonde ilerleyen lazer demetleri gonderilir.
Demetlerden biri +z digeri —z yoniinde ilerler. Bu durumda +z yoniinde ilerleyen o,
demeti taban durumdan m = +1 uyarilmis alt durumuna, -z yoniinde ilerleyen 6. demeti
taban durumdan m = -1 uyarilmis alt durumuna bir gegise sebep olur. Atomun alt enerji
seviyeleri manyetik alana bagli oldugundan enerji seviyeleri konumla (c) seklindeki gibi
degisir. Lazer frekansti m = 0 durumuna karsilik gelen enerjinin biraz altina
ayarlandiginda +z konumunda bulunan atomlar 6. demetini sogururken —z konumunda
bulunan atomlar o, demetini sogururlar. Boylece merkeze dogru yonelen net bir itme
olusur. Bu sekilde birbirine dik her ii¢ eksen dogrultusunda, zit yonlii lazer demetleri (6
tane) gonderilerek ii¢ boyutlu bir tuzak elde edilebilir. Bu tuzakta lazer demetleri ayni

zamanda sogutma iglemini de gergeklestirir.
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2.1.7. Buharlastirarak sogutma

Sekil 2.9. Buharlastirma yontemi semasi

Lazerle sogutma yontemiyle alkali elementlerin atomik gazlar1 mikro Kelvin
lerle Ol¢iilebilen oldukea diisiik sicakliklara sogutulabilir. Ancak bu sicakliklar Bose-
Einstein yogusmasinin elde edilmesine yeterli olacak kadar diisiik degildir.

Tuzaklanmis ve sogutulmus bozon gazinin daha fazla sogutulmasi igin
buharlastirma yontemi uygulanir. Bu ydntemde, esas olarak olusturulan tuzagin
yiiksekligi ile oynanir. Tuzagin igindeki atomlar farkli enerji degerlerinde bulunabilirler.
Eger daha yiiksek enerjili atomlar1 tuzak disina alabilirsek geriye kalan atomlarin
ortalama enerjileri dolayisiyla sicakligi azalmis olacaktir. Yiiksek enerjili atomlar: tuzak
disina ¢ikarmak i¢in tuzak yliksekligi once azaltilip sonra tekrar yiikseltilir. Bu sirada
tuzak icerisindeki atomlar arasindaki etkilesmeler sebebiyle sistem tekrar termal
dengeye ulasir ve bazi atomlar tekrar yiiksek enerjilere sahip olur. Ayni islemin tekrar
uygulanmasi sistemin sicakliginin biraz daha diismesini saglayacaktir. Seyreklestirilmis
gazlardaki bu tiir bir uygulama ilk kez Hess tarafindan teklif edilmistir (Hess,1986). Bu
islem istenilen sicaklik derecesine gelinceye kadar tekrar edilir. Bu sekilde nano-Kelvin

le ifade edilebilen sicakliklara ulasilabilir.
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3. IDEAL BOSE SISTEMLERI

Bu boliimde molekiiller arasi etkilesimin ithmal edilebildigi ve ayirt edilemeyen
parcaciklarin dogasindan kaynaklanan kuantum istatistik etkilerin 6nem kazanacagi
kadar dislik sicakliklarda bulunan 6zdes ¢ok pargacik sistemlerinin davranislar
incelenecektir.

Yiiksek T sicakligindaki 6zdes pargaciklardan olusan bir sistem, kuantum
istatistik etkilerinin gozlenmedigi klasik pargaciklardan olusmus gibi davranir ve bu
durumda sistemin T sicakligi ve n parcacik yogunlugu arasindaki iliski asagidaki gibi

verilebilir,

5 nh3
B «1 3.1)

\J (2mrmkT)3

nl/3

Burada A = T

parcaciklarin ortalama termal dalga boyudur. Sicakligin

degisimiyle birlikte bu tiir sistemlerin gesitli dzelliklerinin ifade edilebilmesi i¢in nA’
terimi uygun bir parametredir. nA* >0 oldugunda sistemin fiziksel &zelliklerinin
klasik karsiliklarma gittigi goriiliir. nA’ icin kiiciik ama ihmal edilemeyen degerlerde
ise sistemle iliskili ¢esitli fiziksel 6zellikler bu parametrenin kuvvet serileri seklinde

ifade edilebilir. Bu serilerin incelenmesiyle sistemin klasik limitten ayriligina ait ilk

isaretlere ulagilabilir. nA% ~1 oldugunda sistemin davranisi onemli olglide klasik
halden uzaklagmis ve artik sistemde tipik kuantum etkileri goriilmeye baslamistir. Bu
sartlardaki boyle bir sistemde klasik istatistikten farkli olan bazi olaylar gézlemlenmeye
baslar. Yeterince diislik sicakliklarda ya da yeterince yiiksek pargacik yogunluklarinda

sistemin kuantum davranisi gosterecegi aciktir. Dahasi pargacik kiitlesi ne kadar azalirsa

kuantum etkilerinin de o kadar artacag: agiktir. nA® =1 oldugunda sistem sadece klasik
davraniglardan uzaklagsmakla kalmaz pargaciklarin dogasina bagl olarak Bose-Einstein
istatistigine ya da Fermi-Dirac istatistifine uymaya baglarlar. Bu sartlar altinda bu iki

¢esit sistem birbirinden oldukca farkli davranir.
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3.1.Bose gazimin termodinamik davranisi

V hacmi igerisinde N tane pargacik iceren ideal (etkilesmeyen) bir Bose gazinin

termodinamik 6zellikleri iyi bilinen

PV

s =Inz = zglln(l— ze™%) 3.2)

ve

o o 6
H

ifadelerinden elde edilebilir, burada Z = ekt fugasitedir ve bozonlardan olusan
sisemler i¢in daima 1’ den kiigliktur.

Biiyliik hacimler igin tek pargacik durumlart birbirine yaklasir ve enerji
spektrumu neredeyse siirekli bir hale gelir, bu durumda (3.2) ve (3.3) denklemlerinin

sag taraflarinda toplam yerine integral kullanilabilir;

P 2 * 1

- = 3/2 1/2 — 70— B¢ - —

T 3 (2m) Jo € ln(l ze )de Vln(l Z) (3.4)
N 2m ©  gl/2ge 1 z

— == 3/2J — .
|4 h3(m) 0 z‘leﬁs—1+V1—Z (3-5)

Bu denklemlerdeki son terimler toplamdan integrale doniisiim esnasinda & = 0
durumunun ayrica hesaplanmasiyla denkleme eklenmistir, € = 0 taban durumundaki
parcacik sayis1 N, dir, € = 0 halinin integrale katkisi olmayacagindan integral siniri

yine 0’ dan baslatilmistir ve klasik limitten ¢ok uzaklasilmayan z <<1 hali i¢in bu

denklemlerdeki son terimlerin katkis1 ihmal edilebilir. Fakat z artarak 1° e yaklagtifinda

(3.5) deki terimi tanim olarak % > ye esit olur ve g niceliginin 6nemli

bir kismi haline gelebilir. Verilen parcaciklarin biiyiik bir kisminin en diistiik enerjili

¢ =0 tek parcacik haline birikimine Bose-Einstein Yogusmas: denir.
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4 Ny N
Tanim olarak =— oldugundan z-= 0

1-zv V (N, +2)

olur. (3.4) deki

{—V_l In(l—Z)} terimi ise %/_1 In(NO+1)} ‘e esit olur ve bu terim en fazla

{N - In(N)} mertebesindedir. Bu sebeple bu terim z’ nin biitiin degerleri igin ihmal

edilebilir ve dolayisiyla tamamen kaldirilabilir.

2

(3.4) ve (3.5) denklemlerinde, gs = —P— — x déniisiimii yapilarak
2mkT
§ 1
P 27[(2ka ) b ) 1
. In(l—ze™)dx = = g. (2) (3.6)
kT ! 272
ve
3
N-N, 27z 2ka 2% xidx 1
e ZERE L R 0,0 @7
0 2

elde edilebilir. Burada g, (z) ler Bose-Einstein Fonksiyonlar: olarak bilinirler ve

9,(2)= (1)IZXHdX :z+z—2+z—+... (3.8)

e 1 A

ifadesi ile tanimlanirlar. (3.6) ve (3.7) denklemlerindeki z ‘nin elenmesiyle sistemin

durum denklemi bulunur.

UE_[ilnzj =kT2{i(ﬂJ}
dg v dT \ kT JJ,,

d (1 3. _V
=kT?V/g (z){—(—j}:—kT—g (2)
Slar\2)) 2 2T

2

(3.9)

1
Burada A oc T 2 oldugu gercegi kullanilmustir.
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Boylelikle sistemimiz oldukg¢a genel olarak asagidaki iliskiyi saglar
2
PZE(U V) (3.10)

z ' nin kii¢iik degerleri i¢in (3.8) deki agilimi su sekilde kullanabiliriz: N * nin
yaninda N, ihmal edilerek z ifadesi (3.7) denklemi kullanilarak (n/13)cinsinden

kuvvet serisine agilirsa ve (3.6) denkleminde bu agilim kullanilirsa sistemin durum

denklemi virial ag¢ilimi denilen asagidaki hali alir.

P Sady
NkT = (3.12)
Burada v =1/n , parcacik basina diisen hacim ve a,, sistemin virial katsayilaridir. ilk

3 virial katsayis1 hesaplanirsa

a =1
a, - ——L_ —_017678 (3.12)
42
— 2L 500330
93 8

bulunur. Gazin 6zisisi igin ise (3.9) kullanilarak
G, 1 (au) 3{6 (PV)}
Nk Nk\oT/yy dT \Nk/),
3 i -3 (¥ o
2
3 A3 13\2 13\3
1+ 0.0884 (;) + 0.0066 <?> + 0.0004 <?> + -

elde edilir.

(3.13)

Il
N |
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Yiiksek sicaklik limitinde yani T — o dolayisiyla 4 —> 0 i¢in hem basing hem
de 6z 1s1 klasik degerlerine yaklasir. Basing nkT 6zisis1 da 3Nk/2 olur. Sonlu fakat
biiyiik sicakliklar i¢in gazin 6z 1sis1 limit degerinden daha biiyiik olur. (C,,T) egrisi

yiiksek sicakliklarda negatif egime sahiptir. Diger yandan T — 0 iken 6z 1s1 da sifira

gitmeli ve bu nedenle bir yerlerde maksimumdan gegmelidir. Bu maksimum T_ Kritik

sicakliginda ortaya ¢ikan doganin Sivri ucudur. Bu sicaklikta 6zisinin tiirevi siireksizdir.

3

Sistemin sicakligi azaldik¢a (yani A arttikca ) (3.11) ve (3.13)” deki serilerin
v

kullaniglilig1 azalir ve dogrudan (3.6), (3.7) ve (3.9)’ la ¢alismaya baslariz. z’ nin tam
degeri asagidaki gibi yazilabilen (3.7) den elde edilir.

(22mkT)’?

N, =V 2=

g%(Z) (3.14)

N, uyarilmis durumdaki pargaciklarin sayisidir ve z, 1’e ¢ok yaklagmadik¢a N, = N

dir. 0<z<1 araliginda gy(z) fonksiyonu z ile monoton olarak artar ve en biiyiik
2

degeri
1 1 3

g%(1)=1+—§+—§+....z§(5);2.612 (3.15)
22 32

olur. Ilgilenilen her z i¢in

3
g %(Z) < 5(5) (3.16)

dir. Bunun sonucunda, verilen bir V hacminde ve T sicakliginda tim uyarilmis

durumlardaki pargaciklarin toplam sayis1 sinirlidir.

(2mkT) 2 8

N, <V 252 >

) (3.17)
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Sistemdeki pargaciklarin mevcut sayist bu limitten az oldugu siirece her sey
yolundadir ve sistem yukarida verilen denklemlerle tanimlanabilir. Pratik olarak tiim
pargaciklar uyarilmis durumlar {izerine dagilmisglardir ve z’ nin tam degeri denklem

(3.14) den N, = N alinarak belirlenebilir. Fakat eger pargaciklarin mevcut sayisi bu

limit degeri agarsa dogal olarak uyarilmis seviyeler tagiyabildigi kadar pargacik alir.

%
N, =v D o) (3.18)

Geri kalanlar1 da toplu olarak € = 0’ a itilir € = 0 durumunun biitiin sartlar altinda

kapasitesi pratik olarak sinirsizdir.

3

(27zka)2

Ng=N-V—F""&(= ) (3.19)

Z ‘nin tam degeri i¢in

~1-— 3.20
N (3.20)

Pek c¢ok pargacigin taban duruma birikmesine Bose-Einstein yogusmasi
denildigi daha 6ncede belirtilmisti. Bu olay giinlik hayatta karsilastigimiz bir olaya,
gazin yogusarak sivilagmasina benzer fakat kavramsal olarak siire¢ c¢ok farklidir.
Oncelikle BEY tamamen kuantum kaynaklidir, molekiiller arasi kuvvetlerin yoklugunda
bile gerceklesebilir. Ikinci olarak da BEY konum uzayinda degil momentum uzayinda
yer alan bir yogusmadir.

BEY’ in gozlemlenmeye baslama noktas1

. %
N > VT 2 %g(g) (3.21)
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i¢in baslangig sarti ile belirlenir veya N ve V ’ yi sabit tutup T ’yi degistirecek olursak
bu sart

%
—_— (3.22)

sekline doniislir. Burada T, sistemin pargacik yogunluguna ve pargaciklarin kiitlesine

bagli olan kritik sicakliktir.

Sicakligin kritik sicakliktan kiiglik oldugu durumlar icin sistem iki fazin
karisimi1 olarak diisiiniilebilir. Bunlardan biri parcaciklarin uyarilmis durumlarda
bulundugu N, = N(T/T,)3/? tane parcaciktan olusan normal durum ve digeri de
Ny = N — N, tane parcacigin taban duruma biriktigi yogusma fazidir. Sicaklik kritik
sicakliktan biiylikse taban durumda olan parcaciklarin sayist toplam pargacik sayisi
yaninda ihmal edilebilir ve sistemde sadece normal faz bulunur ve kritik sicaklikta

davramigin tekil oldugu aciktir. Ote yandan kritik sicakliga alttan yaklastikca yogusan

kesrin
No g (Ty% 3LT (3.23)
N T, 2 T,

Bagintisina uygun bir sekilde azalarak kayboldugu goriiliir.

\I\ \|\ T ™ T T
N 1
1 2 I
0.5
> 7/1 0 DD e e e B 7 54
0 0.6 1.2 1.8

Sekil 3.1. a) Homojen 3 boyutlu bir sistemde yogusma kesri Ny/N ‘in normalize edilmis T /T, ‘ye gore
degisimi b) 3 boyutlu harmonik tuzaktaki atomik BEY ig¢in yogusma kesrinin normalize edilmis sicakliga

gore degisimi Kesikli gizgi % =1—T/T, ile verilir.
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3.2. ideal bose gazinin termodinamik fonksiyonlari
Sistemde V sabit iken, basing ve sicaklik iliskisi kritik sicakligin altindaki

sicakliklar i¢in (3.6) denklemi ile verilmisti. Bu denklemden basing ¢ekilerek kritik

sicaklik i¢in tekrar yazilacak olursa

P(T,) = ( V«U/a) (3.24)

elde edilir. (3.22)’ nin yardimiyla,

£ Y
3( KT,) = 05134(—kT) (3.25)

<)

P(Tc) =

Goriiliiyorki ideal Bose gazinda parcaciklar tarafindan uygulanan basing esdeger
Boltzman gazindaki parcaciklarin uyguladigi basincin yaklasik yarisina esittir.

Sicakligin kritik sicakliklardan biiyiik oldugu durumlar i¢in basing

95, (2)
Npr 2227

P=—
Voogy(2)
% (3.26)
ifadesi ile verilir ve z(T) asagidaki denklemden belirlenebilir.
3 N h3
05, () =" =0 "
vV 2mkn) (3.27)

T ¢ok biiyiik olmadik¢a P daha basit terimlerle ifade edilemez. T > T, oldugunda virial

acilimi kullanish olur ve T — o0 limiti i¢in gerekli islemler yapilirsa; basincin klasik

degeri olan P = %kT > ye ulasilir.
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Denklem (3.10)’ da basingla sistemin i¢ enerjisi arasindaki iliski verilmisti. I¢
enerjinin sicaklia gore grafigi cizildiginde bu grafigin egimi gazin 6zis1 ile orantili
olacaktir. Diisiik sicakliklarda 6zis1 sifira yaklasirken sicaklik arttik¢a 6zis1 da artarak
kritik sicakliga gelindiginde bir maksimuma ulasacaktir, sicaklik artis1 devam ettiginde
0z1s1 azalarak klasik limitteki karsiligina gelecektir.

(3.13) denklemi kullanilip sicaklik degeri olarak kritik sicaklik degeri yazilirsa

5

s@)
Co(T) _ 157727 L4 905 (3.28)
Nk 4 .3

£)

elde edilir ki bu deger klasik karsilig1 olan 1.5° dan daha biiyiiktiir. Sicaklik artmasi

halinde 6z 1s1 tekrar incelenirse

G 15 95, (2) ~ 9094 (2)
Nk 4 94,(2) 40.,(2)

(3.29)

olur. Z—1 igin (3.29) denkleminin ikinci terimindeki g,,(z) aksadig i¢in ikinci

terim diiser ve ifade denk.(3.28)’ e déniisiir. Ozis1 kritik sicaklikta siirekli olmasina

ragmen tiirevi siireksizdir. Sicaklik artirildiginda, Z — 0 limitine yakinsar ve dzis1 da

azalarak klasik limitteki degerine ulasir.

G JBa.
NK),, 4 4

N | w

(3.30)
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Sekil 3.3. Sivi He* icin 6z 181 CV ( J/gm )ve sicaklik (T-Tc) (K) arasindaki iliski Cv-(T-Tv) grafigi

(Buckingham M.J. ve Fairbank W.M., 1961)

Yukaridaki iki grafik arasindaki benzerligi yakalayan F.London 1938 yilinda

He® sivisinin 2.19 K civarindaki faz gegisinin Bose-Einstein yogusmasi olabilecegini

onerdi. Gergekten denklem (3.22)° de sivi He® degerlerini m=6.65x10"*g ve

V =27.6cm®/mol kullanirsak T,=3.13 K bulunmaktadir ki buda deneysel sonugtan ¢ok

uzak degildir. Bunun &tesinde sivi He* deki faz gecisinin Bose Einstein yogusmasi

olarak degerlendirilmesi ¢ift akiskan modeli i¢in teorik bir temel olusturur. Bu model

sivit helyumun kritik sicaklik altindaki davranisini agiklamak i¢in deneysel sonuglara

dayanilarak yine 1938 yilinda Tisza tarafindan 6nerilmisti. London’un diisiincesine gore
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entropisiz (& =0) tek bir durumu iggal eden N, pargacik siiperakiskan bilesen olarak

degerlendirilebilirdi ve uyarilmis durumlari (&€ #0) isgal eden N, pargacik normal

bilesene karsilik getirilebilirdi. Tisza’nin modelinin gerektirdigi gibi siiperakiskan
bilesen kritik sicaklikta ortaya ¢ikiyor ve T=0 da tiim akiskan siiperakigkan hale gelene
kadar normal bilesenin azalmasiyla birlikte artiyordu. Tabii ki gergek sivi helyumda bu
akigkan oranlarinin ve diger fiziksel niceliklerin sicakliga bagli davranisi burada verilen
basit ideal Bose gazi yaklagiminin 6ngordiigiinden oldukga farklidir. London daha yeni
olusturulmaya basglanan BEY teorisiyle sivi helyumun pek ¢ok 6zelliginin tam olarak
hesaplanamayacagini biliyordu ve sistemdeki molekiiller arasi etkilesimlerin teoriye
dahil edilmesiyle bu eksikliklerin 6nemli 6l¢iide azalacagini tahmin ediyordu.

London’ un yaptig1 tahminler giiniimiizde kismen dogrulanmis olmasina karsin

heniiz etkilesimlerin tam olarak hesaba katildig1 bir teori gelistirilememistir.
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4. ATOMLAR ARASINDAKI ETKILESIMLER

Alkali atom bulutlarinin ozelliklerinden biri, etkilesimin siddetini karakterize

eden sagilma uzunlugu a’ dan oldukca biyiikk olan bir pargacik dagilimina sahip
olmalaridir. Ik deneylerde kullanilan alkali atom bulutlarinin yaricapr  10°nm

mertebesindedir. Alkali atomlar i¢in sagilma uzunlugu ise a, Bohr yaricap: cinsinden
100a, mertebesindedir. Dolayisiyla, burada tartistngimiz alkali atom gazlari seyrek

gazlardir. Eger bu tip gazlarin diisiik sicakliklardaki ozellikleri incelenmek istenirse
sacilma bilgisine ihtiya¢ duyulur. Yani BEY i¢in sag¢ilma bilgisi anahtar roldedir.

Atomlarin bulunduklari durumlara ait 6zellikler ve i¢ enerji seviyeleri pek ¢ok
kuantum numaras: ile tarif edilebilir. Atomun bu kuantum numaralar ile temsil edilen
durumlaria kanal denilir. BEY’ in olustugu sicakliklarda atomlar elektronik temel
durumda bulunduklar1 ve bu temel durumda parcaciklar pek cok farkli inceyapi
seviyesine sahip olduklar1 i¢in bu seviyelerin BEY siirecindeki 6mrii soguk atomlarin
sacilimina bagh ¢oklu-kanal denilen bir problemdir.

Atomik durumlar yani kanallar arasindaki eslesmeler diisiik enerjide bir atomik
durumun diger atomik durumdaki sac¢ilmayi siddetli bir sekilde modifiye ettigi
Feshbach Rezonansi’na sebep olur. Feshbach Rezonansi sayesinde atom-atom
etkilesmelerini etkin olarak temsil eden sa¢ilma uzunlugunun hem biiyiikligiinii hem de
isaretini ayarlayabiliriz, bdylelikle sacilma uzunlugunu, dolayisiyla soguk atomlari

arastirmak icin giiclii bir alete sahip olmus oluruz.

4.1. Atomlar Arasi Potansiyeller ve van Der Waals Etkilesimi

Polarize olmus alkali atomlar arasindaki etkilesimle polarize olmayan alkali
atomlar arasindaki etkilesimler birbirinden oldukc¢a farklidir. Atomlarmn valans
elektronlart eger farkli spin durumuna sahipseler bu elektronlar ayni orbitalde
bulunabilecekleri i¢in atomlar rahatlikla bir araya gelip kovalent bag olusturabilirler.
Fakat eger valans elektronlari ayni spin durumuna sahipseler aymi uzaysal dalga
fonksiyonuna sahip olamayacaklari i¢in ayni orbitaldeki elektron paylasimi yiiziinden
enerjide olusan azalma bu durumda goriilemeyecektir. Alkali atomlar i¢in iki atomun en
dis kabukta olan elektronlarinin ayni spine sahip olmasi durumu triplet zit spine sahip

olmas1 durumu ise singlet durum olarak adlandirilir.
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Sekil 4.1. iki rubityum atomunun valans elektronlarmin tekli (singlet) ve iiglii (triplet) durumlari igin
atomlar arasi etkilesim potansiyelinin atomlar arasi uzakliga bagl degisim grafigi

Atomlar arasinda kiigiik mesafeler oldugunda elektron bulutlarinin {ist lste
gelmesinden kaynaklanan itme baskin olurken mesafe arttik¢a tekli durum igin gekim
kuyusu derinlesmektedir. Tekli durum potansiyelinin derinligi 6rnegin Rubityum ig¢in

yaklasik 6,000 K ve atomlar aras1 mesafe 8a,civarinda bir minimuma sahiptir. Buna

karsin {igli durum igin atomlar arasi1 mesafenin 12a, oldugu durumda birkag yiiz

Kelvin derinliginde bir minimuma sahiptir. Biiyilk mesafeler i¢in van der Waals
etkilesiminden kaynaklanan bir etkilesim vardir, van der Waals etkilesimi kovalent bag
etkilesimine kiyasla ¢ok zayif olsa da 6zellikle polarize alkali gazlar i¢in sadece triplet
durumlarin var olmasi sebebiyle hala giiclidiir. Belirli inceyapt durumundaki bir atom
cifti igin elektronik spin durumu genellikle elektronik triplet ve elektronik singlet
durumlarinin siiperpozisyonudur ve etkilesimler triplet ve singlet terimler igerir.

Diisiik sicakliklarda cift-pargacik etkilesimleri sagilma uzunlugu tarafindan
karakterize edilir. Polarize olmus alkali atomlar i¢in sacilma uzunlugunun biytkligii
atomun boyutunun yiiz kati kadardir. Boyle bir sa¢ilma uzunlugu van der Waals

etkilesimi tarafindan olusturulabilir. —a/r® formundaki van der Waals etkilesimine

atomlar arasindaki elektrik dipol-dipol etkilesimi sebep olur. @ = C,e,’a,’ ile verilir.

Sacilma uzunlugu icin olusturacagimiz temel skalay: sifir enerjili Schrodinger
denklemindeki uzunluk skalasi r, olarak alirsak van der Waals etkilesimi ile r,

arasindaki iligki

r, =(C,m/m)"*a, (4.1)



32

Tablo 4.1 Bazi elementler i¢in van der Waals katsayilari.

Element C,
H-H 6.5
Li-Li 1389
Na-Na 1556

K-K 3897
Rb-Rb 4691
Cs-Cs 6851

olarak bulunur. Burada, C,, van der Waals katsayis1 m, atomik kiitle m,, elektronun

kiitlesidir.

Sac¢ilma uzunlugunun mertebesi (4.1) ifadesi ile Ongoriilebilir. Sagilma
uzunlugunun biiyiik olmasi iki etkiden kaynaklanmaktadir. Ya van der Waals katsayisi
biiyiiktiir ya da atomun kiitlesi elektronun kiitlesinden ¢ok biiyiiktiir. Yapilan deneylerde

tipik sagilma uzunlugunun 10° a, civarinda oldugu goriilmistiir.

Esas olarak van der Waals etkilesim potansiyelindeki — ifadesi nétr atomlarn
r

arasindaki uzun menzilli ¢ift-parcacik etkilesim potansiyeli U(r) * den gelmektedir.

Eger nicelikler atomik birimlerle ifade edilirse etkilesim potansiyelinin agilimi su

sekilde verilebilir.

Co Co Cio

V) =-"w

(4.2)

1 N
ancak bu agilimda 6zellikle r "nin biiyiik degerleri i¢in en baskin terim — terimidir.
r

4.1.1. van der Waals etkilesiminin biiyiikliigii

Alkali atomlardaki biyiik van der Waals etkilesimleri bu atomlarin optik
spektrumlarindaki giiclii rezonans ¢izgilerinin bir sonucudur. Bu rezonans ¢izgilerinin
enerjilerine (AE,,, ) bagli olarak C, soOyle verilir:

rez
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3
C.r——m 4.3
*20E.) “3

Alkali atomlarin rezonans ¢izgilerinin enerjileri 0.1 atomik birim’ den daha az

oldugu igin C, degerleri 1,000” den daha fazladir ki, bu da daha detayli hesaplamalarla

ve deneylerle uyumludur. Mesela sodyumu diisiinelim; rezonans ¢izgisi enerjisi 0.0073

atomik birimdir. (4.3)’ den hesaplama yapildiginda C; ~1620bulunur fakat daha

detayli hesaplamalar 1556 verir. Daha agir alkali atomlar i¢in valans elektronlarinin
disindaki elektronlardan gelen katkilar da gézoniine alinmalidir ve bu yilizden sonug
(4.3)’ den tahmin edilen degerden fazla olacaktir.

Uzak mesafedeki atomlar arasi etkilesim potansiyeli hesap edilirken, dipolar

etkilesim duragan olarak alinmamali ve etkilesimlerdeki azalma mutlaka hesaba

1 1
katilmalidir. Bu durumda etkilesimlerin — ile degil daha gok —- ile degistigi goriiliir.
r r

Atomlar arasindaki mesafe rezonans gecis enerjisine esit enerjili fotonlarin dalga

boyuna esit yada biiylik olursa bu etkilesimler 6nemli hale gelir.
4.2. Temel Sa¢ilma Teorisi

m, ve m, kiitleli iki parcacigin sacilmasini diisiinelim ve bu ayirt edilebilen

pargaciklarin i¢ serbestlik dereceleri de olmasin. Bu iki pargacigin kiitle merkezi ile
calisildiginda kiitle merkezinin hareketinin dalga fonksiyonu bir diizlem dalgas1 olarak
diisiintilebilir. Bu iki parcaci@in kiitleleri yerine indirgenmis kiitle kullanilarak

Schrodinger dalga denklemi yazilir.

mm
12 (4.4)

e (my + my)
Sacilmay1 anlatmak icin bu bagil hareketin dalga fonksiyonu gelen diizlem dalga

ve sacilan dalganin toplami olarak yazilabilir. Gelen dalganin ilerleme dogrultusunun z

yoniinde olmasi halinde toplam dalga fonksiyonu asagidaki gibidir.

Y= elhs P ( ?) (4.5)
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Atomlar aras1 mesafenin biiyiik oldugu durumlarda sagilan dalga; giden kiiresel

(Rl T
T

dalga dir. f (E’), sac¢ilma genligidir ve biiylikligi k olan k' de sagilma

dalgasinin dalga vektoriinii belirler. Atomlar arasi etkilesimin kiiresel simetrik oldugunu
kabul edebiliriz bu durumda sagilma genligi f(0) sadece sagilma agisi yani sagilma

oncesinde ve sonrasinda atomlarin bagil momentumlarinin yonleri arasindaki ag1 olan

6 > ya bagli olacaktir. Yani r ’ nin biiyiik oldugu durumlarda

(4.6)

Bu duruma karsilik gelen enerji ise dalga vektorii k olan m; kiitleli serbest par¢acigin

enerjisidir.
E = h?k?/2m; 4.7

Cok diisiik enerjilerde sadece s-dalga sagilma uzunlugunun oldugunu diisiinmek
yeterlidir. Bu limitte f(@) sacilma genligi -a ile gosterdigimiz bir sabite yaklasir ve

dalga fonksiyonu

a
p=1-2 (4.8)

haline gelir ve buradaki a sabitine sagilma uzunlugu denir. Bu bize asimptotik dalga
fonkiyonunun r eksenini kestigi noktayi verir.
Sacilma uzunlugu ile faz kaymasi arasindaki iliski sagilma tesir kesiti ile

belirlenir. Tesir kesitinin diferansiyeli, birim kat1 a¢1 basina diisen tesir kesiti

o -lttey (49

ile verilir. (0,0 +d@) araligindaki bir agida gergeklesen sagilma i¢in kat1 a¢1 elemani

dQ=27siNA" dir. Potansiyel kiiresel simetrik oldugu i¢in Schrodinger denkleminin
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¢Oziimii ¢arpisan parcaciklarin yoniine gore eksenel simetriye sahiptir. Bagil hareketin

dalga fonksiyonu Legendre polinomlar1 P, (COS 9) cinsinden bir seriye agildiginda

w =3 AR (cosOR, (1) (4.10)

elde edilir. Burada Ry,;(r) radyal dalga fonksiyonlari asagida verilen denklemi saglar.

, 2 [(L+1) 2m
Rkl(r)-l_;Rkl(r)-{_ kz—r—z—FU(T) Rkl(r) =0 (411)

Burada U(r) parcaciklar arasindaki etkilesim potansiyelidir. Bu denklemin ¢6ziimleri
kiiresel Bessel fonksiyonlart cinsinden elde edilebilir. Coziim fonksiyonunun I — o0

icin asimptotik davranisi bir faz kaymasi terimi kullanilarak
1
Ry (r) = Esin(kr —In/2 +6)) (4.12)

seklinde verilir. (4.10) ve (4.12) terimleri (4.6) ile kiyaslanip diizlem dalga el

Legendre polinomlar cinsinden agilirsa A = i (2l +1)ei5' bulunur ve boylece

1 - .
£(6) = ﬂ;(zz +1)(e25 — 1)P,(cos8) (4.13)

elde edilir. Toplam sagilma tesir kesitini bulmak igin diferansiyel tesir kesitini tiim kati

ac1 iizerinden integre etmek gerekir.

o= an d(cos®)|f(8)|? (4.14)

(4.13) bu ifadede yerine konularak Legendre polinomlariin ortogonal oldugu
g6zoniinde bulundurulursa toplam tesir kesiti ile faz kaymasi arasinda asagidaki gibi bir

iligki kurulabilir.
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o)

4n -
o= EZ(ZZ + 1)sin“§; (4.15)

=0

Sonlu menzilli potansiyel i¢cin faz kaymasi kiiciik k’ lerde k2 *ile degisir.
Biiyiik mesafelerde r™" ile degisen bir potansiyel i¢in bu sonu¢ | < (n —3)/ 2 tarafindan
saglanirken yiiksek agisal momentumlu kismi dalgalar igin &, oc k" dir (Landau ve

1 1 .
ark., 1977). — veya — davrams1 gosteren potansiyeller igin biitiin faz kaymalar1 kK
r

r6
sifira yaklasirken kiigiiliir. Boylelikle ¢arpigsma tesir kesiti 1=0 terimi (s-dalga sagilmasi)
tarafindan belirlenir ve f =0, /k sagilma genligine karsilik gelir. Diisiik enerjiler 1=0
bileseni i¢in radyal dalga fonksiyonunun ¢6éziimiiniin biiyiik mesafeler igin asimptotik

formu

RO = r + Cy r (416)

seklinde verilebilir burada ¢, ve ¢, katsayilardir. Bu durumda faz kaymasinin K — 0

limitindeki degeri

kc,
tan60 = C_ (4 17)
1

olur. Bu ifade, sa¢ilma uzunlugunun dalga fonksiyonundaki tanimi ile karsilastirilarak
6y = —ka (4.18)

oldugu bulunur. Bu da bize sac¢ilma uzunlugunun, asimptotik ¢oziimdeki katsayilar

tarafindan belirlendigini gosterir.

a=-2= (4.19)

Sonug olarak, bu limitte toplam tesir kesiti sadece a tarafindan belirlenir.
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a1

= ESS = 4ma? (4.20)

o

Ayni i¢ kuantum durumundaki es pargaciklarin sagilmasina bakilacak olursa
bozonlar i¢in dalga fonksiyonu iki pargacigin karsilikli yer degistirmesinde simetrik
kalacaktir eger pargaciklar fermiyonsa dalga fonksiyonu antisimetrik olacaktir. Kiitle
merkezi koordinatlar1 kullanildiginda 6zdes iki pargacigin koordinatlarinin degisimi
koordinatlarin isaretinin de@isimi anlamina gelir. Yani # — —7, ya da Kkiiresel
koordinatlarda, (r,0,¢) — (r,m — 6,7+ ¢) degisimi yapilir. Bu durumda simetrik

dalga fonksiyonu

ikr

Y =e* + e 4 [f(0) + f(m — 0)]

. (4.21)

olur.

Kutup acist @ tarafindan belirlenen yonde sagilan bir pargacik igin sagilma

genligi f(0) + f(r — 0) diferansiyel tesir kesiti

d
== O + -0 (4.22)

Sacilmanin tamamen s-dalga sagilmast oldugu diisiiniilecek olursa bozonlar i¢in

toplam tesir kesiti (4.20) ifadesinin iki kat1 yani
o = 8ma? (4.23)
olacaktir.
4.2.1.Etkin etkilesimler ve sa¢ilma uzunlugu:
Atomlar arasindaki etkilesimler atomlar birbirlerine yakin mesafelerde olduklar

zaman oldukca giicliidiir. Seyrek gazlarda atomlar arasi mesafeler biiyiilk oldugundan

etkilesimleri ¢ok giiglii olarak géremeyiz. Sistemin olast konfigiirasyonlarinin ¢ogu i¢in
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¢ok parcacik dalga fonksiyonunun uzaysal degisimi yavastir fakat iki atom birbirine
yaklastiginda hizli konumsal degisimler vardir. Kisa menzilli etkilesimleri hesaba
katmaktan kag¢mmak igin uzun dalga boylu durumlar arasindaki etkilesimler
tanimlanirken kisa dalga boylu durumlar sebebiyle uzun dalga boylu durumlar arasinda
olusan ciftlenimler bir etkin etkilesim parametresi tanimlanarak goz Oniinde
bulundurulur

Bu fikri formiile etmek i¢in iki pargacik sagilma probleminin momentum
gosterimiyle ele alinmasi uygun olur. Bu pargaciklarin kiitleleri esit olarak alindigindan
indirgenmis kiitle tek pargacigin kiitlesinin yarisina esit olacaktir.

Dalga fonksyonunun momentum gosterimi

Y(k) = @m)*o(k’ — k) + s (k) (4.24)

Denklemin sag tarafindaki ikinci terim (4.5) deki sagilma dalgasmnin Fourier

doniistimiidiir. Bu dalga fonksiyonu Schrodinger denklemini saglar.

h%k?  h%k' - | RN -
( iR = U 43 UE R () (429

k”

m m

2p2 - - - -
burada th enerji ozdegeri ve U(k',k") =k’ — k' de atom-atom etkilesmesinin

Fourier doniisiimiidiir. Sag¢ilma dalgasi

thZ h2k12

-1
Vs (k') = ( + i6) T(k', k; h2k? /m) (4.26)

m

olarak tanmimlanir. Burada T, Lippmann-Schwinger denklemlerini saglayan sagilma

matrisidir. Atomlar arasi mesafenin biiyiik oldugu diisiik enerjili elastik sagilmalar i¢in

7T 2k? [ .
k',)k — 0ve th — 0 durumuna bakilmalidir, ¢iinkii Fourier doniisiimiinde K’ niin

1 . .
davranig — ile orantilidir. Bu durumda sagilan dalga fonksiyonu
r

mT(0,0;0)

Yo (1) = — Anher

(4.27)
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(4.27) ifadesi (4.8) le karsilastirildiginda diisiik enerjiler i¢in sagilma matrisi ile sagilma

uzunlugu arasinda soyle bir iligki olusturmaktadir.

4mh?a
T(0,0;0) = (4.28)
Daha genel olarak sacilma genligi ile T matrisi arasinda
fl k") = ——=T(k',k; E = h*k?/m) (4.29)

 4rh?

seklinde bir iligki vardir.
Born yaklagimina gore yani Lippmann-Schwinger denkleminde sadece sag

taraftaki ilk terimin alinmasiyla sagilma uzunlugu asagidaki gibi elde edilir

m
Aporn = WU( 4 hzde'U(T') (430)

Sagilma olayinin elastik olarak gergeklestigi bu hal |E - E’| = 0 durumuna karsilik

gelir.

4.3. Sacilma Uzunlugunun Belirlenmesi

Bu boliimde alkali atomlar igin sagilma uzunlugunun deneysel yontemlerle nasil
belirlendigine kisaca deginilecektir. Pek ¢cok deney sagilma uzunlugunun degerini direk
olarak vermez fakat atom-atom etkilesimleri hakkinda bilgi verirler ki bu bilgiyle de

sacilma uzunlugu hesaplanabilir.
4.3.1. Carpisma tesir kesitinin olciimleri

Ozdes bozonlar igin diisiik enerjili elastik carpismalarda tesir kesiti (cross

section) 87a’olarak verilmisti. Boylelikle elastik tesir Kkesiti olciimleri sagilma

uzunlugunun biiyiikliglinii verir ama isareti ile ilgili bilgi tasimaz.
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4.3.2. Molekiiler spektrum

Iki polarize olmus atomun molekiiler bagli durumlar arasindaki gegis
frekanslarinin 6l¢iimii etkilesim potansiyelinin kisa menzilli kismu ile ilgili ayritili bilgi
verir fakat sagilma uzunlugunu belirlemede 6nemli olan uzun menzilli etkilesimleri

tanimlayamaz.

4.3.3.Fotobilesim spektroskopisi

Soguk atomlarin arasindaki etkilesimlerin anlasilabilmesinde 6zelikle son
yillarda gelisen fotobilesim spektroskopisi teknigi etkili olmustur. Fotobilesim
spektroskopisi birbiri ile molekiiler bagi bulunmayan iki temel haldeki atomun lazer
15181 ile uyarilmasi sonucunda iki atom arasinda olusan etkilesmeyi 6l¢meye dayali bir

yontemdir.

4.3.4. Diger metodlar

Inelastik siiregler atomik etkilesmelerden ¢ok etkilendikleri i¢in bunlarin Sl¢iimii
potansiyelle ilgili bilgi icerir. Bu 6zellikle kiitle numaras1 87 olan Rb i¢in 6nemlidir.
Feshbach rezonansi da atomik etkilesimlere karsi ¢ok hassastir. Bu yiizden bu rezonans
ile 1lgili yapilan c¢aligmalar atomlar arasindaki etkilesmelerin o6zelliklerinin

belirlenmesini miimkiin kilar.

4.4. Alkali Atomlar ve Hidrojen icin Sa¢iima Uzunlugu

Asagidaki kesimlerde farkli alkali atomlar arasindaki etkilesimler i¢in a, triplet
durum igin sagilma uzunlugu, a, singlet durum igin sagilma uzunlugu ve a,
maksimum gerimli durum i¢in sa¢ilma uzunlugu olmak {izere iki atom etkilesimleri igin

sa¢ilma uzunluklar1 atomik birimlerde verilmistir.
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4.4.1. Hidrojen

a,=1.2 (Jamieson ve ark., 1995a).

ve

a, =0.41 (Jamieson ve ark., 1992b)

4.4.2.Lityum

Lityum izotoplariin sagilma uzunluklari fotobilesim spektroskopisini uygulayan
Abraham et. al. tarafindan bildirilmistir (Abraham ve ark., 1997a).
Kiitle numarasi 6 olan Li fermiyonu i¢in
a, =45.167 + 0.008
a,=—2140 + 18
(Bartenstein ve ark., 2005)
Kiitle numarasi 7 olan bozonik Li i¢in
a,=33+2
a,=—27.6+0.5
( Abraham ve ark., 1997b)

Triplet sagilma uzunlugunun negatif degerleri, Li igin birka¢ binden fazla
atomdan olusan yogusma durumlarinin elde edilmesini engeller.

4.4.3. Sodyum

Sodyum i¢in fotobilesim datalarindan Tiesinga tarafindan elde edilen sagilma

uzunluklari

a, =85+3 a, =52+5 (Tiesinga ve ark., 1996)

Daha yakin zamanlarda yapilan deneylerden elde edilen sonuglar ise

a, =19.1+2.1 ve a,, =55.4+£1.2(Abeelen ve ark., 1999) dur.



4.4.4. Rubityum

85 kiitle numarali Rb i¢in Feshbach rezonansi ¢alismalarindan ve farkli
fotobilesim spektroskopisi ¢alismalarindan bulunan degerler asagidaki gibidir:
a, =—-369+16
a, = 2400(+600)(—350)
(Roberts ve ark., 1998; Cornish ve ark., 2000)

42
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5. YOGUSMA DURUMUNUN TEORISI:

Bu boliimde etkilesmelerin oldugu bir sistemde Bose-Einstein yogusmasinin
yapist incelenecektir. Bu amacgla once sagilma uzunlugu a’ nin pargaciklar arasi
uzakliktan ¢ok kii¢iik oldugu homojen olmayan bose gazinin sifir sicaklik 6zelliklerini

inceleyen Gross-Pitaevskii denklemi tanitilacaktir.
5.1. Gross-Pitaevskii G-P denklemi

Iki parcacik arasindaki etkin etkilesimin momentum uzaymnda diisiik
sicakliklarda U, = 4mh?a/m oldugu daha 6nce bahsedilmisti. Bu ifade koordinat
uzayinda U,8(7 — 7") seklinde bir temas etkilesimine karsilik gelir. 7 ve #' bu iki
pargacigin konumlaridir. Cok parcacik durumunun enerjisini bulmak i¢in Hartree ya da
ortalama alan yaklasimi kullanilabilir ve ¢ok parcacik dalga fonksiyonunu da tek
parcacik dalga fonksiyonlarinin simetrik ¢arpimi olarak alabiliriz. Tamamen yogusmus

bir durumda biitiin bozonlar ayni tek parcacik ¢(r) durumundadirlar. N parcacikli

sistem i¢in dalga fonksiyonu tek pargacik dalga fonksiyonlari cinsinden

N
(R Ty Ty = l_[qb(ri) (5.1)

seklinde ifade edilebilir. Burada tek pargacik dalga fonksiyonu normalizedir

J darle®I* =1 (5.2)

Bu c¢ok parcacik dalga fonksiyonu iki atomun karsilikli etkilesmelerini
(korelasyonunu) icermez. Bu etkileri hesabin icine katmak icin kisa dalga boylu
serbestlik derecelerinin bir etkin etkilesimle temsil edildigi U,6(7 — #") potansiyelini
kullanabiliriz. Ortalama alan yaklasiminda pargaciklar arasi mesafeden daha kisa olan
uzunluk boyutlarina karsilik gelen serbestlik dereceleri arasindaki etkilesimler agikca

hesaba katilmaz, bu ylizden kesme dalga sayisi K, , sifir olarak almir. Boylelikle etkin

etkilesim U, sifir enerjideki T matrisine esit olacaktir.
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Bu durumda Hamiltoniyen su sekilde yazilabilir:
N g
B Lea L
H = Z l%+V(ri)l +UOZ6(n s (5.3)

i i<j

burada V (#;) pargaciklarin lizerine etki eden tuzaklama potansiyelidir. Sistemin toplam

enerjisi

(N—-1)
2

hZ
E=NJ[dr 2 VoI +VDIP@I* + Uolp(@I* (5.4)

seklinde elde edilir.

Hartree yaklasiminda biitiin atomlar ¢ (7*) dalga fonksiyonlu taban durumdadr.
Gergek dalga fonksiyonunda bazi atomlar kiiciik mesafelerde atomik dagilimlardaki
giiclii korelasyonlar yliziinden daha hizli uzaysal varyasyona sahip olan durumlarda
bulunabilirler. Bu ylizden ¢ () durumundaki toplam pargacik sayis1t N’ den az olabilir.

Homojen bose gazinda yogusan parcacik sayisinin azalmasina yogusmanin zayiflamasi

denilir. Ortalama alan teorisine dayali Bogoluibov teorisine gore bu zayiflama vna3 ile
orantilidir. Parcacik dagilimmin uzaysal biiylikligiiniin bir 6lgiisii olarak pargacik
bagma disen ortalama hacime esit bir kiirenin yaricapt 7, ’yi alabiliriz. O zaman

parcacik yogunlugu:

1

R &9

3/2
olur. Zayiflama (ri) boyutunda olacaktir ki bu deneylerin gosterdigi gibi erken BEY
deneylerinde kullanilan seyrek gazlar igin yiizde birden daha azdir. Bu yiizden pek ¢ok

durumda etkilesimlerden kaynaklanan zayiflama ihmal edilebilir. ¥V hacmine sahip

homojen bir Bose gazinda taban durumundaki bir pargacigin dalga fonksiyonu % dir.

Bu yiizden bir ¢ift par¢acigin etkilesim enerjisi % dir. Ayni durumda olan N pargacigin

parcacik ¢iftlerinin etklesim enerjilerinden kaynaklanan toplam enerjisi:
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g NON-1)

1
o Uo = 5Vn?Uq (5.6)

Yogusma durumunun dalga fonksiyonunun tanimi

Y@ =VN ¢(® (5.7)
Parcgaciklarin yogunlugu ise:

n(@) = [p@|? (5.8)

ile verilir, - mertebesindeki terimler ihmal edilirse, sistemin enerjisi i¢in

B = [ dr [;‘—m VY@L +VAWOL +5 Ul (59)

yazilabilir. 1 ‘nin en uygun halinin belirlenebilmesi i¢in (5.9)’ un ¥ (7#) ve kompleks
eslenigi Y*(¥) ye gore parcacik sayisinin sabit kalmasi sarti eklenerek minimize
edilmelidir. Lagrange ¢arpanlar1 metodu kullanilarak §E — uéN = 0 yazilir. p, pargacik
sayisinin sabit kalmasina karsilik gelen Lagrange carpanidir ve kimyasal potansiyel
olarak bilinir. 1 ve ¥* deki rastgele degisimler i¢in §E — udN = 0 sart1 saglanmalidir.
Bu islem E— N ° i sabit bir 4 i¢in minimize etmeye esdegerdir. E— N nin ™ ye

gore degisimini sifira esitlersek

hz
— o=V + VAW E) + Ul DI () = () (5.10)

Elde edilir ki bu da zamandan bagimsiz G-P (Gross-Pitaevski) denklemi olarak
bilinir. Bu denklem pargaciklar iizerine etki eden potansiyelin bir dis potansiyel ile diger
bozonlar tarafindan olusturulan ortalama alandan kaynaklanan U, = |4 (#)|? seklindeki
lineer olmayan bir potansiyelin toplamima esit oldugu bir Schrodinger denklemine
benzemektedir. Fakat kimyasal potansiyel Schrodinger denklemindeki gibi 6z deger

olarak goriilmemelidir. Etkilesmeyen pargaciklarin ayni durumda olmasi halinde
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kimyasal potansiyel parcacik basma diisen enerjiye esittir fakat etkilesen parcaciklar
icin boyle sdylenilemez.

Homojen Bose gazi i¢in G-P denklemi
1= Up|p()|*> = Upn (5.11)

sekline indirgenir. Bu sonug¢ kimyasal potansiyelin termodinamik yorumu u = Z—i ile

uyumludur.
5.2.Tuzaklanms Bozonlar icin Taban Durum

Bu kisimda tuzaklanmis bozon gazlari icin G-P denkleminin ¢oziimii
incelenecektir. Bu incelemenin temeli G. Baym ve C.J.Pethick tarafindan Phys. Rev.
Letter’ da 1996 yilinda yayinlanan makaleye dayanmaktadir. Bazi sonuglara ise daha
once R.V.L. Lovelace ve T.J.Tommila tarafindan 1987 yilinda ulasilmisti. Deneysel
uygulamalara uygunluk g6z Oniinde bulunduruldugunda sistemin tanimlanmasi igin
sinirlandirict potansiyel olarak harmonik tuzaklar ele alinacaktir fakat formalizm
kolaylikla daha genel tuzaklara da uygulanabilir.

Hesaplamalara gegmeden Once ¢oziimiin niteliksel Ozellikleri incelenecektir.
Basitlestirmek icin izotropik bir osilator potansiyeli kabul edilerek potansiyel V =
m wir? /2 formunda almmustir. Eger bulutun uzaysal dagilim boyutlar1 ~ R ise osilator
potansiyeli icindeki pargacigin potansiyel enerjisi ~ m w3R?/2 ve Heisenberg
belirsizlik ilkesine gore parcacigin momentumu #2/R boyutunda oldugundan kinetik
enerjisi ~ h?/2mR? olacaktir. Boylelikle etkilesimlerin olmamasi durumunda toplam
enerji R’ nin kiigiik oldugu durumlarda 1/R? ile degisirken R’ nin biiyiikk oldugu
durumlarda R? ile degisir ve kinetik enerjinin potansiyel enerjiye esit oldugu durumda

bir minimumu vardir. Béyle bir bulutun yarigapinin degeri

1/2

Qg = (L) (5.12)

maw,

ile verilen harmonik osilator potansiyelinin karakteristik uzunlugudur. Sonugta buarada
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yaptigimiz osilatér potansiyelindeki tek parcacigin taban durumunun varyasyonel

hesabina esdeger oldugu i¢in bu beklenen bir sonugtur.

Etkilesimlerin etkilerine bakilacak olursa tipik bir par¢acik yogunlugu n = % ve

bir pargacigin etkilesim enerjisi n Uy, = UO% dir. Itici etkilesim durumunda toplam
enerjiye katki R™3 ile orantili oldugu icin itici etkilesimler sistemin denge durumunu
belirleyen toplam enerjinin minumumuna karsilik gelen R degerlerini daha biiyilik
degerlere kaydirir ve sonug olarak Na nin biiyiik degerleri i¢in kinetik enerji terimi
onemini kaybeder. Kinetik enerjinin 6nemsenmedigi giiclii etkilesim limitini incelemek
bu noktada 6gretici olacaktir. Etkilesim enerjileri ve potansiyel enerjilerin toplaminin
minimize edilmesiyle denge biiyiikliigli bulunabilir. Bu durumda bu enerjilerin

mertebeleri ayni olmalidir. Enerjilerin esitlenmesi ile denge yarigap1 su sekilde bulunur.

R~ a, (—) (5.13)

osi

ve parcacik basina diisen enerji

% = hw, <Na) (5.14)

olacaktir. :’—a niceligi boyutsuz olup etkilesimin siddetinin bir Slgiisiidiir ve bir ¢ok
oSt

deneyde atomlarin etkilesmesi i¢in “ den daha biiyiiktiir, dolayisiyla R yaricapi da a,g;
den olduk¢a biiyiiktir. Denge durumunda etkilesim enerjisi ve tuzaklama
potansiyelinden kaynaklanan enerjilerin her ikisi de mw3R? mertebesindedir. Bu

yiizden R™2 ile orantili olan kinetik enerji ile enerjiye gelen diger katkilar arasindaki

oran (%5)4/5 seklinde degisir. Bu da cok parcacikli sistem i¢in kinetik enerjinin ithmal
edilebilecegini gosterir.

Cekici etkilesim durumunda toplam parcacik sayisinin az olmasi halinde toplam
enerji, etkilesimin olmadigi durumdaki gibi R nin bir fonksiyonu olur. Yeterince az
sayida parcaciklt sistemlerde enerji etkilesmeyen pargaciklarin oldugu sistemin
enerjisinin yakininda bir minimuma sahip olur. Fakat etkilesen ve az sayida pargacik

bulunduran sistemin yarigap1 daha kiigiik olacaktir. Bu durum yari kararli bir durumdur



48

¢linkli minimumdan kii¢iik ayrilislarda bile enerji hemen artar ve R’ nin kii¢iik degerleri

igin enerji sonunda —% ile degisir ve yerel minimumdan daha da az olmaya baslar.

Parcacik sayisini artirdik¢a yerel minimumun derinligi azalir ve parcacik sayisi kritik

bir degere geldiginde minimum kaybolur. Bu kritik degerden daha ¢ok pargacigin

oldugu durumda yar1 kararli bir hal gozlenmez. Kritik parcacik sayisi N, ~ al‘c’lsll dir.

Kiitle numaras1 7 olan iki tane lityum atomu F =2 ve my = 2 halinde sistemin
elektronik yapisi triplettir ve sagilma uzunlugu a, = —27.6a, = 1.46 nm dir. Bu
yiizden tuzak frekansi 100 Hz civarindadir bu da a,s nin mikrometre mertebesinde
olmasina karsihk gelir. Pargacik sayisinin kritik degeri de deneylerde 103 olarak
belirlenmistir (Bradley ve ark., 1995; Bradley ve ark., 1997).

5.3. Thomas-Fermi Teorisi

TF teorisinde kinetik enerji parcacik yogunlugunun bir fonksiyonu olarak ifade
edilmistir. Homojen, etkilesimlerin olmadigi bir fermiyon gazi i¢in yogunlugun

fonksiyonu olarak parcacik basina ortalama kinetik enerji agagidaki sekilde yazilabilir:

Exin(n) = Cpn?/3 (5.15)

Burada Cr = 13—0 (3m%)?/3 = 2.8712 olarak tanimlanan bir katsayidir. Bu durumda birim
hacimdeki Kkinetik enerji neg;, olur. Eger gergekte parcacik yogunlugunun uzaysal
degisimi oldukg¢a yavas ise kinetik enerjinin pargacik yogunlugunun bir fonksiyonu
olarak ifade edilmesi yaklasimi uygulanabilir bir yaklagimdir. Bu durumda toplam

kinetik enerji parcacik basina kinetik enerjinin integrali alinarak bulunabilir.

5
Epin = | 37 n(Pegin() = Cpf d37 n3 () (5.16)
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Thomas-Fermi yaklagimi kullanilarak toplam enerji, pargacik yogunlugu ve dis

potansiyelin bir fonksiyonu olarak yazilabilir:

5
Erp = Cp [ A3 n3 (7)) + [ A3, V(@E)n(H)

1
+ 3 [ 37 d3Hn(F) UG, H)n() (5.17)

Burada, U (7, 7,) iki pargacik arasindaki etkilesim potansiyelidir. Thomas-Fermi
teorisinde parcaciklar arasi etkilesimler g6z oniine alinirken (5.17) denklemindeki son
terim parcaciklarin kendileri ile etkilesimlerini de igerir. Sadece c¢ok biiyiikk sayida
pargacik igeren sistemlere uygulandigi i¢in Thomas-Fermi teorisinde bu hatanin

giderilmesine gerek duyulmamistir (Pethick C. ve Smith H., 2008).
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6. BOSE GAZININ MiKROSKOPIiK TEORISi

Bu boliimde uyarilmalarin kuantum dogasi1 da hesaba katilarak Bose gazinin

mikroskopik 6zellikleri incelenecektir.

Hamiltoniyen, belirli bir » konumunda, sirasiyla bir bozon yaratilmasina ve yok
edilmesine karsilik gelen bozon alan operatérleri ¥f(#) ve P(#) cinsinden asagidaki

gibi yazilabilir.
_ Lo e BE PP /S
H= fdr[—lliT(r)ﬂV @ +VEAPTEDE + DT OPTEPEPE] (6.1)

Bu denklem incelenirken itici etkilesimler U, > 0 durumu g6z Oniinde
bulundurulacaktir.

Gross-Pitaevskii denklemi ile calisilirken dogrudan yogusma durumunun dalga
fonksiyonu kullanilir. GP denkleminin ¢6ziimii esas olarak sistemin bir ortalama alan
teorisi ile incelenmesine karsilik gelir. Bu ¢6ziimden elde edilen diizen parametresi
tizerinde meydana gelen, sistemin kuantum dogasindan kaynaklanan dalgalanmalari
hesaba katmak i¢in alan operatorleri kullanilabilir. GP denkleminden elde edilen dalga

fonksiyonu kullanilarak alan operatdrleri asagidaki gibi yazilabilir.

D) = () + 5P (6.2)

Burada y(#), alan operatoriiniin beklenen degeri, 8§y(#) ise; dalgalanma terimidir.
Dalgalanmalar hesaba katilmadiginda hamiltoniyenin Gross-Pitaevskii denkleminde

kullanilan hamiltoniyene doniistiigii rahatlikla goriilebilir.
6.1. Homojen Bose Gazi

V hacimli bir kutunun i¢inde N tane etkilesen pargacigin bulundugu bir homojen
Bose gazini ele alalim.)(7) operatoriiniin momentum uzayindaki karsiligi fourier

dontistimii kullanilarak soyle yazilir.
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(6.3)

(o)

1 gt o
f dite P ()

P yiz
Bunun tersi de soyle yazilabilir.
lp(r)sze haﬁszdpe h ag (64)

=

Bu dontisiimler kullanilarak (6.1) deki Hamiltoniyen su hale gelir:

(6.5)

)
Il
WM
M
<o
Q
=L+
QD
Ty
+
N
(=)
SN
=L+
+
Q|
(SN
"Gi —+
|
Q
QD
=
Q
Ty

0_ P g 5 A
Burada e; = — dir, a, ve d;
komiitasyon bagintisini saglayan yaratma ve yok etme operatorleridir.

operatorleri ise p momentumlu bozonlar igin Bose
(6.6)

Etkilesen bir sistemde en diisiik enerjili tek par¢acik durumunun makroskopik
olarak dolduruldugunu diisiinelim.

ve
dO |N0 > = 1/N0|N0 - 1 >

Hamiltoniyende @, ve dg operatorleri yerine bu operatorlerin beklenen degeri

(6.7.2)

(6.7.b)

olan /N, ve /Ny+1 kullannmi ilk defa Bogoliubov tarafindan yapilmistir
(Bogoliubov, 1947). Sifirdan farkli p durumlarinin birinci mertebeye kadar olan

katkilar1 g6zoniinde bulundurularak Hamiltoniyen sdyle yazilabilir

(6.8)

~ NgUg 0 AT A noUy AT At A A
H= > + Z (&5 + ZnOUO)aﬁaﬁ+ > Z (aﬁa_ﬁ+aﬁa_ﬁ)

B(B#0) B(B#0)
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ny = % sifir momentumlu durumda bulunan parcacik yogunlugudur. (6.8)

denklemindeki birinci terim sifir momentumlu durumda bulunan N, pargacik igin
sistemin etkilesim enerjisidir. ikinci terim ise eg + 2nyU, bagimsiz uyarilmalardan
gelen terimdir ki bu terim p momentumlu uyarilmis durumda bulunan par¢aciklarin
diger atomlarin etkilesim potansiyellerinden kaynaklanan Hartree-Fock alanindaki
enerjisidir. Bu terimin geregi gibi degerlendirilebilmesi i¢in temas potansiyeli yerine
sifir menzilli olmayan daha gergek¢i U(r) etkilesimine bakmak gerekir. Bu etkilesimin

Fourier dontistimii olan U (p) asagidaki gibi bulunur

7
Up) = j d7 U(r) exp <—iﬁ . ﬁ) (6.9)

Hamiltoniyende dg ve d, yerine (6.7) de verilen 6zdegerler kullanilirsa Ny’ 11 terimin

katsayis1 asagidaki gibi olur

1
Z ny[U(0) + U(p)] a;%aﬁ + 3 z nOU(p)(a;%atﬁ + aza_z) (6.10)
p(p=0) p(=0)

d;dﬁ terimi iki katkiya sahiptir. Ilki sifir momentumlu durumdaki N, atom ile

p momentumlu durumdaki parcacigin direk etkilesimlerinden gelen Hartree enerjisi
olan nyU(0) dan, ikincisi ise bir atom kendiliginden yogusma durumundan p
momentumlu duruma sagilirken p momentumlu durumdaki bir atomun sifir
momentumlu duruma sacilmasini iceren degisim (exchange) yada Fock teriminden
gelen katkidir. Temas potansiyeli igin U(p) etkilesiminin Fourier doniisiimii p’ den
bagimsizdir. Bu yilizden Hartree ve Fock terimleri her ikisi de noU, a esit olur. Son
terim ise iki atomun +p momentumlu durumdan yogusma haline sagilmasina ve
yogusma durumundan +p momentumlu duruma sagilmasini igerir.

Simdi, uyarilmis durumlarin etkisini incelemek i¢in;

N5 Uq
2V

AT A noUg
+ Z (eg + 2n4Up) a;aﬁ+ —
B(p#0) B(p#0)

H=

@ha';+aza_z) (6.1
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denkleminin 6zdegerlerini bulalim. Orjinal hamiltoniyen parcacik sayisini korur. Bu
yiizden yeni Hamiltoniyenin 6zdegerleri belirli bir ortalama toplam pargacik sayisi igin

bulunmak istenirse, toplam pargacik sayisi operatorii
N= z ala, (6.12)
p°p )
p

halini alir. Sifir momentumlu durum i¢in yaratma ve yok etme operatdrleri

yerine beklenen degerleri kullanilabilir, bu durumda

N=Ny+ Z atay (6.13)

olur. Toplam pargacik sayisi cinsinden (6.8)’ deki Hamiltoniyen su sekilde

yazilabilir.
-~ N2U, 0 ~ 1o Uo ~T a1 4.5
H=—7+ [(eﬁ + noUp)asas + — (aﬁa_ﬁ + aﬁa_ﬁ)] (6.14)

flk terimde toplam pargacik sayisi operatdrii N yerine beklenen degeri kullanilmustir.
Pargacik sayisindaki dalgalanmalar kiigiik oldugu i¢in bu akillica bir yaklagimdir. d;gdﬁ

nin katsayisinin sg + 2nyU, dan sg + nyU, a azalmasi da toplam pargacik sayisinin
sabit kalmasi sartindan dolayidir. Klasik limitte bu terim kimyasal potansiyelin
eksilmesine karsilik gelir ¢linkii sifir sicakliktaki homojen Bose gazi i¢in kimyasal
potansiyel nyU, dir. eg + noU, enerjisi p nin yoniine bagh degildir. Bu yiizden

Hamiltoniyen simetrik formda yazilabilir.

nyU,
+ == (ala’; + aﬁa_ﬁ)] (6.15)
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Toplam simgesinin iizerindeki tirnak isareti, toplamin sadece momentym U#2Yin yarisi

lizerinden almacagim gosterir ve p ile —p ye karsilik gelen terimler yalnizca bir kere

sayilmalidir.
6.1.1.Bogoliubov doniisiimii

(6.15) ifadesindeki hamiltoniyen farkli p degerlerine karsilik gelen ¢iftlenmemis
terimlerden olusmustur. Bagimsiz terimlerin toplamindan olusan Hamiltoniyendeki bir

terim soyle yazilabilir.
R = eo(a'a + BB) + & (a'B" + ba) 6.16)

Burada &,,&, kompleks sayilardir. @' ve @ operatédrleri  momentumlu bozonlar igin

yaratma ve yok etme operatorleridir ve —p momentuma sahip bozonlar i¢in ayni
operatorler b ve b ile gosterilmistir.

Bogoliubov’un sivi helyum icin yaptigi gibi tuzaklanmis bozonlar i¢in de
Hamiltoniyen o6zdegerleri ve 6zdurumlari kanonik doniisimden elde edilebilir. Bu
yaklasimda temel fikir yeni bir &, 8 operator seti olusturarak Hamiltoniyeni @*a@ ve g18
terimleri cinsinden ifade etmektir. Diger bir deyisle bu yaklasim hamiltonyen
operatOriinlin yaratma ve yok etme operatorleri cinsinden diyagonal hale getirilmesidir.
Bu metod ¢ok kolaylik saglayan bir yaklasim haline gelerek manyetizma ve
stiperiletkenlik teorisinde de genis dlgiide kullanilmistir.

Bozonlar i¢in yaratma ve yok etme operatorleri asagidaki komiitasyon

bagintilarina uymalidir.
[a, a™)=[b, b']|=1 ve [a, bT]|=[b, at|=[a, b]=[a", bT] = 0 (6.17)

Yeni operatorler &, B su sekilde tanimlanabilir.

_|_
B = ub + va' (6.18)
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Buradaki u ve v ° ler belirlenecek katsayilardir. Ayrica bu operatorlerin Bose

komiitasyon bagntilarini saglamasi gerekir.

[a,81] = [B.a'] = [a.B] = [a", 1] = 0 (6.19)

3

u ve v ° nin fazlarim rastgele sectigimiz i¢in u ve v yi gergek alabiliriz. (6.18)

denklemlerini (6.19) ve (6.17) de verilen komiitasyon bagintilarin1 kullanarak yeniden
yazarsak u ve v igin

u?—v?2=1 (6.20)

sartina ulasilir. (6.18) denklemlerinin ters doniisiimii de

a=ua—vp*t
b =uf —va* (6.21)
seklinde verilir. (6.21) denklemlerini (6.16)’ da yerine koyacak olursak
h = 2v%ey — 2uve; + [go(u? —v?) — 2uwvg J(@Ta + )
+ &, (u? + v?) — 2uve @B + frat) (6.22)

elde edilir. (& + f*a* ) teriminin katsayisi sifirlanacak sekilde u ve v asagidaki gibi

secilebilir,

u = coshtvev =sinht (6.23)

bu durumda &; (u? + v?) — 2uve, terimi

£,((cosht)? + (sinh t)?) — 2¢g, sinh tcosht = 0 (6.24)

haline gelir ve
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€1

tanh 2t = — (6.25)
€o

yazilabilir.

g= [e2 — &2 (6.26)

u? = %(2—0 + 1) (6.27.2)
ve
02— %(2_0 _ 1) (6.27.b)

elde edilir. Bu doniisiim yapildiginda

P

h=e(ata+p™p)+e—¢g (6.28)

ifadesine ulasilir.

Taban durum enerjisi olan & — g, negatiftir, uyarilmis durumlar @t ve g1
operatorleri tarafindan olusturulan & enerjili iki bagimsiz bozona karsilik gelir. € nin
gercek olmasi i¢in g 1n biiyiikliigiiniin &, inkinden biiyilk olmasi gerekir. Eger
le1| > |&p| olursa uyarilma enerjisi sanal olur ve sistemin kararsiz olmasi durumuna

karsilik gelir.
6.1.2. Temel uyarilmalar

(6.14) Hamiltoniyenini diagonal hale getirmek i¢in bir 6nceki boliimiin sonuglari

kullanilarak asagidaki doniisiimler yapilacaktir.
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5 (6.29)

Burada kullanilan operatorlerin basit modeldeki karsiliklart:

dz;>a ,d_z=>b ,az;=>a, a_z>p dir. Bu doniisiimler sonucunda toplam

Hamiltoniyen
_. N2U, ! a1 0
H = >V + z 520 e5l;05 — > z (sﬁ +noUp — &3 (6.30)
PP B(p=0)
seklinde elde edilir. Burada
2 2
&5 = \/(eg +noUp)" — (noUp)? = \/(eg) + 2ngUoe; (6.31)

ile verilir. Elde edilen bu enerji dagilimi klasik yaklagimlar kullanilarak elde edilenle
aymdir. Kiigiik p momentumlari igin

nyU,
s2 =22 (6.32)

m

olmak tlizere enerji spektrumu &, = sp seklindedir.

Temel uyarilmalar1 yaratan ve yok eden operatorler

~T _ At At

a; = uply; +vzaZ; (6.33)
deki gibi verilirler. u; ve v; katsayilari

uj—vi=1 (6.34)

normalizasyon sartini saglarlar.

Sonugta etkilesen bozonlardan olusan sistemin davranisinin enerjilerinin

Bogoliubov spektrumu ile verilen etkilesmeyen bozon toplulugu ile ayni oldugu
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goriiliir. Ayn1 sonug klasik yaklagimlar kullanilarak de elde edilebilirdi. Sistemin taban
durumunda uyarilma yoktur ve @;|0) = 0 olur. Hamiltonyene dalgalanma terimlerinin
kiibik ve dordiincii mertebe terimleri dahil edildiginde uyarilmalar soniimlenir ve

enerjileri Bogoulibov spektrumundan farklilagsmaya baslar.

6.1.3. Yogusmanin zayiflamasi

(6.12)° de pargacik sayisi &g ve @z cinsinden verilmisti. Bu denklemi tekrar
yazarsak
N = 2 2 2 AT 0 "T "T ~ A~
N=N,+ z vs + Z (ug +vp ) az@s — Uj V3 (aﬁa_ﬁ + a_ﬁaﬁ) (6.35)
p(P+0) B(p+0) 3(F=0)

seklini alir. Bu ifade de ilk terim yogusmadaki atomlarin sayist ve diger terimler ise
uyarilmalarin olmadigr etkilesimlerin yogusmada olusturdugu zayiflamadir. Etkilesen
gazlarda taban durumda gift parcacik etkilesimleri yiiziinden pargaciklarin timii sifir
momentumlu durumda kalamaz yani sifir momentumlu parcacigin bulunma ihtimali
azalir. Geri kalan terimler ise ger¢ek uyarilmalar sebebiyle yogusmada olusan

zayiflamay1 verir. (6.30) Hamiltoniyeninin 6zdurumlarina karsilik gelen durumlar igin
a?;r;a?tﬁ nin beklenen degeri ve bunun hermityen eslenigi yok olur boylelikle parcacik

say1s1 operatorii asagidaki gibi yazilabilir.

N =Ny + 2 vs + Z (uf +v3)dla, (6.36)
pB=0)  B(B=0)

Bu momentumu sifirdan farkli § momentumlu uyarilmalarin N, sabit kalacak sekilde
gaza eklenmesi durumunda toplam pargacik sayisinin asagidaki  biiytikliikle

degisecegini gosterir.

v, = uz + 17123 =— (6.37)
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Burada n,, = eg + nyU, dir, dolayisiyla toplam parcacik sayisi sabit tutuldugunda N,
in bunu karsilayacak sekilde azaltilmasi gerekir. Biiyilk momentumlarda bir uyarilmaya
karsilik gelen pargacik sayisi 1 degerine yakinsar. Buna karsin kiigiik momentumlarda
etkin parcacik sayisi ? seklinde 1raksar.

Sifir sicaklikta taban durumdaki zayiflama (6.36) daki ikinci terimin

hesaplanmasiyla tam olarak bulunabilir ve uyarilmis durumdaki birim hacim basina

diisen parcacik sayisi

1 5 dap. , 1 /ms\3
fex =7 Z Vs T | 2nn)3 P T 3n2 (T) (6.38)
5(F=0)

seklinde elde edilir. Dolayisiyla pargacik yogunlugu ¢ = \/% koherens uzunlugu
0

olmak iizere ¢3 hacmi basina 1 dir. Bu sonug p ~ ? i¢cin vzz; = 1 oldugu ve daha biiyiik

momentumlar i¢in ise hizla azaldigi g6z Onilinde bulunduruldugunda kolayca

anlagilabilir. Uyarilmis durumlardaki parcacik yogunlugunun biiyiikliigii, birim hacimde

bulunan dalga sayis1 % den daha kiiciik durumlarin sayis1 mertebesindedir. Bu ii¢ boyutta

f% e karsilik gelir.
4amh?a
m

(6.37) de U, =

oldugu kullanilarak (6.38) de yogusmanin zayiflamasi

sacilma uzunlugu cinsinden de

— =——4/nad (6.39)

seklinde ifade edilebilir.

Bu sonug tiiretilirken yogusmadaki zayiflamanin az oldugu varsayilmistir. Bu
ylizden parcaciklar arasindaki boslugun sagilma uzunlugundan biiylik oldugu
durumlarda ya da n> n,, oldugunda gecerlidir. Pek ¢ok deneyde taban durum
zayiflamas1 yilizde 1 basamagindadir. Feshbach rezonansi civarinda pargaciklar
arasindaki boslugun sacilma uzunlugu ile kiyaslanabilir olmasit ortalama alan

yaklagiminin gegerliliginin 6tesindeki etkilerin 6lgiilmesi ihtimalini artirir (Cornish ve

ark., 2000).
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6.1.3.Taban durum enerjisi

Enerjiye daha yiiksek mertebeden katkilarin hesaplanabilmesi ancak etkin

potansiyel yerine U, = imh’a ifadesinin kullanildig1 basit yaklagimin 6tesine gecilmesi
ile miimkiin olabilir. Bu etkin potansiyel yaklasimi esas olarak sadece diisiik
momentumlu durumlar i¢in gegerlidir. (6.30)’ da verilen Hamiltoniyen igerisinde bu
etkin potansiyelin biitin p momentum durumlan i¢in kullanilmasi hesaplana taban
durum enerjisinin 1raksamasina sebep olur. Taban durum enerjisinin tutarli bir hesabini
yapmak i¢in etkin etkilesim potansiyeli olarak belirli bir p. kesilim momentumu ve
tizerindeki tiim momentum durumlarini hesaba katan bir U(p.) etkin potansiyelinin

tanmimlanmas1 ve (6.30) Hamiltoniyeninde p, momentumu tizerindeki tiim durumlardan

gelen katkilarin toplam diginda birakilmasi gereklidir. Yani taban durum enerjisi

N?U(p.)
By =— P2 Z (9 + noUs — &) (6.40)
P<Pc

seklinde verilmelidir. Buradaki U(p.) etkin potansiyeli

U 1
U(pc) = U, +7 Z F (6.41)

p(<pc) P

ile verilebilir ve bu ifade yukaridaki denklemde kullanildiginda taban durum enerjisi

N2U0 (noUp)?
E, = -~z Z (3 + noUp = & — —23—) (6.42)

p(p< Pe) p

haline gelir. Eger p. kesilim momentumu ms le karsilastirildiginda biiyiik fakat % ile

karsilastirildiginda kiiciik olacak sekilde segilirse sonu¢ p. ye bagh olmaz ve ny ~n

oldugu gercegi de kullanilirsa taban durum enerjisi i¢in asagidaki sonug bulunur.

E, n?U, 8 sm\3 _  nPlU, 128
Eo _ sm _ 1 J 3) 6.43
+ (h)sm 2 (+15\/E e (649
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Yukaridaki enerji diizeltme teriminin ilk sekli enerjideki degisimin mertebesinin,
ters koherens uzunlugundan daha kiiglik dalga sayisina sahip durumlarin sayisi ile bu
dalga sayisina karsilik gelen tipik enerjinin ¢arpimi kadar oldugunu gosterir. Bu sonuca

ilk defa Lee ve Yang (Lee ve ark., 1957) tarafindan ulasilmistir.
6.1.5. Belirli parc¢acik sayisina sahip durumlar

Orijinal mikroskopik Hamiltoniyen (6.5) toplam pargacik sayisini korur. Bir
parcacik icin yoketme operatoriiniin beklenen degerinin sifirdan farkli oldugu
varsayimi, inceledigimiz durumlarin pargacik sayisi operatoriiniin 6zdurumlarindan
olmadig1 anlamina gelir. Izole edilmis bir gaz bulutunda parcaciklarin sayisi
sabitlenmistir ve bu ylizden parcacik yoketme operatoriiniin beklenen degerinin sifir
olmasi gerekir. Yoketme operatoriiniin sifirdan farkli bir beklenen degere sahip
oldugunu farzetmek, fotonlarin sebep oldugu elektromanyetik alanin klasik olarak ele
alinabilecegini farzetmeye benzer. Her iki halde de farkli sayida parcacik ya da foton
iceren durumlarin siliperpozisyonu olan koherent durumlarla ¢alisilir. Asagidaki
operatorler tanimlanarak belirli bir parcacik sayisina sahip olan Bose gazinin 6zellikleri

hesaplanabilir (Girardeau ve ark., 1959; Girardeau, 1998).

- aO(NO + 1) 1/2 "

¢l =al(Ny+1)72a, (p+0) (6.44)

Burada N, = dg&o, sifir momentumlu durum i¢in parcacik sayist operatoriidiir.
Bu operatorlerin pargacik sayisinin sifir olmadigi herhangi bir sifir momentumlu

duruma uygulanmasi halinde Bose komiitasyon bagintilarina uyduklar1 goriliir. Ayrica

p # 0 durumlar i¢in (f‘;;

Cp Ve d;gdﬁ birbiriyle 6zdestir. Hamiltonyen igerisinde 6;; ve
¢ operatorlerinin sadece ikinci mertebeye kadar olan terimleri alinarak tam yogusma

durumundan az farkl olan belirli bir N parcacik sayisina sahip durumlar i¢in



62

Hamiltoniyen s0yle yazilabilir

N(N = DU,

2V
’ I’V\O
+z {(e" +—U0> eles + el e_s
5(p=0) Py ( pp p p)

U N N =3 —
+ 70 N (No + 2)(N, + 1)6;;6;5 + 6565 \/ (No + 2)(N, + 1)]} (6.45)

H=

6.1.6.Tuzaklanms bir gazdaki uyarilmalar

Klasik durumda yapildigi gibi enerji icin bir fonksiyonelle ise baslamak yerine
(6.1)’ deki Hamiltoniyen operatorii ve yogusmus durumun ayri olarak ele alinmasina
karsilik gelen (6.2) ifadesi g6z oOniinde bulundurulabilir. Ayn1 zamanda pargacik

sayisindaki degisimleri hesaba katmak i¢in K = H — uN operatoriiyle ¢alismak daha

uygundur. Dalgalanma operatorlerinin olmadigi terim E(i) = [ dr [%lVl,b(r)lz +
V) |y@)|? +§U0|1/J(r)|4] Gross-Pitaevskii ~ fonksiyonelidir. Tek dalgalanma

2
operatorii iceren terimler, i zamandan bagimsiz G-P —j—mvzlp(r) + V(r)y(r) +

Uolp(@) 12y (r) = mp(r) denklemini sagladigi zaman kaybolur ve ikinci mertebeden

dalgalanma operatorlerini igeren terimler goz 6niine alindiginda K soyle yazilabilir.

R = A - uN = E,
o h? ~
+ J dF <—5¢T(?)ﬁv25¢ )
+ V@ + 200|635 B - u| 8P E 8P )
Us ¢ remn s
=y @2 (s @)

+p @[50 O} (6.46)

Bu da sabit potansiyele sahip gazin enerjisi i¢in (6.13) ifadesi ile benzerdir.
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K operatorii diyagonalize edilip, matris notasyonunda yazilirsa;

R =-9MP (6.47)
olur. Burada
& 5P
Y= [ o 6.48
sPt (6:48)
ve
—(h?/2m)V2 +V + 2U|p|* — Upp?
Mo [TV RV 2 e Uy | e

dir. A ve B vektorleri arasindaki i¢ ¢arpim sdyle tanimlanir

ATB = Z ] drAL(r)B, (1) (6.50)

a=1,2

a, indisi vektoriin bilesenlerini gosterir.
Hermityen olan M operatoriinii diyagonalize etme donisimii bulunmak
istenmektedir. M operatoriiniin 6zfonksiyonlar1 Bogoulibov denkleminin ¢oziimleriyle

yakindan iligkilidir. Bogoliubov denklemleri matris notasyonunda
MW, = ¢0,W; ya da MW; = & W; (651)

seklinde yazilabilir. Burada

WF[ZE] (6.52)
dir, ve
s, (1) _01] (6.53)
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bilinen Pauli spin matrisidir.

Bogoulibov denklemlerinin ¢6ziimleri Hermityen olmayan o,M operatoriiniin
ozfonksiyonlaridir. (6.51) deki Bogoulibov denklemlerinin eger €; 6zdegerli bir ¢oziimii
varsa g; = —g; Ve w; = v;,v; = u; olan ikinci bir ¢dziimiin var oldugu da goriilebilir.

VIG-TMWL- - (WiTMWj)* niceligi hesaplanarak bir ortogonallik sart1 elde edilebilir.
Bir taraftan M Hermityen oldugu i¢in bu ifadenin sonucunun sifir olmasi gerekirken,

diger taraftan (6.51) denkleminden dogrudan hesaplanabilir ve

(& — &) j dr(wu; —vv) =0 (6.54)
ye ulagilir.

fd?(uiuf —vv) =0, # ¢ (6.55)

N; = f a7 (w2 — [w]?) = w'a,w, (6.56)

Niceligi 6zvektoriin 0, metrigine gére normudur. (6.54) denklemini i=j hali i¢in
uygulayarak, kompleks ¢o6ziimlerin normunun sifir oldugu bulunur. Kompleks
0zdegerler yogusmada dinamik bir dengesizligin varligina isaret eder.

Gergek frekansl modlar i¢in normalizasyon sartlar1 sdyle se¢ilmelidir

dr(u; — vyv; % Ne>0 6.57
j r(uiuj —vv) = {_51'1' N; <0 (6.57)
g = —¢g Ve w =v;, v;=u;gercek Ozdegerli Bogoulibov denklemlerinin

¢Ozlimiiniin normu orijinal ¢éziimiin ters isaretlisidir.

Simdiye kadar M matrisinin yanlizca Hermityen karakterini kullandik.
Tuzaklanmis bir gaz igin taban durumda M matrisi pozitif yar1 belirlidir ¢linkii
degismeleri enerjiyi sadece arttirir dolayisiyla enerji 6zdegerleri negatif olamaz ve o,M

matrisinin 6zdegerlerinin gergcek oldugu gosterilebilir. Bunu anlatmak igin (6.51)
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denklemlerinin ikincisini WiTMWi = EiO'ZVViT’l bulmak i¢in soldan aZI/I/;r ile carpariz.
Sol taraf pozitif yar1 kararli ve M 6zfonksiyonu olan W; nin sifir olmasi halinde sifira

esit olur eger W; boyle bir Ozfonksiyon degilse kompleks oOzdeger tarafindan

saglanamayan bir sart olan siWiTaZWi > 0 y1 takip eder ¢ilinkii boyle bir durumda norm
sifirdir. Boylelikle biitiin 6zdegerlerin gercek olmasi gerektigi sonucu c¢ikarilabilir.
Dahasi bir durumun 6zdegerinin saglanacak esitsizligin normuyla ayni isarete sahip
olacag1 sonucu da ¢ikartilabilir sifir 6zdegerli 6,M 6zfonksiyonlar1 sifir normlu olarak
gosterilebilir. Belirli bir mod i¢in bu Orneklendirilme rahatlikla yapilabilir. Sifir
6zdegerli Bogoulibov denklemlerinin ¢6ziimleri de ayrica bulunabilir ki buda y yerine
—1 alindig1 durumda W@ vektoriine ve dolayisiyla u® = v =1 olmas: haline
karsilik gelir. Bu ¢6ziim, Bogoulibov denklemlerini saglar ¢linkii i Gross-Pitaevski
denkleminin bir ¢oziimiidiir (6.56) denkleminden direk olarak normun sifir oldugu
goriilebilir ve bu da yogusma dalga fonksiyonunun fazindaki genel bir degisime karsilik
gelir. (6.55) denkleminden bu modun sifirdan farkli € modlarina ortogonal bir mod

oldugu goriilebilir
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7. COK PARCACIK BOZON SISTEMLERI: YENI BIR YAKLASIM

Bu bolimde ¢ok parcacik bozon sistemlerinin incelenmesinde bozonlar
arasindaki etkilesimlerin sonlu menzile sahip olmasi durumunu da g6z oniine alan bir
yaklagim gelistirilmeye calisilacaktir. Bu amagcla 6nce ikinci kuantumlanma formalizmi
kullanilarak sistemin toplam hamiltonyeni, belirli bir 7 konumundaki parcacigin
yaratilmasina ve yok edilmesine karsilik gelen T(#)ve ¥(#) alan operatorleri
cinsinden ifade edilecektir. Daha sonra dogal orbitaller tanimlanacak ve son olarak Fock
uzaymda yerlesim sayilar1 gosterimi ve dogal orbitaller kullanilarak sistemin toplam
hamiltonyeni tanimlanacaktir. Bu toplam Hamiltonyen kullanilarak hem dogal

orbitallerin ve hem de bu orbitallere karsilik gelen yerlesim sayilarinin nasil elde

edilebilecegi sunulacaktir.
7.1. ikinci Kuantumlama ve Toplam Hamiltoniyen

Cok parcacik sistemini tanimlamada ikinci kuantumlanma formalizmi uygun bir
gosterim saglar. Bu yaklasimda sistem, alan operatorleri T(#) ve ¥(#) kullamlarak
tanimlanabilir. Kapali bir ¢ok-parcacik sisteminde, 6zellikle sistemin hareket sabitleri
olarak tamimlanabilecek olan parcacik sayisi ve toplam enerjiye karsilik gelen, sayi
operatorii N ve Hamiltoniyen operatorii H alan operatorleri cinsinden kolayca ifade
edilebilir. Sistemin taban durumunun elde edilmesi i¢in Hamiltoniyen operatoriiniin
beklenen degerinin minimum olmasi1 sart1 kullanilabilir. Bu sekilde taban durum
belirlendikten sonra, alan operatorleri kullanilarak sistemin taban durumdaki tim
ozellikleri elde edilebilir.

P1'(#) ve P(#) alan operatorleri tiim # uzay koordinatlari ile tanimlanan bir
Hilbert uzayinda etki eden operatorler olarak tamimlanir. 7 siirekli bir degisken
oldugundan s6z konusu Hilbert uzaymin serbestlik derecelerinin sayis1 sonsuzdur.
Bozonlardan olusan siirekli sistemler i¢in alan operatorleri asagidaki yer degistirme

bagintilarina uyar:

[p@), PTF)] = 6 —77) (7.1)
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[P@,PGED] = [@T@,PTE)] =0 (7.2)

Burada [A, B] gosterimi AB — BA seklinde tanimlanan A ve B operatorlerinin
komiitasyonunu ifade eder. Alan operatorleri kullamlarak sayr operatori N ve
Hamiltoniyen operatorii H olusturulabilir. Pargaciklar bir V(#) dis potansiyeli etkisinde

hareket ettigi bir sistem i¢in parcacik sayis1 ve Hamiltoniyen operatorleri

N = [ &7 Pt @) (7.3)

)

= —h—zfdp PTEIVP () + f 3 PTFEIVEDP ()
=5 UG T ERAUAGIAGIIG

1 - - ~ -
+ Ef J BHBHPTEDPTEIUFE)PEDP () (7.4)

ile verilir. Burada U(7;,) verilen sistemin g¢ift-parcacik etkilesim potansiyelini gosterir.
YT (#)P(H) carpimi alanm yogunluk operatdrii olmasi nedeniyle tiim uzay iizerinden
toplami alindiginda toplam pargacik sayisini verir. Hamiltonyen operatoriiniin ifadesi
makroskopik verileri elde etmek i¢in kullanilan Schrodinger formiilasyonunun beklenen
deger tanimina benzerdir. Aradaki fark, Schrodinger formiilasyonunda sistemin dalga
fonksiyonu kullanilirken, ikinci kuantumlanmada alan operatdrlerinin kullanilmasidir. N
parcacikli ve E enerjili herhangi bir durum |Wy; > ile gosterilsin. N ve H operatorii
|Wyg > durumuna uygulandiginda sistemde bulunan parcacik sayist N ve sistemin

toplam enerjisi E,
Nl"IJNE >= NllPNE > (75)
I:I\l"IJNE >= Ell{JNE > (76)

0zdeger denklemleri ile tanimlanir. Burada genellikle < ¥y |Wyg >= 1 olarak segilir.
P(#) ve PT(#) alan operatorleri, orthonormal tam bir set olusturan ¢;(#*) tek-
parcacik dalga fonksiyonlar1 ile artirma ve azaltma operatorleri kullanilarak seriye

acilabilir:
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P = ) al (i)

L

P = ) a®i) (7.7)

L

Burada at ve @ ile gosterilen artirma ve azaltma operatorleri,
al[N >=+VN|N -1 >
a'l[N>=VN+1|N+1> (7.8)
esitliklerini saglarlar ve asagidaki yer degistirme bagintilarina uyarlar:

a;, al] = &,

a;.a,] = [al,al] = 0 (7.9)

P(#) ve PT(#) alan operatorlerinin denk. (7.1) ve denk. (7.2) de tanimlanan ozellikler

denk. (7.7) ile birlikte degerlendirildiginde, ¢;(#) fonksiyonlari igin,
Lipi(M) ¢ (7)) =8F -7 (7.10)
esitligi elde edilir.

Burada §(# — 7*), 3-boyutlu Dirac-delta fonksiyonudur. i sayisi enerji 6z degeri

gibi ¢esitli tek-parcacik durumlarmi tanimlayan bir indis olmak iizere, tek-pargacik

dalga fonksiyonlar1 orthonormal oldugundan,
| d*7¢; ()¢ () = 6 (7.11)

yazilabilir. Bu durumda sistemin toplam Hamiltoniyeni artirma ve azaltma operatorleri

cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:
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A=) <ilf|j>ala +Z <ilplj>ala+ ) <ij|olk > aldfaa  (7.12)
Lj ikl
Burada

R h?

<i|T|j >= — o= d*1¢] V()
m

<i|P)j >= [ d*# i RV (P ()
< l]|U|kl >= [ [d’F 1d3 ] (r1)¢] PUGPHMGINGY, (7.13)

operatorleri sirasiyla kinetik enerjiye, dis potansiyele ve pargaciklar arasi etkilesim

potansiyeline karsilik gelen matris elemenlaridir.
7.2.Yogunluk Matrisleri

Yogunluk matrisleri ¢ok pargacik sistemlerinde pargaciklar arasi korelasyonlarin
belirledigi ¢ok sayida yap1 arasindan N parcacik dalga fonksiyonu ile ilgili bilgileri
cekip cikartmaya yarayan kullanislt bir aragtir. Bu kisimda 6zellikle N parcacik dalga
fonksiyonuyla ilgili indirgenmis yogunluk matrisleri ele alinacaktir. Kuantum
durumlarinin genis kapsami i¢inde N parcacik dalga fonksiyonu durumlari saf durumlar

olarak bilinir.
7.2.1.Tek parcacik yogunluk matrisleri

|p) durumunun spine bagli tek par¢acik yogunluk matrisi su sekilde tanimlanir.

(¥y¥* “in her zaman simetrik oldugu gézoniinde bulundurularak)

viEE) =N f %y .. Ay P (F By o B Y (R, 3y o o) (7.14)

Burada X = (#,s) uzay ve spin koordinatlarinin her ikisini de igerir. Bu ifadenin

spinden bagimsiz versiyonu ise
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@r) = z Y1(Fs; 7's) (7.15)
S

esitliginden elde edilebilir. N katsayis1 parcacik sayisidir ve uzaysal parcacik yogunlugu
n(7) ‘yi veren yogunluk matrisinin kdsegen elemanlari toplamini normalize etmek igin
ozellikle segilmistir.

N pargacikli bir sistem i¢in n(7) sistemdeki pargaciklarin 7,7, 75 ... ... Py
koordinatlarindan herhangi birinin # koordinatinda bulunma olasiligmnin yogunlugudur

ve tek parcacik yogunluk matrisinin izi ile tanimlanr.
n@) =G, = [ dinGD = [ EFnEH =N (7.16)

Siirekli degiskenlerle calisildiginda bir matrisin izi, kdsegeninin iizerinden
integrali anlamina gelir. Spine bagl tek pargacik yogunluk matrisinin konum uzay1
tizerinden izi spin yogunluk matrisidir.
ney (F) = 12 Gis; 7s) (7.17)

Bu spin, polarizasyonunun uzaysal yogunlugu ve yonii hakkinda bilgi icerir. Tek

parcacik orbitalleri kullanilarak bu yogunluk matrislerinin Heisenberg gdsterimi Spin

orbitalleri ¢; (¥) i¢in

(i) = [ didi'¢; (Dn G396 (7.18)
ve konum orbitalleri ¢; (#) i¢in

(il = | | @7d i gi @m0 @) (7.19)

seklindedir. Indis takimimin bu her iki durum iginde farkli oldugunu belirtmekte fayda
var. (7.18) ifadesinde i ve j alt indisleri, ayn1 uzaysal kisma sahip olan fakat farkli spinli

orbitalleri ayirt edecek sekilde olmalidir. (7.19) esitligindeki indisler ise sadece konum
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orbitalleri arasindaki farklilig1 belirtir. Spin degigkenleri {izerinden alinan iz (7.15)’ e
gore (7.19)° da uygulanmustir. (i|y;|j) benzeri ifadeler genellikle gbéz Oniinde
bulundurulan orbital setleri baglaminda kullanilmistir. Bu farklilik yiiziinden ikinci
ifade konum yogunluk matrisi olurken ilki spin yogunluk matrisidir. Bu matrislerin

kosegenleri de spin orbitallerinin ve konum orbitallerinin doluluk miktarlarini verir.
7.2.2.1ki par¢acik yogunluk matrisleri

Spine bagli iki parcacik yogunluk matrisleri asagidaki gibi tanimlanir.
-> - >y o N(N_]‘) - - > o5 o - X201 20 2 -
Vo (X1Xp; X1X5) = Tf dXsz ... dXNP (X1 X X5 .. XY (X{X3X5 ... Xy)  (7.20)
Tek parcacik yogunluk matrisi ile iligkisi ise asagidaki gibidir.
> oy 2 - > > >y >
(6 x') = mj dx; ¥2(X1X2; X1X3) (7.21)

Spinden bagimsiz iliskilere spin degiskenlerinin izi alinarak ulasilabilir. Tek
pargacik durumuna benzer olarak iki pargacik yogunluk matrisinin kdsegeni X; de bir
parcaci@in X, de baska bir par¢acigin bulunma olasilik yoginlugu olan n, (X, X,) cift
yogunlugunu verir ve bu noktalardaki dalga fonksiyonunun ¥, ve X, koordinatlarindaki

olasilik yogunlugunun N(N — 1) katidir.
1y (Xy, X2) = 2y2 (X1 %5 X1 X3) (7.22)

(7.18) ve (7.19)’ a benzeyen tek parcacik orbital setleri kullanilarak ¢ift pargacik

yogunluk matrisleri de benzer bir yolla belirlenebilir.
7.3. Dogal Orbitaller
Tek pargacik yogunluk matrisi ¢ok sik kullanildigindan bazen sadece yogunluk

matrisi olarak adlandirilir ve g¢ogunlukla p(#',7) seklinde gosterilir. Tek pargacik

yogunluk matrisinin alan operatdrleri cinsinden tanimi oldukca basittir ve
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p(F',7) =y (7', 7) =< Pt @) [Y(r) > (7.23)

seklinde verilir. Tek parcacik yogunluk matrislerini alan operatorleri, artirma ve azaltma
operatorleri ve orthonormal bir set olusturan tek parcacik dalga fonksiyonlart cinsinden

ifade edersek

p(7) =< Y algiG)1 ) ;00 > = ) gl ® <dlla>  (729)
i j ij
elde edilir. Eger, kullanilan tek parcacik dalga fonksiyonlari seti yogunluk matrisini
kosegen yapacak sekilde yani < &ﬂ&j >=§;; olacak sekilde segilirse bu durumda

yogunluk matrisi
p(,7) = ) $iGNPFINSy = ) Nii (Fhu(P) (7.29)
ij i

haline indirgenir. Bu sarti saglayan ¢;(7) tek pargacik dalga fonksiyonlar1 dogal

orbitaller olarak adlandirilir ve bunlara karsilik gelen N, sayilar1 bu orbitallere yerlesen

parcacik sayilarmi verir. Dogal orbitaller c¢ok parcacik dalga fonksiyonlarinin
olusturulmasinda kullanilan tek parcacik durumlarinin se¢iminde oldukg¢a etkili bir
yontemdir (Davidson 1972). Cok parcacik bozon sistemlerinde, yogusmus ve
yogusmamis kisimlarin oranlari dogal orbitaller kullanilarak hesaplanabilir (Minguzzi
ve ark. 1997). Bu orbitaller baz alindiginda daha 6nce (7.12) denklemi ile verilen
sistemin Hamiltoniyen operatdriiniin beklenen degeri yani sistemin toplam enerjisi E

cok daha basit bir forma indirgenerek

N . 1 _
E = Zni <i|T|i > +Zni <i|7)i > _EZ n;(n; + 1) < ii|O)ii >
i i i

1 _ _
+EZnin]-(< ij|0)ij > +< ij|0)ji >) (7.26)
ij
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haline gelir. Buradaki < i|T|i >, < i|V|i > ve < ij|U|ij > ifadeleri dogal orbitallerin
tanimladig1 durumlar arasindaki matris elemanlaridir ve daha 6nce denk. (7.13)° te

verilmistir, n; ler ise her bir i. seviyedeki pargacik sayisidir.
7.4. Taban Durum

Sistem taban durumda bulundugunda sistemi tanimlayan dogal orbitallerin sekli
ve her bir dogal orbitale yerlesen parcacik sayisi sistemin toplam enerjisi E’ i
minimum yapacak sekilde diizenlenir. Bu temel prensipten hareket edilerek ve
denk.(7.26)’ da sistemin toplam enerjisi i¢in verilen ifade kullanilarak taban durumda
hem dogal orbitaller hem de bu orbitallerde bulunan pargacik sayilar elde edilebilir.

Bu calismada, parcgaciklar arasi etkilesimlerin géz oniine alindigi N-pargacikli
bir bozon sisteminin fiziksel ozelliklerinin belirlenmesinde sistemin durumu dogal
orbitaller cinsinden tanimlanarak dogal orbitallerin ve seviyelerdeki pargacik sayilarinin
elde edilebilecegi bir yontem gelistirilmistir. Bu boliimde gelistirilen bu yaklagim
sunulacaktir.

Bu yaklagim esas olarak yukarida anlatilan ikinci kuantumlanma formalizmine
ve dogal orbitallerin kullanimina dayalidir. Sistemin taban durumunun elde edilmesi

i¢in sistemin hamiltoniyeni ikinci kuantumlama formalizmi kullanilarak

= (p|H|p) = an i|T]i) Zan (n; — 1)(ii|0it)

2Znn, (i7]015j) + (i7]0ji)] (7.27)

seklinde ifade edilmistir.
Burada yer alan (il’f"lj) ve (ijlﬁlkl) matris terimleri sirasi ile hamiltoniyende
yer alan tek pargacik operatorii ile iki pargacik etkilesim potansiyelinin dogal orbitaller

arasindaki matris elemanlaridir ve ¢;(#) dogal orbitaller olmak tizere;

A h?
<l|T|]) = f gb:((F) l_ ﬁvz + Vsm1rlay1c1(F) ¢)](F)d7_; (7.28)
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(i101kt) = [[ 91 o, IVG DI F)aRa, (7.29)

seklinde yazilabilirler. Buradaki ¢;(7") dogal orbitalleri herhangi bir orthonormal ;(7)

baz seti cinsinden:

¢:i(F) = Z cij@;(¥) (7.30)

J

seklinde yazilabilir.
Sistemin taban durumunu belirlerken takip edilebilecek yollardan birisi toplam

enerjiyi dogrudan N; doluluk oranlar1 ve C = {ci j} matrisinin elemanlari cinsinden ifade
etmek ve toplam enerjiyi verilen sinirlamalar altinda minimum yapan N; doluluk
oranlari ve C = {ci j} lineer kombinasyon katsayilarini belirlemektir. Boylece hem dogal
orbitaller hem de bu seviyelerin doluluk oranlar1 dogrudan belirlenmis olur. Bu

calismada bu yol tercih edilmistir.

(7.30) ifadesi (7.28) ve (7.29) denklemlerinde verilen matris elemanlari

ifadesine yerlestirilirse:
(i|T]i) = ]Z Cf}‘P;(T)TZ CikPr(r) or = z Z ¢ij CikTik (7.31)
J k ik
T = [ ;)0 a7 (7.32)
(ij|O|kt) = ff Z Ciy®p Z cj*q(p’&ﬁZ Crhr Py Z CispsdTydT, (7.33)
P q T s

(01 =D iy acircis [ @G0 GV, GOWGIdR T, (734
14 q r S

(ij|U|kl> = Z z Z z C;p C]chkrcisqurs (7.35)
p q T s
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ve
Ui = Z Z z z Ci*p C;q CirCisUpgrs (7.36)
p q

r N

elde edilir. Bu sonuglarin kullanilmasi ile sistemin toplam enerjisi

1
E= Z n; Z Z Cij CirTjre + EZ ni(n; — 1) z 2 z 2 Cip CigCirCisUpqrs
i j k i p q r s
1 * *
+ Ez nn; z Z Z z Cip Cjg (CirCistCirCis)Upgrs (7.37)
ij p q 1T s

olur. Burada c;; katsayilar

Z C;p ij = 611 (738)

p

ile verilen orthonormallik sartlarini ve toplam pargacik sayisinin korunumu

Z n =N (7.39)

i

sartin1 saglamalidir. Ancak, herhangi bir dogal orbitali isgal eden parcacik sayisinin

pozitif bir say1 olmasi1 gerektigi i¢in
n; = d? (7.40)

olarak tanimlanmistir ve bu durumda

N = z a2 (7.41)

olmalidir.
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Varyasyonel ilke geregince sistemin taban durumunda enerjinin degisimi sifir

olacagindan verilen smirlamalar altinda enerjiyi minimum yapan ¢; Ve

d; katsayilarinin belirlenmesi i¢in Lagrange‘m bilinmeyen ¢arpanlar metodu
kullanilmistir. Bu amagla yukaridaki toplam pargacik sayisi ve orthonormalizasyon
siirlamalari, ilgili Lagrange ¢arpanlari ile ¢arpilarak enerji ifadesine eklenir ve (7.40)

denkleminde verilen tanim kullanilirsa

2 2 1 2 2 * *
F= Z di Z Cip gp + Ez di (di - 1) Z z Z Z Cip Ciqcircisqurs
i D i P q r s

l d?d? Y cE(CinCictCinCi U d?

+ 2 i Clp qu (CLTC]S+CJTCLS) pqrs +u i

ij p q T s i=1
+ Z AU Z Cipcjp (742)
ij

p=1

Burada orthonormal ;(#) baz seti i¢in hamiltonyenin i¢inde yer alan tek
parcacik operatérii T nin 6z fonksiyonlar1 kullamlmistir yani T;(#) = g¢;(#)
seklindedir Bu durumda ilgili matris elemanlari

T,

pq = €p0pq (7.43)

seklinde elde edilir. (7.42) denkleminde u, A;; Lagrange ¢arpanlaridir. i ve j toplamlari
dogal orbitaller iizerinden ve p,q,7,s toplamlar1 baz seti tizerindendir. Bu toplamlarin

her ikisi de sonsuz elemanli olmakla birlikte uygulamada bu toplamlar belirli bir

degerde kesilir.
Enerjinin minimum olmasi i¢in bu fonksiyonun tiim serbest parametrelere gore
; . . . OF oF
tiirevlerinin sifir olmasi1 gerekir, yani PR 0 ve e = 0 olmalidir. ¢y, katsayilari reel
k kt

olarak secilerek bu kismi tiirevler hesaplandiginda
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+ dk(ZdI% - 1) Z Ckpcchkrcksqurs + Z dkdi2 Z (Cipckq
D

pqrs i qrs
+ Ciqckp)(ckrcis + CirCis) qurs + 2ud, =0 (7.44)
elde edilir. Burada :gi = 6;, oldugu gozoniinde bulundurulmustur.
D

Ikinci olarak F fonksiyonunun c, Katsayilarina gére tiirevlerinin de sifir olmasi

gerekir. Burada da —u

= 8imGjn oldugu gdzoniinde bulundurularak ifadeler asagidaki

Cmn

sade forma indirgenir.

JoF 5
E = 2djcCre€t

+ dlzc (dlzc - 1) z Ckpcchkr(upqrt + qutr) + dl% Z diz Z Cir(cipckq
pqr i pqr

+ CpCiq(Upgre + Upger) + Z(Aik + Aei)ciy = 0 (7.45)
i

Bu denklemler normalizasyon ve pargacik sayisi sinirlamalar1 ile birlikte

Lagrange carpanlart ve ¢y, Ve d; katsayilart i¢in ¢oziilerek sistemin taban durumuna

karsilik gelen dogal orbital dalga fonksiyonlar1 ve doluluk ¢arpanlari elde edilir.
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8. UYGULAMA ve SONUCLAR

Bu c¢alismanin esas hedefi ¢ok pargacik bozon sistemlerinin taban durum
Ozelliklerini incelemek i¢in yeni bir yaklasim gelistirilmesi idi bu anlamda ¢alismada
elde edilen sonuglar 7. Bolimde sunulmustur. Bu bdliimde ise bir dnceki bolimde
sunulan bu yaklasimin model bir sisteme uygulanmasi ve yapilan hesaplamalarin

sonuclar1 sunulacaktir.
Model sistem olarak bir boyutlu %mw(z)rz seklinde bir harmonik osilator

potansiyeli i¢inde tuzaklanmig N tane bozon igeren bir sistem gozoniine alinmistir.
Sistemde bulunan bozonlar arasinda alisilageldigi gibi Dirac delta fonksiyonu ile
tanimlanan itici bir temas potansiyeli yerine sadece parcaciklar arasi mesafeye bagl

olan
Uur) =V, & -ria? (8.1
0\/E .

seklinde bir etkilesim potansiyeli bulundugu kabul edilmistir. Burada a potansiyelin
etkin menzili olarak degerlendirilebilir. Boyle bir potansiyel kullanmaktaki temel amag
parcaciklar ars1 etkilesimlerin sonlu menzile sahip olduklar1 gergeginin goz Oniinde
bulundurulmasidir.

7. boliimde gelistirilen yaklasim ¢ercevesinde sistem incelenirken baz seti olarak
harmonik osilatér potansiyelinde tuzaklanmis bir tek parcacik i¢in Schrodinger

denkleminin ¢éziimleri olan

@;(r) = ’\/EZii! H;(r)e™""/? (8.2)

Hermite fonksiyonlar: kullanilmistir.

Bu bolimde sonuglar wverilirken tiim uzunluklar harmonik osilatoriin
karakteristik uzunlugu —— , Ve tim enerjiler harmonik osilatdr potansiyelinin
0

karakteristik enerjisi hw, cinsinden verilmistir.
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Tuzakta toplam N =500ve N =1000 pargacik olmasi durumlar1 gbzoniine
alinmig ve her iki durumda pargaciklar arasi etkilesim potansiyelinin menzilinin
a? =0.1, 0.01ve 0.001 degerleri igin ve a — 0 a karsilik gelen dirac delta potansiyeli
icin hesaplamalar yapilmigtir. Her bir a , N ¢ifti i¢in parcaciklar arasi etkilesim
potansiyelinin siddetinin 0.002 ile 0.05 arasinda degistigi bir aralik taranmustir.

Tiim hesaplamalarimizda biitiin bozonlarin taban duruma karsilik gelen dogal
orbitale yerlestigi, pargaciklar arasi etkilesimler sebebiyle diger dogal orbitallere bir
uyarilma olmadigi gbézlemlenmistir. Bu sonu¢ 6. Bolimde sundugumuz Bogoliubov
yaklagiminda elde edilen sonugla celigir gibi goziikse de, Bogoliubov yaklagimi 3
boyutlu sistemler ic¢indir. Oysa ki burada ki hesaplamalar 1 boyutlu sistemler i¢in
yapilmistir. Ug boyutlu sistemler i¢in hesaplama yapildig: takdirde sonuglarin uyumlu
olmas1 beklenebilir.

Sekil 8.1 de, N =500 i¢in elde edilen kimyasal potansiyel u ve parcacik basina
enerji E/N degerlerinin grafikleri farkli etkilesim potansiyeli menzilleri i¢in verilmistir.
Sekil 8.1 de parcaciklar arasi etkilesim menzilinin a®= 0.1 ve 0.01 degerleri ile dirac
delta potansiyeli i¢in elde edilen sonuclar tiim etkilesim siddetleri i¢in birbirine son
derece yakindir ve ilgili grafikler iist iiste binmektedir. Ancak a? = 0.001 i¢in elde
edilen sonuglar diisiik etkilesim siddetlerinde digerleri ile ayn1 iken etkilesim siddetinin
belirli bir degerinden sonra davranista belirgin bir ayrilma gozlenmektedir.

Pargaciklar arasi etkilesimin menzili biiylik oldugu zaman, tuzak igerisinde
bulunan bir pargacik neredeyse tuzak icerisinde bulunan biitiin diger pargaciklarla
etkilesim i¢inde olacagindan gordiigii etkin potansiyel sabit bir deger kadar artmig gibi
olacaktir. Dolayisiyla parcaciklar arasi etkilesimin menziline bagli olan etkileri
goremeyecektir. Ayrica etkilesim potansiyeli ifademiz Onilindeki V|, c¢arpani harig
integrali daima 1 olacak sekilde tanimlanmistir. Bu sebeple etkilesim menzili uzun
oldugu zaman farkli menziller igin toplam enerjiye gelecek katki ayni olacaktir. Ote
yandan dirac delta potansiyeli r = 0 noktasi haricinde sifir oldugundan etraftaki
parcaciklarla hemen hemen hi¢ etkilesmez ancak gene potansiyelin integrali 1 olacagi

icin bulundugu noktada potansiyeli sabit bir deger kadar artmig gibi goriir.
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Sekil 8.1a Sistemde 500 pargacik varken parcaciklar arasi etkilesim potansiyelinin siddetine gére
kimyasal potansiyel ¢ niin degisimi.
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—— & potential
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0 T T T T T
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025

Vo

0,030

Sekil 8.1b Sistemde 500 parcacik varken parcaciklar arasi etkilesim potansiyelinin siddetine

gdre parcacik basina diisen enerji E /N’ nin degisimi.
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Parcaciklar arasi etkilesim menzilinin, tuzak ic¢inde bulunan parcgaciklarin
arasinda bulunan ortalama mesafe ile karsilastirilabilir olmasi halinde ise etkilesim
potansiyelinin menzilinden kaynaklanan etkilerin goriilmesi beklenmelidir. Dolayisiyla
Sekil 8.1 de a?= 0.001 durumuna karsilik gelen sonuglarin digerlerinden belirgin bir
sekilde ayrilmasi da etkilesim menzilinin sonlu olmasinin dogal bir sonucudur.

Sekil 8.2a da tuzak igerisinde N =1000 adet pargacik bulunmasi durumunda
farkli etkilesim menzilleri i¢in sistemin kimyasal potansiyeli u niin pargaciklar arasi
etkilesimin siddeti ile degisimi verilmistir. Burada da kimyasal potansiyelin davranisi
Sekil 8.1a ile benzerdir. Ancak, bu durumda a? = 0.001 menzili i¢in bulunan sonuglarin
diger sonuglardan ayrilmasi etkilesim siddetinin daha kiigiik degerlerinde ortaya
cikmaktadir.

Sekil 8.2b de parcacik basina diisen enerji E /N’ nin pargaciklar arasi etkilesim
siddetine gore degisimi farkl etkilesim menzilleri i¢in verilmistir. Grafik incelendiginde
bir 6nceki paragrafta kimyasal potansiyel p i¢in verilen tartigmalarin E /N i¢inde aynen
gecerli oldugu goriilebilir.

Farkli menziller i¢in elde edilen sonuglar arasindaki ayrim kimyasal potansiyel
ve parcacik basina enerji grafiklerinden agik¢a goriilmekle birlikte bu ayrilmanin
dogasin1 daha 1y1 gorebilmek i¢in sistemin dalga fonksiyonunun incelenmesi de faydali
olacaktir.

Sistemin dalga fonksiyonlar1 esas olarak dogal orbitallere karsilik gelir. Dogal
orbitallerin doluluklarina bakildiginda tiim parcaciklarin en diisiik enerjili dogal orbitale
yerlestigi ve iist seviyelerin bos oldugu daha once belirtilmisti. Taban duruma karsilik
gelen bu dogal orbitalin dogrudan grafigini ¢izip incelemek miimkiin olmakla birlikte,
cok sayida etkilesim siddeti i¢in bu grafikleri olugturmak ve bunlar1 inceleyerek anlamli
sonuglara ulagmak zordur.

Hesaplamalarda dogal orbitallere karsilik gelen dalga fonksiyonlarinin Hermite
fonksiyonlart cinsinden ifade edildigi daha once belirtilmisti. Taban durum dogal
orbitalin dalga fonksiyonlarini ¢izmek yerine dogal orbitallerin agilim katsayilariin
etkilesim siddetine goére degisimini ¢izmek etkilesimlerin siddetinin ve menzilinin

degisimiyle sistemin davranisinin daha 1yi anlasilmasini saglayabilir.
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Sekil 8.2a Sistemde 1000 pargacik varken parcaciklar arasi etkilesim potansiyelinin siddetine
gore kimyasal potansiyel Y niin degisimi.
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Sekil 8.2b Sistemde 1000 pargacik varken pargaciklar arasi etkilesim potansiyelinin siddetine
gore parcacik basina diisen enerji E /N’ nin degisimi.
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Taban duruma karsilik gelen dogal orbital kullandigimiz baz seti cinsinden

Bo(1) = ) Cojep; () (8.3)
J

seklinde verilir.
Sistemde N =500 parcactk olmasi durumunda, (8.3) ifadesindeki Cy;
katsayilarinin ilk dordiiniin (j =0,1,2,3 ) parcaciklar arasi etkilesim potansiyelinin

siddetine gore degisimi farkli etkilesim menzilleri i¢in Sekil 8.3 te verilmistir.

1,00 -05
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— =110 — 2
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o al=1100 0.4 — a2=1/100
— a%=1/1000 e o
0,90 1 & potential a“=1/1000
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_0‘3 4
0,85 -
o .
§) — ¢)
0,80 -
,0‘2 4
0,75 -
,0‘1 4
0,70 -
065 . . : : : : 00 : : : : : :
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 005 0,06 0,00 001 0,02 003 0,04 005 0,06
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06 -0,6
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—_— a2
05 | az_moo 05 1 — a’=1/100
' | — a’=l/1000 — a%=1/1000
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N (2
o g 03
031
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-01 1 /
/
//
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v, v,

Sekil 8.3 Sistemde N=500 parcacik olmasi durumunda, dogal orbital agilim katsayilarinin farkli

etkilesim menzilleri i¢in pargaciklar arasi etkilesim potansiyelinin siddetine gore degisimi
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Cy; katsayilarinda birinci indis ortak olarak 0 oldugu i¢in grafiklerin ¢iziminde
dikkate alinmayarak sadece ikinci indise gore adlandirma yapilmustir. Sekil 8.3 te Cy;
katsayilarinin davranist incelendiginde farkli etkilesim menzilleri i¢in goézlenen
davraniglar arasindaki farklilasmanin Sekil 8.1 ve Sekil 8.2 de goriilenden ¢ok daha
once basladigi ancak etkilesim siddetinin yaklasik olarak 0.012 degerinde davranisin
karakterinde keskin bir degisimin oldugu goriilmektedir. Bu davranis karakterindeki ani
degisim noktas1 Sekil 8.1 ve Sekil 8.2 de gozlemlenen ayrimin baslangi¢ noktasina
karsilik gelmektedir.

Ozellikle Cy, katsayismin grafigi incelendiginde V, =0.012 degerinde bir
kirilmanin oldugu gozlemlenmektedir. Bu durumun sebebi parcaciklar arasindaki
etkilesimin belirli bir seviyenin lizerine ¢ikmasi sonucunda daha yiiksek enerjili tek
parcacik seviyelerinin tercih edilir hale gelmesidir.

Bu kritik degere kadar C,, katsayisinin genligi beklendigi gibi siirekli azalirken
Co1 Ve Cyz katsayilarmin genlikleri siirekli artmaktadir. Buna karsin C,, katsayisi
Vy =0.012 degerine kadar artarken bu noktadan sonra azalmaktadir.

Sistemde N =1000 parcacik olmasi durumunda, (8.3) ifadesindeki Cy;
katsayilarinin ilk dordiiniin (j =0,1,2,3) pargaciklar arasi etkilesim potansiyelinin
siddetine gore degisimi farkli etkilesim menzilleri i¢in Sekil 8.4 te verilmistir. Genel
olarak bakildiginda bu durum igin de benzer degerlendirmeler gegerlidir. Ancak bu
durumda Cy, katsayisinin genligindeki kirilma etkilesim siddetinin yaklagik olarak
Vy, =0.006 degerinde gerceklesmektedir.

Kirtlmanin gézlendigi nokta icin NV, degerinin yaklasik olarak ayni kaldigi
sOylenebilir ki, bu da normal olarak beklenen bir durumdur. Ciinkii parcaciklar arasi
etkilesimlerden dolay1 parcacik basina diisen enerjiye gelen katki bu degerle orantilidir.

Burada yapilan ¢alisma genel olarak degerlendirildiginde etkilesen ¢ok pargacik
bozon sistemlerinin taban durum o6zelliklerini elde etmek igin parcaciklar arasi
etkilesimlerin sonlu menzile sahip olmasi halinde de uygulanabilecek bir yaklasim
gelistirilmistir. Bu yaklasim model bir ¢ok pargacik bozon sistemine uygulanarak
parcaciklar arasi etkilesimlerin hem siddetinin hem de menzilinin sistemin davranisi
lizerinde ayr1 ayr1 etkin oldugu sonucuna varilmistir. Ozellikle pargaciklar arasindaki
mesafe ile etkilesim potansiyelinin menzilinin karsilagtirilabilir oldugu durumlarda

sistemin farkli davranislar sergiledigi gézlemlenmistir.
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Sekil 8.3 Sistemde N =500 parcacik olmasi durumunda, dogal orbital a¢ilim katsayilarinin farkli

etkilesim menzilleri i¢in pargaciklar arasi etkilesim potansiyelinin siddetine gore degisimi
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