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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Simgeler 

la
    

: Virial katsayıları 

                        : Lagrange çarpanları 

        : Ters  sıcaklık 

  
    

    
      : Tuzak içindeki x,y,z yönlerindeki manyetik alanlar 

    : Gazın öz ısısı  

    : Enerji 
                                       : Harmonik osilatörün enerjisinin beklenen değeri 

)(zg                                
: Bose Einstein fonksiyonları 

                                             : Planck sabiti 

k                                           : Boltzman sabiti 

m                                     : Parçacıkların kütlesi 

                                  : indirgenmiş kütle 

                                    : Kimyasal potansiyel 

                                      : Yoğuşan parçacık sayısı  

eN                                     : Uyarılmış durumdaki parçacıkların sayısı 

                                        : Tuzaktaki parçacık sayısı 

  (    )                          : Tuzak merkezindeki parçacık yoğunluğu 

P                                     : İdeal Bose gazının basıncı 

S(N,V,E)                            : Parçacık sayısı, hacim ve sistemin enerjisine bağlı 

   entropi                             

   (nK)                 : BEY in oluşmaya başlaması için gereken kritik sıcaklık 

U                              : Durum denklemi 

                        : Özdeş parçacıklar için    tane parçacığın s  enerji 

   seviyesinde olma ihtimalidir. 

                                    : Harmonik osilatörün karakteristik açısal frekansı 

V                                 : İdeal Bose gazının hacmi 

n/1                       : Parçacık başına düşen hacim 

kTez



                             : Fugasite 

                                    : Parçacıkların ortalama termal dalga boyu 

)(z                            : Rieman-Zeta fonksiyonları 

 

Kısaltmalar 

BEY                                  : Bose Einstein Yoğuşması 

F-D                          : Fermi-Dirac 

G-P                              : Gross-Pitaevski  denklemi 

JILA                         : Joint Institute for Laboratory Astrophysics 

MIT                          : Massachusetts Institute of Technology 

MOT                             : Magneto-optik tuzak 

RICE                             : Rıce University  

TF                                 : Thomas-Fermi 

TOP                                : Dönen manyetik alanlı tuzak 

Yb                               : Ytterbium
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1. GİRİŞ 

 

Doğadaki tüm parçacıklar spinlerine göre ikiye ayrılır. Spinleri tam sayı olanlar 

bozon, spinleri buçuklu sayı olanlar ise fermiyon olarak adlandırılır. Özdeş parçacıklar 

bir araya geldiklerinde bozon ve fermiyon olmalarına göre farklı özellik gösterirler, 

çünkü bu parçacıkların dalga fonksiyonları bozonlarda simetrik, fermiyonlarda ise 

antisimetrik davranış sergiler. Fermiyonlar birbirlerini iterlerken bozonlar 

‘sosyalleşerek’ aynı halde birikmeye başlarlar. Bu yüzden bozonlar düşük sıcaklıklarda 

tuzaklandığında tek bir dev madde dalgasına yoğuşarak faz geçişine uğrarlar. Bu 

yoğuşmaya Bose-Einstein Yoğuşması (BEY) denir (Jochim, 2004).  

 

 

 

          

 

Şekil 1.1. U. Ernst ve ark. (1998) tarafından yapılan deneyde Rubidyum atomlarının hız 

dağılımının görüntüsü. İlk şekil yoğuşma sıcaklığının hemen üstündeki gazın görüntüsü, ikinci ve üçüncü 

şekillerde yoğuşmanın henüz başladığı andaki görüntü ve en sonuncu şekil buharlaştırarak soğutma 

yapıldıktan sonra yaklaşık olarak tüm parçacıkların (pure condensate) yoğuşmaya katıldığı durumda elde 

edilen görüntüdür. Mavi renk en az, kırmızı renk en fazla olmak üzere, renkler her bir hız dağılımındaki 

atomların sayısını gösterir.   
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Çizelge 1.1. 1995 ve 1996 yıllarında yapılan BEY ile ilgili ilk deneylere ait veriler (Ketterle ve ark. 1996) 

 

 JILA 95 MIT 95 MIT 96 RICE 95 

Atom      Na Na     

Saçılma uzunluğu +6nm +5nm +5nm -1.5nm 

Kullanılan tuzak tipi TOP Optik engelli 

mag. tuzak 

Yonca yaprağı 

mag. tuzak 

Sabit mag. 

Tuzak 

  
    

    
   

           
 
  

27 4*    100 1 

İlk BEY Haziran 95 Eylül 95 Mart 96 Temmuz 95 

   2*    2*    15*    2*    

   (nK) 100 2,000 1,500 400 

  (    ) 2*     1.5*     1*     2*     

    2,000 5*    5*    ? 

Soğuma zamanı 6 dak. 9 s 30 s 5 dak 

Yaşam süresi 15 s 1 s 20 s 20 s 

 

Nc : Tuzaktaki parçacık sayısı, Tc : Kritik sıcaklık, nc : tuzak merkezindeki parçacık yoğunluğu,  

No : yoğuşan parçacık sayısı 

 

Bozonik atomların ilk Bose-Einstein yoğuşması haziran 1995 tarihinde JILA 

(Joint Institute for Laboratory Astrophysics)’ da Anderson ve arkadaşları tarafından 

Rb87  atomları kullanılarak gerçekleştirilmiştir. Bu deneyde 2,000 tane atom 

kullanılmış, saniyede 6 atom yoğuşmaya uğramıştır ve yoğuşan atomlar ancak 15 saniye 

bu halde kalabilmişlerdir. 

Bu ilk deneyin ardından 1995-1996 yıllarında farklı gruplar tarafından arka 

arkaya BEY olayı gerçekleştirildi. Bu ilk BEY deneyleri ile ilgili bilgiler Çizelge 1.1 de 

verilmiştir. Bu deneylerin sonuçları fizikçileri oldukça fazla etkiledi çünkü kuantum 

mekaniğinin erken dönemlerinde ortaya atılan temel fikirlerin öngörüleri deneysel 

olarak gerçekleştirilerek ispatlanmıştı. 

2001 yılında Eric A. Cornell, Wolfgang Ketterle ve Carl E. Wieman Bose-

Einstein yoğuşmasının gerçekleştirilmesi ve yoğuşmanın özellikleri ile ilgili yaptıkları 

temel çalışmalardan dolayı Fizik dalındaki Nobel Ödülünü almışlardır. 
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BEY olayının gerçekleştirilmesi için yaklaşık 70 yıl süren bu arayış 1924 de 

başlamıştı. Hintli fizikçi S.N. Bose, 1924 yılında Bose-Einstein kuantum istatistiğini 

sunar sunmaz (Bose,1924) Einstein, Bose-Einstein yoğuşması fikrini ortaya attı  

(Einstein, 1924). Bose klasik elektrodinamik sonuçlarına hiç başvurmadan sadece 

istatistiki argümanlar kullanarak siyah cisim ışımasında fotonlar için Planck dağılım 

yasasının türetilebileceğini gösterdiği bir makale yayımladı. Einstein bu makalenin 

önemini hemen kavradı kendisi de bu konu üzerinde çalışarak bozonik parçacıkların 

kuantum teorisini geliştirdiği iki ayrı makale yayımladı.  

Siyah cisim ışıması,  sıcaklığı T ve hacmi V olan bir oyuğun ışımasıdır. Bu 

olaya kavramsal olarak farklı ancak sonuç olarak aynı olan iki açıdan bakılmıştır. 

1-) (Planck’ın yaklaşımı) Kuantize olmuş     
 

 
     enerjilerine sahip olan 

harmonik osilatör topluluğu olarak. Burada    0,1,2  şeklinde tamsayılar ve     

harmonik osilatörün karakteristik açısal frekansıdır. 

Diğer alternatif ise,  

2-) Eş ve ayırt edilemeyen parçacıklar olarak değerlendirilebilen    

frekanslarına ve  s  enerjilerine sahip fotonlardan oluşan bir gaz olarak, 

İlk görüş Planck tarafından 1900 yılında ortaya atıldı.  Bu yaklaşımda harmonik 

osilatörler birinden diğerine değişen çeşitli     frekanslarında titreşmektedir ve böyle 

bir sistem Maxwell-Boltzman istatistiğine uymaktadır fakat bu durumda eş bölüşüm 

fonksiyonu klasik ifadeden farklı olacaktır. Çünkü osilatörün enerjileri sürekli değil 

kesiklidir.    açısal frekanslı osilatörün Planck’a göre enerjisinin beklenen değeri (sıfır 

noktasındaki terim hariç) aşağıdaki gibidir.   

         

     
   

         
                                                                                                                    1.1  

 

  İkinci görüş Bose’ un 1924 yılında geliştirdiği görüşdür.  Bose’ un uğraştığı 

problem bir sistemde fotonların çeşitli enerji seviyelerine nasıl dağılacağı idi fakat her 

zaman yapıldığı gibi farklı fotonların farklı enerji seviyelerine paylaştırılmasıyla 

uğraşmak yerine, enerji seviyelerinin kendilerinin istatistiğine yoğunlaştı.    tane 

fotonun doldurduğu          enerjili seviyelerin olma ihtimaline baktı.   ’nin ve 

  ’nin ortalama değerleriyle ilgilendi. Bu zaten Boltzman istatistiğiydi. 
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Şöyle ki: 

Herhangi bir sistem için entropi yaklaşık olarak 

 

                                                                                                                       1.2 

 

 

 

 ifadesi ile verilebilir. Burada      , özdeş parçacıklar için    tane parçacığın    enerji 

seviyesinde olma ihtimalidir. 

Termal dengede olan bir sistemde (örneğin kara cisim için) entropinin 

maksimum olması gerekir. Entropi maksimum edilirken Lagrange çarpanları metodu 

kullanılırsa maksimize etme durumunda sistemde nelerin sabit tutulacağı hesabın içine 

katılabilir. Sistemdeki toplam parçacık sayısı ve toplam enerjinin değişmeyeceği 

düşünülerek aşağıdaki ifadeye ulaşılır: 

 

               

 

        

 

                                                                          1.3  

 

  Burada     Lagrange çarpanlarıdır. Her bir enerji seviyesindeki parçacık 

sayısının ortalama değeri işlemler yapıldığında aşağıdaki gibi olur. 

 

     
 

        
                                                                                                                     1.4  

                                                                                                           

Burada 

 

   
 

  
  ,   

 

  
                                  1.5  

 

ve  , kimyasal potansiyeldir. 

Burada  Bose’un yaptığı yaklaşım sistemdeki parçacık sayısının sabit olmaması 

gerektiğidir çünkü siyah cisim ışımasında fotonlar soğrulup tekrar yayılmaktadır ve bu 

da foton taneciği sayısının sabit kalmasını engeller ve     olmasını getirir. Yani 

Lagrange çarpanları metodunda parçacıkların sayısının sabit olması şartı artık 

olmayacaktır. s  nin ortalama değeri için 
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sonucuna ulaşırız ki bu da Planck’ ın bulduğu değerle (1.1) aynıdır.  

Osilatör (Planck) yaklaşımıyla Bose’ un sonucu bulmak için attığı matematiksel 

adım birbirine paraleldi. Einsetin problemi daha da derinlemesine düşündü. Fotonlar 

ayırt edilemeyen parçacıklardı ve sistemin enerjisi azaldığında fotonlar taban enerji 

durumuna yerleşebiliyorlardı ve taban duruma yerleşirken sayı sınırlaması gelmiyordu 

yani taban duruma istenen sayıda parçacık yerleşebiliyordu. Bunu bir adım öteye 

götüren Einstein, herhangi bir sistemde fotonlar yerine yine özdeş ama kütleli olan 

parçacıklar kullanılsaydı ve parçacıkların toplam sayısı sabit kalsaydı böyle özdeş 

parçacıkların sistemdeki davranışının nasıl olacağı ve sistemin enerjisi azaldıkça kütleli 

parçacıkların da taban duruma doluşup doluşamayacakları sorularının cevabını aradı. 

Yaptığı araştırmada sistemden yeterli derecede enerji alınırsa kütleli özdeş parçacıkların 

taban duruma doluşarak madde için yeni bir faz geçişi olabileceğini önerdi. Böylece 

Bose-Einstein istatistiği doğmuş oldu ve bu faz geçişi Bose-Einstein yoğuşması olarak 

adlandırıldı. Ancak, çok uzun zaman boyunca hiçbir doğal sürecin böyle bir davranış 

ortaya koyacağı bilinmiyordu. 

Oysa 1911 yılında Kamerlingh Onnes tarafından Helyum izotopunun (
4
He) sıvı 

fazının şaşırtıcı bir şekilde süper akışkan olduğu bulunmuştu ve 1938 yılında F. London 

bu süper akışkanlığın helyum atomlarının bozonik karakterinden kaynaklanması 

gerektiğini ve bu olayın Bose-Einstein yoğuşmasının sonucunda ortaya çıktığını öne 

sürmüştü (London, 1938).  

London’un  bu tezi bozonik karakter taşımayan ve Fermi-Dirac istatistiğine uyan 

(
3
He) izotopunun da süperakışkan olması özelliği ile çelişmişti. Fakat  yapılan 

çalışmalar daha sonra çelişkiyi ortadan kaldırdı. Düşük sıcaklıklarda süperakışkanların 

sürtünmesiz bir şekilde akması ile düşük sıcaklıklarda bazı metallerde dirençsiz akım 

akışı (yani süperiletkenlik) arasında ilişki kuruldu. Bardeen, Cooper ve Schrieffer 

(1957a, 1957b) tarafından ortaya konulan bu teoriye göre Onnes tarafından 1911’ de 

He’ de gözlemlenen süperakışkanlık ile süperiletkenlik birbirinin aynısıydı. Fakat bu 

konunun teorik olarak anlaşılması 50 yıl sürmüştü. 

Günümüzde BEY nötron saçılması ölçümlerinde direk olarak 

gözlemlenebilmektedir (Miller ve ark. 1962, Glyde ve ark. 2000). 
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1.1.Süperiletkenlik 

 

Metallerde, elektrik akımının hiçbir dirençle karşılaşmadan ilerlemesi 

süperiletkenlik olarak adlandırılır. Süperiletkenlik davranışı ancak çok düşük 

sıcaklıklarda elde edilebilen bir davranıştır. 

Elektrik akımının oluşmasını sağlayan elektronlar normalde Fermi-Dirac F-D 

istatistiğine uyarlar. Fakat süperiletken geçiş sıcaklığının altında oluşan “Cooper 

Çiftleri” olarak da bilinen elektron çiftleri bozon parçacıkları gibi davranırlar ve bu 

durum Bose-Einstein yoğuşmasına benzer bir durumun ortaya çıkmasına yol açar. 

Cooper çiftlerinin dalga fonksiyonları uygun bir hacim üzerine yayılır ve böylece diğer 

Cooper çiftleriyle üst üste binerek ortak hareket ederler. Tipik bir süperiletkende bir çift 

yaklaşık 1,000,000 adet Cooper çiftiyle korelasyon yapar.  

Bu şekilde çok yoğun üst üste binme olayı, metal içinde hareket eden diğer 

elektron çiftleri arasında kuvvetli korelasyonların doğmasına yol açar ve tüm iletim 

elektronları bir arada hareket ederek süper iletken durumu yaratırlar.  

 

1.2.Süperakışkanlık 

 

Lee ve ark. (1972) yılında fermiyonik Helyum izotopunun (3He) süperiletkene 

benzer şekilde 3mK sıcaklığında faz geçişi gösterdiğini gözlediler. Helyum atomları 

süperiletken malzemedeki iletim elektronlarına benzer şekilde tamamıyla bozonik 

davranış gösterecek şekilde eşleşerek  yoğuşmuş bir duruma geçmekteydiler. Bu durum 

sayesinde süperiletkenlik ve süperakışkan He davranışları Bose-Einstein yoğuşması 

fikriyle açıklanabilmiş oldu.  

BEY yakın zamanda      içindeki exitonlarda da gözlenmiştir (Lin ve Wolfe, 

1993). Elektron çiftlerinin Bose-Einstein yoğuşmasına uğraması süperiletkenlik 

fenomeninin oluşmasıyla yakından ilişkilidir. Bu sistemler üzerinde çalışılmasından 

zengin bir fizik doğmuştur. Katı ve sıvılardaki güçlü etkileşimler çok çeşitli ilginç 

alanları ortaya çıkarmıştır fakat aynı zamanda BEY’ in faz geçişinin basit kuantum 

istatiksel doğasını karmaşıklaştırmıştır. 

Bose–Einstein yoğuşması ile ilgili çalışmalar pek çok açıdan önemlidir. Bu 

çalışmaların geçmişten gelen bazı teorileri deneysel olarak doğrulaması ve yeni teorilere 

kapı açmasının yanında, gelecekte uygulamaya ve teknolojiye yönelik bazı sonuçları 
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olması da beklenmektedir. BEY olayını önemli kılan bu başlıklardan bazıları şöyle 

sıralanabilir.   

 Kuantum istatistiksel fiziğin yaklaşık 90 sene önce öngördüğü bir 

paradigmadır. Buna ek olarak maddenin son derece düşük sıcaklıklarda ortaya 

çıkan pek çok bilinmeyen özelliğinin şekillendiği bir hikayedir. 

 Süperiletkenlik ve süperakışkanlık gibi makroskopik kuantum olgularının 

zıttına atomik gazların bose yoğuşması çalışmaları düşük yoğunluklu 

pertürbative yaklaşımlarla ve ortalama alan teorileriyle kesin sonuçlar 

vermektedir (Huang, K.,1987).  Bose  yoğuşmasının dayandığı temel prensipler 

sayesinde sıvı helyum ve yüksek-Tc süperiletkenlik gibi konular daha iyi 

anlaşılır hale gelebilir. 

 Bose yoğuşmasının nihai kaynağı çok soğuk atomlardır. BEY de kinetik enerji 

nanokelvin mertebesindedir. Bu tip çok soğuk atomlar hassasiyet gerektiren 

deneyler (temel sabitlerin belirlenmesinde, temel simetrilerin test edilmesinde) 

için çok uygundurlar. Bu yüzden yavaş hareket sistematik pek çok etkiyi 

elimine eder. Bu ayrıca metroloji içinde önemlidir. Sezyum saatlerinde 

mikrokelvinlik enerjiye sahip atomların kullanılması hali hazırdaki standart 

sıklığı (frekansı) daha hassas ölçümler yapacak hale getirebilir ( Gibble, K. ve 

Chu, S., 1992; aynı yazarlar 1993). Nanokelvinlik atomlar pek çok yeni 

gelişmeye sebep olabilir. 

 Bose yoğuşması koherent atomlar içerir. Maddenin bu hali koherent fotonlarla 

(yani lazer ışığıyla) pek çok benzerlikler gösterir ve atom lazerleri olarak 

kullanılabilmektedir. BEC deki atomların birikimi madde dalgalarının salınımı 

için uyarım olarak yorumlanabilir. Koherent madde dalgaları çalışmaları 

atom fiziğinde yeni alanlar ortaya çıkartabilir (Holland M., ve ark. 1996). 

 Atomların Bose yoğuşması örneklerinin atom optiği alanında potansiyel 

uygulamaları vardır: örneğin, atom interferometresi, nanolitografi gibi 

mikroskopik boyutlarda yaratıcılık veya atom mikroskobuyla inceleme. 

Nanokelvinlik atomlarla yapılacak işlemenin konumsal çözünürlüğünün teorik 

limiti optikteki kırınım limiti ile olan benzerlik kullanılarak anlaşılabilir. 

 Bu rejimle çok düşük sıcaklıklara inebilmenin yeni yolları keşfediliyor. Her 

zaman beklenmedik bir şeylerin bulunacağı ile ilgili bir umut var (Ketterle W. 

ve ark., 1996). 
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 Eş fazlı Bose-Einstein yoğuşması Josephson tipi salınımlar veya girişim etkileri 

gibi büyülü makroskobik dünyaya götüren ultrasoğuk bozonik gazların önemli 

ve karakteristik özelliklerini belirlemeye yardımcı olur. Tuzaklanmış iki 

yoğuşma  girişim saçakları gösterir (Legget, 2001; Pitaevski L ve Stringari S., 

2003 ). Eş fazlı BEY’in ilk bulgularına erken dönem girişim deneylerinde 

ulaşıldı. Bu deneylerde genişleyen yoğuşma bulutlarının üstüste bindiği açıkça 

gözlemleniyordu.( Andrews, ve ark.1997). Son zamanlarda zayıf BEY içinde 

harici bozonik Josephson ekleminin delilleri deneysel olarak önce 

Heidelberg’de M Oberthaler grubu ( Albiez, ve ark. 2005), daha sonra J. 

Steinhauer grubu (Levy, ve ark. 2007) tarafından raporlandırılırken, aynı 

zamanda iç Josephson dinamikleri de  deneysel olarak bildirilmiştir ( Zibold, 

ve ark., 2010). 

 

 

A. Einstein ve S. Bose tarafından 1924 yılında tahmin edilen BEY, 

 

ilk defa 1995 yılında gerçekleştirildi.  

Bir gazın Bose Einstein yoğuşması, maddenin evrendeki en soğuk, yeni bir halidir… 
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2. DENEYSEL YÖNTEMLER 

 

Her ne kadar bu tez çalışması çok parçacık bozon sistemlerinin taban 

durumlarını inceleyen teorik bir çalışma olsa da, burada ele alınan sistemlerin deneysel 

olarak üretilmesinde kullanılan yöntem ve tekniklerin anlaşılması olayın doğru bir 

şekilde modellenmesi açısından önemlidir. 

Bose-Einstein yoğuşması makroskopik sayıda parçacığın tek bir kuantum 

durumunda bulunması hali olarak tanımlanabilir. Deneysel olarak ilk defa 1995 yılında 

önce Rubidyum daha sonra Lityum ve Sodyumun atomik gazları ile oluşturulan Bose-

Einstein yoğuşması zamanla birçok farklı elementin Li
7

, Na
23

,  39 ,  41 ,  Rb
85

, Rb
87

, 

Cs
133

, Cr
52

, Co
40

, Sr
84

, Sr
86

,   Sr
88

, Yb 174
,       atomik gazları ile de 

gerçekleştirilmiştir.  Mayıs 2012 de 70,000 tane Erbium atomu kullanılarak oluşturulan 

gaz bulutu optik dipol tuzak’ ta buharlaştırılarak soğutulup saf yoğuşmaya uğratılmıştır. 

(Aikawa K. ve ark., 2012 ) Krom elementi ile gerçekleştirilen BEY’ de ise 50,000 tane 

atom kullanılmış ve 700 nK kritik sıcaklığına inilmiştir (Griesmaier A. ve ark., 2008). 

BEY in gerçekleştirildiği manyetik momenti en büyük element olan Dysporsium’ la 

yapılan deneylerde de 30 nK sıcaklığında ve 15,000 tane atom kullanılarak yoğuşma 

oluşturulmuştur. Yb atomları ile yapılan BEY’ de ise optiksel metodlar kullanılarak 

soğutma yapılmış  5,000 tane atom kullanılmış ve saçılma uzunluğu da 1nm-3nm 

arasında ölçülmüştür (Takahaski Y. ve ark., 2003).  Buharlaştırarak soğutma tekniği için 

mükemmel saçılma özelliği bulunan Sr
84

 izotopundan oluşan atom gazının 150,000 tane 

atomunu içeren BEY oluşturulmuştur (Stellmen S. ve ark., 2009). Son zamanlarda ise 

çeşitli moleküler yapılarda Bose-Einstein yoğuşmasının elde edilmesine yönelik 

çalışmalar ağırlık kazanmıştır. Grimm grubu Innsbruck Üniversitesinde 2003 yılında 

    ten daha fazla sayıda     molekülünün bulunduğu bir Bose-Einstein yoğuşmasını 

gerçekleştirmiştir (Jochim ve ark. 2003). 

 Daha sonra etkileşmeyen ve etkileşen çok parçacık bozon sistemlerinin 

davranışı ve teorisi ayrıntılı olarak ele alınacaktır fakat burada yoğuşma olayının nasıl 

gerçekleştiğini kısaca sunmakta fayda vardır. Bozon gazları toplam spini bir tam sayıya 

eşit olan atomlardan oluşur. Bozonlar fermiyonların tersine Pauli dışarlama ilkesine 

uymazlar dolayısıyla aynı kuantum durumunda çok sayıda bozon bulunabilir. Bu çok 

çarpıcı bir durumdur ve önemli fiziksel sonuçlara yol açmaktadır. Bozon gazını 

oluşturan atomlar düşük sıcaklıklarda aynı kuantum durumunda bulunabilirler. Bir 
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bozon gazında belirli bir E enerji seviyesinde bulunan parçacık sayısı bose dağılım 

fonksiyonu  

 

  
 

           
                                                                                                                    (2.1) 

 

ile verilir. Eğer üç boyutta kübik bir V hacmi içinde bulunan N tane serbest bozondan 

oluşan bir sistem göz önüne alınırsa sistemdeki tüm parçacıkların sayısı 

 

  
          

  
 

      

         

 

 

                                                                                        (2.2) 

 

ifadesi ile verilir. Bu bağıntıdaki µ kimyasal potansiyeli daima negatiftir ve sıcaklık 

düşerken   artar.  Dolayısıyla     olduğunda bu integral       de minimum kritik 

bir    sıcaklığı tanımlar. Bu kritik sıcaklık düşük sıcaklıklarda bir Bozon gazının hal 

değiştireceğine (faz geçişi) açıkça işaret eder. Bozon gazları için kritik sıcaklığın 

üstünde taban durumundaki parçacıkların sayısı toplam parçacık sayısı yanında ihmal 

edilebilecek kadar küçükken, sıcaklık kritik (geçiş) sıcaklığın altına düştüğünde taban 

durumundaki parçacıkların sayısı çok hızla büyür. Böylelikle Bose- Einstein yoğuşması 

gerçekleşir.  

 

2.1.Bose-Einstein Yoğuşmasıyla İlgili Deneysel Çalışmalar 

 

Bose-Einstein yoğuşması çok düşük sıcaklıklarda gerçekleşir. Bu sıcaklıklara 

inebilmek ve atomları böyle bir sıcaklıkta tutabilmek oldukça zordur. Fakat lazerle ilgili 

bilgilerin artması alkali atomlardaki Bose-Einstein yoğuşması için oldukça güçlü 

metodlar ortaya çıkarmıştır. 
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Şekil 2.1. Alkali atomları tuzaklamak ve soğutmak için tipik bir deney şeması 

 

BEY için kulanılan bir deney sistemi şematik olarak  Şekil 2.1. de gösterilmiştir 

(Townsend C. ve ark., 1997).  

Sodyum (Na) atomlarından oluşan bir demet 600 K sıcaklığındaki bir fırından 

yaklaşık 800 m/s hızla çıkar ve Zeeman yavaşlatıcısından geçer. Burada atomların hızı 

yaklaşık 30 m/s ye düşer ve sıcaklık yaklaşık 1K dir. Zeeman yavaşlatıcısında 

birbirlerine zıt yönde gönderilen iki lazer demeti vardır. Fotonların emilimiyle ortaya 

çıkan radyasyon kuvveti atomları yavaşlatır. Zeeman yavaşlatıcısından çıkan atomlar 

magneto-optik tuzak (MOT) tarafından yakalanacak kadar yavaşlatılmıştır. MOT da bu 

atomlar lazer ışığıyla etkileşerek 100 μK sıcaklığına kadar soğutulur.  

MOT da yeterli sayıda (yaklaşık 10
10

) atom toplandığında manyetik tuzak açılır 

ve lazer demeti kapatılır. Bu aşamada atomların yoğunlukları biraz azalır ve faz 

uzayındaki yoğunluğu 10
-6

 civarındadır.  

Bose-Einstein yoğuşmasının son basamağı buharlaştırarak soğutmadır. Bu 

basamakta nispeten enerjik atomlar sistemi terk eder. Böylelikle kalan atomların 

ortalama enerjisi düşer 

Atomların bir manyetik alan içerisinde tuzaklanabilmesi için manyetik alanda bir 

minimum oluşturulması gerekir. Deneysel uygulamadaki önemi açısından minimumlu 

manyetik alanlar 2 grupta incelenebilir. 

1- Minimumu sıfır olan alanlar  

2- Minimumu sıfırdan farklı olan alanlar 

Şimdi bu tür manyetik alanların oluşturulduğu sistemlere bakalım 
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2.1.1.Kuadrupol tuzak 

 

Manyetik alanın bazı noktalarda sıfırlandığı basit manyetik alan 

konfigürasyonları standart kuadrupol tuzaktır. Böyle bir tuzak hazırlamak için bir çift 

Helmholtz bobini karşılıklı olarak konulur ve bobinlerden farklı yönlerde, aynı şiddette 

akımlar geçirilir. Böylelikle bobinler arasında doğrusal olarak kenarlara doğru artan 

ortada ise sıfır olan bir manyetik alan elde edilir. 

Manyetik alanın sıfır olduğu noktayı koordinat sisteminin merkezi olarak 

seçersek minimumun çevresindeki manyetik alan şu şekilde verilir:  

 

B = B’(X,Y,-2Z)                                                                                               (2.3) 

 

Alanın değeri 

 

B=B’(x²+y²+4Z²)½                                                                                           (2.4) 

 

olarak verilir.    

            

 

             Kuadrupol Tuzak Konfigürasyonu: 

 

 

Şekil 2.2. Bir çift Helmholtz bobininde manyetik alanların gösterimi 
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2.1.1.1.Kuadrupol tuzağın kaçak noktası 

 

Kuadrupol tuzak atomları tuzaklamak için iyi bir yöntem olsa da manyetik 

alanın sıfır olduğu bölge atomlar için bir delik gibi davranabilir. Çünkü manyetik alanın 

sıfır noktasına gelen atomlar manyetik momentlerini neye göre yönlendireceklerini 

bilemediklerinden bu nokta civarında manyetik alana ters de yönlenebilirler. Manyetik 

alana ters yönlenen bu atomlar manyetik tuzaktan dışarı kaçarlar. Bu açıdan atomların 

tuzaklandığı bölgede bir sıfır manyetik alanın varlığı önemli bir dezavantaj oluşturur. 

Sıfır manyetik alan probleminden kurtulmak için farklı çözümler geliştirilmiştir.  

 

2.1.2. Dönen manyetik alanlı tuzak TOP tuzağı 

 

Manyetik alanın minimumu sıfırdan farklı olan tuzaklamalardan biridir. 

Helmholtz bobininden oluşan tuzak yapısına merkezdeki manyetik alanı sıfırdan farklı 

yapmak için sabit büyüklüklü ancak yönelimi zamanla dönen bir manyetik alan ilave 

bobinler kullanılarak uygulanır. Böylelikle atomların tuzaktan kaçabildiği bölge (kaçak 

noktası) kapatılmış olur (Petrich W. ve ark., 1995). 

 

2.1.3. Manyetik şişeler 

 

Minimum manyetik alanı homojen ve sıfır değerinde olmayan iki tane 

Helmholtz bobini kullanılarak oluşturulan tuzak şeklidir. Bu bobinlerde akımlar aynı 

yönlüdür. Akımların aynı yönlü olması bobinler arasındaki manyetik alanın 

minimumunun sıfırdan farklı olmasını sağlar.  

 

                                

                  

Şekil 2.3:Manyetik şişe konfigürasyonu 
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Z ekseni simetri eksenidir.  

    manyetik alanını verecek skaler potansiyel fonksiyonu: 

 

      
   

 
 
 

 
                                                                                                                    2.5  

 

şeklinde yazılabilir. Gerekli işlemler ve açılımlar yapıldığında tuzak merkezi civarında 

manyetik alanın şiddeti için  

 

          
  

 

 
                                                                                                        2.6) 

 

ifadesi elde edilir. Eğer   ve    aynı işarete sahipse oluşan manyetik alana Z eksenine 

göre bakıldığında manyetik şişe adı verilen tuzaklama şekli oluşur.                  

Plazma fiziğinde manyetik şişeler yöntemi kullanılarak yüksek enerjili 

parçacıklar istenilen odak noktasında tuzaklanabilmektedirler (N. A. Krall ve  A. W. 

Trivelpiece, 1973).  

Merkezden bobinlere doğru giden bir yük gittikçe küçülen yarıçaplı daireler 

çizerek bobinlere yaklaşacaktır. Bobine en yakın noktada hareket o kadar hızlanacak ve 

yarıçap o kadar küçülecektir ki bu nokta duvar etkisi göstererek yükü geri çevirecektir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.4. Manyetik Şişede Manyetik alanın büyüklüğünün uzaysal değişimi yukarıdaki şekildekine 

benzer  
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2.1.4. Ioffe-Pritchard tuzağı  

 

Nötr parçacıklarda ise tuzağın içinde dönme hareketi görünmeyeceğinden 

parçacıklar manyetik alan içinde rahatça hareket edecek hatta tuzak dışına 

çıkabilecektir. Bu problemi giderebilmek için Pritchard bir teklifte bulunmuştur. 

Manyetik şişe tuzağı tasarlanırken bobinler manyetik alan içinde eksensel simetriye 

sahip olarak yerleştirilmişti. Bu durumda manyetik alanın hem z hem de ρ bileşenleri 

için sıfır olmadığı görülmüştü. Ancak, sadece bir Helmholtz bobin çifti kullanarak nötr 

parçacıkları tuzaklamak için gerekli olan manyetik alanın büyüklüğünün minimum 

olduğu bir bölge oluşturmakta mümkün değildir. Bununla birlikte, sistemin z ekseni 

etrafındaki simetrisini bozarak manyetik şişe tuzağını nötr parçacıklar içinde 

kullanılabilir hale getirebiliriz (Pritchard, 1983).   

Ioffe-Pritchard tuzağında,   potansiyelini değiştirmek için manyetik şişe 

düzeneğine içinden aynı şiddette fakat farklı yönlerde akım geçen birbirine paralel dört 

tane tel ilave edilir. Böylelikle nötr atomların tuzaklanabilmesi için gerekli olan üç 

boyutlu uzayda sıfırdan farklı bir minimuma sahip bir manyetik alan yapısı elde edilmiş 

olur.  

Pritchard’ın önerdiği içinden akım geçen tellerin kullanılması durumuna 

alternatif olarak yonca şeklinde bobinlerin kullanılmasına dayalı bir düzenekte 

sunulmuştur. 

 

 

 

 

 

Şekil 2.5 :Manyetik şişeler ve ilave edilen akım geçiren 4 tel düzeneği 
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              Şekil 2.6. Yonca şekilli bobinlerin kullanıldığı düzenek 

 

2.1.5. Lazerle soğutma ve doppler etkisi 

 

 Lazerle soğutma işleminde tuzak içerisinde hareket eden atomlar çift yönlü lazer 

ışığına maruz bırakılırlar. Atom hareket yönüne göre lazer ışığının frekansını farklı 

algılar. (+) yönde hareket eden atom 1.grup lazer ışığının dalga boyunu daha büyük 

(frekansı küçük), 2.grup lazer ışığının dalga boyunu daha küçük (frekansını büyük) 

olarak algılar. Eğer 2. grubun frekansı atomun temel halden uyarılma haline geçiş 

frekansından daha küçük ise Doppler etkisinden dolayı atom 2. grubun frekansını daha 

büyük göreceğinden bu gruptaki ışınları absorbe ederek uyarılabilecektir. Uyarılmış 

halde fazla kalamayacağından temel hale geri dönecek ve bu dönüş sırasında absorbe 

ettiğinden daha büyük frekanslı ışıklar yayacaktır. Böylelikle atom enerji kaybedecek ve 

soğuyacaktır. Lazer demetlerinin frekansı uygun şekilde ayarlanarak bu soğutma işlemi 

oldukça verimli hale getirilebilir. Bu işlem lazerle soğutma olarak adlandırılır. 

 

       Şekil 2.7. Hareketli bir atomun üzerine çift yönlü gönderilen lazer ışığı 

       v’=Lazer ışığının atom tarafından gözlenen frekansı 

       v =Lazer ışığının gerçek frekansı  
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2.1.6. MOT manyeto-optik tuzaklama 

 

 

Şekil 2.8. a)manyeto-optik tuzak b)ilgili geçişler c)atomik geçişlere uzaysal olarak değişen manyetik 

alanın etkisi  (Barrett ve ark.,2001). 

 

Kuadrupol tuzakta kullanılan manyetik alanla birlikte dairesel kutuplu lazer 

demetleri kullanmaya dayalı bir diğer tuzaklama tekniği de Manyeto-Optik 

tuzaklamadır.    

Manyeto-Optik tuzaklama için her ikisi de ilerleme yönüne göre saat yönünün 

tersine dairesel kutuplanmış birbirine zıt yönde ilerleyen lazer demetleri gönderilir. 

Demetlerden biri +z diğeri –z yönünde ilerler. Bu durumda +z yönünde ilerleyen σ+ 

demeti taban durumdan m = +1 uyarılmış alt durumuna, -z yönünde ilerleyen σ-  demeti 

taban durumdan m = -1 uyarılmış alt durumuna bir geçişe sebep olur. Atomun alt enerji 

seviyeleri manyetik alana bağlı olduğundan enerji seviyeleri konumla (c) şeklindeki gibi 

değişir. Lazer frekansı m = 0 durumuna karşılık gelen enerjinin biraz altına 

ayarlandığında +z konumunda bulunan atomlar σ- demetini soğururken –z konumunda 

bulunan atomlar σ+ demetini soğururlar. Böylece merkeze doğru yönelen net bir itme 

oluşur. Bu şekilde birbirine dik her üç eksen doğrultusunda, zıt yönlü lazer demetleri (6 

tane) gönderilerek üç boyutlu bir tuzak elde edilebilir. Bu tuzakta lazer demetleri aynı 

zamanda soğutma işlemini de gerçekleştirir. 
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2.1.7. Buharlaştırarak soğutma 

 

                                 

Şekil 2.9. Buharlaştırma yöntemi şeması 

 

Lazerle soğutma yöntemiyle alkali elementlerin atomik gazları mikro Kelvin 

lerle ölçülebilen oldukça düşük sıcaklıklara soğutulabilir. Ancak bu sıcaklıklar Bose-

Einstein yoğuşmasının elde edilmesine yeterli olacak kadar düşük değildir.   

Tuzaklanmış ve soğutulmuş bozon gazının daha fazla soğutulması için 

buharlaştırma yöntemi uygulanır. Bu yöntemde, esas olarak oluşturulan tuzağın 

yüksekliği ile oynanır. Tuzağın içindeki atomlar farklı enerji değerlerinde bulunabilirler. 

Eğer daha yüksek enerjili atomları tuzak dışına alabilirsek geriye kalan atomların 

ortalama enerjileri dolayısıyla sıcaklığı azalmış olacaktır. Yüksek enerjili atomları tuzak 

dışına çıkarmak için tuzak yüksekliği önce azaltılıp sonra tekrar yükseltilir. Bu sırada 

tuzak içerisindeki atomlar arasındaki etkileşmeler sebebiyle sistem tekrar termal 

dengeye ulaşır ve bazı atomlar tekrar yüksek enerjilere sahip olur. Aynı işlemin tekrar 

uygulanması sistemin sıcaklığının biraz daha düşmesini sağlayacaktır. Seyrekleştirilmiş 

gazlardaki bu tür bir uygulama ilk kez Hess tarafından teklif edilmiştir (Hess,1986). Bu 

işlem istenilen sıcaklık derecesine gelinceye kadar tekrar edilir. Bu şekilde nano-Kelvin 

le ifade edilebilen sıcaklıklara ulaşılabilir. 
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3. İDEAL BOSE SİSTEMLERİ  

 

Bu bölümde moleküller arası etkileşimin ihmal edilebildiği ve ayırt edilemeyen 

parçacıkların doğasından kaynaklanan kuantum istatistik etkilerin önem kazanacağı 

kadar düşük sıcaklıklarda bulunan özdeş çok parçacık sistemlerinin davranışları 

incelenecektir. 

Yüksek T sıcaklığındaki özdeş parçacıklardan oluşan bir sistem, kuantum 

istatistik etkilerinin gözlenmediği klasik parçacıklardan oluşmuş gibi davranır ve bu 

durumda sistemin T sıcaklığı ve n parçacık yoğunluğu arasındaki ilişki aşağıdaki gibi 

verilebilir, 

 

   
   

         
                                                                                                               (3.1) 

                                                                                               

Burada   
     

      
 parçacıkların ortalama termal dalga boyudur. Sıcaklığın 

değişimiyle birlikte bu tür sistemlerin çeşitli özelliklerinin ifade edilebilmesi için 3n  

terimi uygun bir parametredir. 3n 0  olduğunda sistemin fiziksel özelliklerinin 

klasik karşılıklarına gittiği görülür. 3n  için küçük ama ihmal edilemeyen değerlerde 

ise sistemle ilişkili çeşitli fiziksel özellikler bu parametrenin kuvvet serileri şeklinde 

ifade edilebilir. Bu serilerin incelenmesiyle sistemin klasik limitten ayrılışına ait ilk 

işaretlere ulaşılabilir. 13 n  olduğunda sistemin davranışı önemli ölçüde klasik 

halden uzaklaşmış ve artık sistemde tipik kuantum etkileri görülmeye başlamıştır. Bu 

şartlardaki böyle bir sistemde klasik istatistikten farklı olan bazı olaylar gözlemlenmeye 

başlar. Yeterince düşük sıcaklıklarda ya da yeterince yüksek parçacık yoğunluklarında 

sistemin kuantum davranışı göstereceği açıktır. Dahası parçacık kütlesi ne kadar azalırsa 

kuantum etkilerinin de o kadar artacağı açıktır. 13 n  olduğunda sistem sadece klasik 

davranışlardan uzaklaşmakla kalmaz parçacıkların doğasına bağlı olarak Bose-Einstein 

istatistiğine ya da Fermi-Dirac istatistiğine uymaya başlarlar. Bu şartlar altında bu iki 

çeşit sistem birbirinden oldukça farklı davranır. 
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3.1.Bose gazının termodinamik davranışı     

 

    hacmi içerisinde N tane parçacık içeren ideal (etkileşmeyen) bir Bose gazının 

termodinamik özellikleri iyi bilinen  

 

 


 )1ln(ln zeZ
kT

PV
                                                                                   (3.2) 

ve 








 1

1
1ez

N                                                                                                       (3.3) 

ifadelerinden elde edilebilir, burada 
kTez



   fugasitedir ve bozonlardan oluşan 

sisemler için daima 1’ den küçüktür. 

Büyük hacimler için tek parçacık durumları birbirine yaklaşır ve enerji 

spektrumu neredeyse sürekli bir hale gelir, bu durumda (3.2) ve (3.3) denklemlerinin 

sağ taraflarında toplam yerine integral kullanılabilir; 

 

 

  
  

  

  
                          

 

 
       

 

 

                                    (3.4)  

 

 

 
 

  

  
        

      

        
 

 

 

 

   

 

 

                                                                      (3.5) 

 

 Bu denklemlerdeki son terimler toplamdan integrale dönüşüm esnasında      

durumunun ayrıca hesaplanmasıyla denkleme eklenmiştir,     taban durumundaki 

parçacık sayısı  0N  dır,     halinin integrale katkısı olmayacağından integral sınırı 

yine 0’ dan başlatılmıştır ve klasik limitten çok uzaklaşılmayan 1z   hali için bu 

denklemlerdeki son terimlerin katkısı ihmal edilebilir. Fakat   artarak 1‘ e yaklaştığında 

(3.5) deki  
Vz

z

)1( 
  terimi tanım olarak  

V

N 0  ’ ye eşit olur ve  
V

N
  niceliğinin önemli 

bir kısmı haline gelebilir. Verilen parçacıkların büyük bir kısmının en düşük enerjili 

0  tek parçacık haline birikimine Bose-Einstein Yoğuşması denir.  
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Tanım olarak 
V

N

Vz

z 0

)1(



 olduğundan  

)1( 0

0




N

N
z  olur.  (3.4) deki 

 )1ln(1 zV  
 terimi ise  )1ln( 0

1  NV  ‘e eşit olur ve bu terim en fazla 

 )ln(1 NN 
 mertebesindedir. Bu sebeple bu terim   ’ nin bütün değerleri için ihmal 

edilebilir ve dolayısıyla tamamen kaldırılabilir. 

(3.4)  ve  (3.5)  denklemlerinde , x
mkT

p


2

2

   dönüşümü yapılarak 
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                                                    (3.7) 

   

elde edilebilir. Burada  )(zg  ler Bose-Einstein Fonksiyonları olarak bilinirler ve  
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                                                             (3.8) 

  

ifadesi ile tanımlanırlar. (3.6) ve (3.7) denklemlerindeki   ‘nin elenmesiyle sistemin 

durum denklemi bulunur. 
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(3.9) 

 

Burada 2

1


T   olduğu gerçeği kullanılmıştır.  
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Böylelikle sistemimiz oldukça genel olarak aşağıdaki ilişkiyi sağlar 

 

)/(
3

2
VUP                                                                                                               (3.10) 

 

    nin küçük değerleri için (3.8) deki açılımı şu şekilde kullanabiliriz:   ’ nin 

yanında 0N  ihmal edilerek z ifadesi (3.7) denklemi kullanılarak )( 3n cinsinden 

kuvvet serisine açılırsa ve (3.6) denkleminde bu açılım kullanılırsa sistemin durum 

denklemi virial açılımı denilen aşağıdaki hali alır. 

 

1
3

1

)( 




 l

l

la
NkT

PV





                                                                                                  (3.11) 

   

Burada n/1  , parçacık başına düşen hacim ve  la , sistemin virial katsayılarıdır. İlk 

3 virial katsayısı hesaplanırsa 

 

11 a  

17678.0
24

1
2 a                                                                                             (3.12)

00330.0)
8

1

39

2
(3 a

 

 

bulunur.  Gazın özısısı için ise (3.9) kullanılarak 

 

  
  

 
 

  
 
  

  
 
   

 
 

 
 
 

  
 
  

  
  

 
 

        
 

 
 

    

 
   

  

 
 

   

 

 

   

 

         
 

 
          

  

 
         

  

 
 

 

         
  

 
 

 

                           3.13  

 

 elde edilir.  
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 Yüksek sıcaklık limitinde yani T  dolayısıyla 0  için hem basınç hem 

de öz ısı klasik değerlerine yaklaşır. Basınç      özısısı da       olur. Sonlu fakat 

büyük sıcaklıklar için gazın öz ısısı limit değerinden daha büyük olur. ),( TCv  eğrisi 

yüksek sıcaklıklarda negatif eğime sahiptir. Diğer yandan 0T  iken öz ısı da sıfıra 

gitmeli ve bu nedenle bir yerlerde maksimumdan geçmelidir. Bu maksimum cT  kritik 

sıcaklığında ortaya çıkan doğanın sivri ucudur. Bu sıcaklıkta özısının türevi süreksizdir.          

  Sistemin sıcaklığı azaldıkça (yani 


3

 arttıkça ) (3.11) ve (3.13)’ deki serilerin 

kullanışlılığı azalır ve doğrudan (3.6), (3.7) ve (3.9)’ la çalışmaya başlarız.  ’ nin tam 

değeri aşağıdaki gibi yazılabilen (3.7) den elde edilir. 
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)2(

2
33
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zg
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mkT
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                                                                                          (3.14)   

 

eN  uyarılmış durumdaki parçacıkların sayısıdır ve z, 1’e çok yaklaşmadıkça        

dir. 10  z  aralığında )(
2

3 zg  fonksiyonu z ile monoton olarak artar ve en büyük 

değeri 

 

612.2)
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3
(....
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3  g                                                                  (3.15)  

 

olur. İlgilenilen her z için  

 

)
2

3
()(

2
3 zg                                                                                                             (3.16) 

    

dir. Bunun sonucunda, verilen bir V hacminde ve T sıcaklığında tüm uyarılmış 

durumlardaki parçacıkların toplam sayısı sınırlıdır. 
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h

mkT
VNe                                                                                             (3.17)  
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Sistemdeki parçacıkların mevcut sayısı bu limitten az olduğu sürece her şey 

yolundadır ve sistem yukarıda verilen denklemlerle tanımlanabilir. Pratik olarak tüm 

parçacıklar uyarılmış durumlar üzerine dağılmışlardır ve z’ nin tam değeri denklem 

(3.14) den NNe   alınarak belirlenebilir. Fakat eğer parçacıkların mevcut sayısı bu 

limit değeri aşarsa doğal olarak uyarılmış seviyeler taşıyabildiği kadar parçacık alır. 

   

)
2

3
(

)2(
3

2
3




h

mkT
VNe                                                                                             (3.18) 

       

Geri kalanları da toplu olarak    ’ a itilir     durumunun bütün şartlar altında 

kapasitesi pratik olarak sınırsızdır. 
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  ‘nin tam değeri için 
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1 NN

N
z 


                                                                                                   (3.20)    

                                              

Pek çok parçacığın taban duruma birikmesine Bose-Einstein yoğuşması 

denildiği daha öncede belirtilmişti. Bu olay günlük hayatta karşılaştığımız bir olaya, 

gazın yoğuşarak sıvılaşmasına benzer fakat kavramsal olarak süreç çok farklıdır. 

Öncelikle BEY tamamen kuantum kaynaklıdır, moleküller arası kuvvetlerin yokluğunda 

bile gerçekleşebilir. İkinci olarak da BEY konum uzayında değil momentum uzayında 

yer alan bir yoğuşmadır. 

 BEY’ in gözlemlenmeye başlama noktası  
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için başlangıç şartı ile belirlenir veya N ve V ’ yi sabit tutup T ’yi değiştirecek olursak 

bu şart 

3
2

2

)
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3
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mk

h
TT c                                                                                       (3.22) 

 

şekline dönüşür. Burada cT  sistemin parçacık yoğunluğuna ve parçacıkların kütlesine 

bağlı olan kritik sıcaklıktır.                   

 Sıcaklığın kritik sıcaklıktan küçük olduğu durumlar için sistem iki fazın 

karışımı olarak düşünülebilir. Bunlardan biri parçacıkların uyarılmış durumlarda 

bulunduğu           
      tane parçacıktan oluşan normal durum ve diğeri de 

        tane parçacığın taban duruma biriktiği yoğuşma fazıdır. Sıcaklık kritik 

sıcaklıktan büyükse taban durumda olan parçacıkların sayısı toplam parçacık sayısı 

yanında ihmal edilebilir ve sistemde sadece normal faz bulunur ve kritik sıcaklıkta 

davranışın tekil olduğu açıktır. Öte yandan kritik sıcaklığa alttan yaklaştıkça yoğuşan 

kesrin  
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0                                                                                        (3.23) 

 

Bağıntısına uygun bir şekilde azalarak kaybolduğu görülür. 

 

 

 

 

Şekil 3.1. a) Homojen 3 boyutlu bir sistemde yoğuşma kesri      ‘in normalize edilmiş      ‘ye göre 

değişimi b) 3 boyutlu harmonik tuzaktaki atomik BEY için yoğuşma kesrinin normalize edilmiş sıcaklığa 

göre değişimi  kesikli çizgi 
  

 
        ile verilir. 
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3.2. İdeal bose gazının termodinamik fonksiyonları  

 

Sistemde V sabit iken, basınç ve sıcaklık ilişkisi kritik sıcaklığın altındaki 

sıcaklıklar için (3.6) denklemi ile verilmişti. Bu denklemden basınç çekilerek kritik 

sıcaklık için tekrar yazılacak olursa 
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elde edilir. (3.22)’ nin yardımıyla, 
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                                                              (3.25) 

                                    

Görülüyorki ideal Bose gazında parçacıklar tarafından uygulanan basınç eşdeğer 

Boltzman gazındaki parçacıkların uyguladığı basıncın yaklaşık yarısına eşittir. 

Sıcaklığın kritik sıcaklıklardan büyük olduğu durumlar için basınç 
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                                                                                           (3.26)                                       

    

ifadesi ile verilir ve )(Tz   aşağıdaki denklemden belirlenebilir. 
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                                                                                    (3.27) 

             

T çok büyük olmadıkça P daha basit terimlerle ifade edilemez.       olduğunda virial 

açılımı kullanışlı olur ve T  limiti için gerekli işlemler yapılırsa; basıncın klasik 

değeri olan kT
V

N
P  ’ ye ulaşılır. 
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Denklem (3.10)’ da basınçla sistemin iç enerjisi arasındaki ilişki verilmişti. İç 

enerjinin sıcaklığa göre grafiği çizildiğinde bu grafiğin eğimi gazın özısı ile orantılı 

olacaktır. Düşük sıcaklıklarda özısı sıfıra yaklaşırken sıcaklık arttıkça özısı da artarak 

kritik sıcaklığa gelindiğinde bir maksimuma ulaşacaktır, sıcaklık artışı devam ettiğinde 

özısı azalarak klasik limitteki karşılığına gelecektir. 

(3.13) denklemi kullanılıp sıcaklık değeri olarak kritik sıcaklık değeri yazılırsa 
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TC cv                                                                                        (3.28) 

                      

elde edilir ki bu değer klasik karşılığı olan 1.5’ dan daha büyüktür. Sıcaklık artması 

halinde öz ısı tekrar incelenirse  
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olur. 1z  için  (3.29) denkleminin ikinci terimindeki )(21 zg  ıraksadığı için ikinci 

terim düşer ve ifade denk.(3.28)’ e dönüşür. Özısı kritik sıcaklıkta sürekli olmasına 

rağmen türevi süreksizdir. Sıcaklık artırıldığında, 0z  limitine yakınsar ve özısı da 

azalarak klasik limitteki değerine ulaşır. 
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                     Şekil 3.2. Özısının sıcaklığın fonksiyonuna  bağlı değişim grafiği . 

 

             

   Şekil 3.3. Sıvı 
4He için öz ısı Cv ( gmj )ve sıcaklık (T-Tc) (K) arasındaki ilişki  Cv-(T-Tv) grafiği   

(Buckingham M.J. ve Fairbank W.M., 1961) 
 

Yukarıdaki iki grafik arasındaki benzerliği yakalayan F.London 1938 yılında 

4He  sıvısının 2.19 K civarındaki faz geçişinin Bose-Einstein yoğuşması olabileceğini 

önerdi. Gerçekten denklem (3.22)’ de sıvı 4He  değerlerini 241065.6 m g ve 

molcmV 36.27  kullanırsak cT =3.13 K bulunmaktadır ki buda deneysel sonuçtan çok 

uzak değildir. Bunun ötesinde sıvı 4He  deki faz geçişinin Bose Einstein yoğuşması 

olarak değerlendirilmesi çift akışkan modeli için teorik bir temel oluşturur. Bu model 

sıvı helyumun kritik sıcaklık altındaki davranışını açıklamak için deneysel sonuçlara 

dayanılarak yine 1938 yılında Tisza tarafından önerilmişti. London’un düşüncesine göre 
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entropisiz ( 0 ) tek bir durumu işgal eden 0N
 
 parçacık süperakışkan bileşen olarak 

değerlendirilebilirdi ve uyarılmış durumları ( 0 ) işgal eden eN  parçacık normal 

bileşene karşılık getirilebilirdi. Tisza’nın modelinin gerektirdiği gibi süperakışkan 

bileşen kritik sıcaklıkta ortaya çıkıyor ve T=0 da tüm akışkan süperakışkan hale gelene 

kadar normal bileşenin azalmasıyla birlikte artıyordu. Tabii ki gerçek sıvı helyumda bu 

akışkan oranlarının ve diğer fiziksel niceliklerin sıcaklığa bağlı davranışı burada verilen 

basit ideal Bose gazı yaklaşımının öngördüğünden oldukça farklıdır. London daha yeni 

oluşturulmaya başlanan BEY teorisiyle sıvı helyumun pek çok özelliğinin tam olarak 

hesaplanamayacağını biliyordu ve sistemdeki moleküller arası etkileşimlerin teoriye 

dahil edilmesiyle bu eksikliklerin önemli ölçüde azalacağını tahmin ediyordu. 

 London’ un yaptığı tahminler günümüzde kısmen doğrulanmış olmasına karşın 

henüz etkileşimlerin tam olarak hesaba katıldığı bir teori geliştirilememiştir. 
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4. ATOMLAR ARASINDAKİ ETKİLEŞİMLER 

 

Alkali atom bulutlarının özelliklerinden biri, etkileşimin şiddetini karakterize 

eden saçılma uzunluğu a’ dan oldukça büyük olan bir parçacık dağılımına sahip 

olmalarıdır. İlk deneylerde kullanılan alkali atom bulutlarının yarıçapı nm210  

mertebesindedir. Alkali atomlar için saçılma uzunluğu ise 0a  Bohr yarıçapı cinsinden 

0100a mertebesindedir. Dolayısıyla, burada tartıştığımız alkali atom gazları seyrek 

gazlardır. Eğer bu tip gazların düşük sıcaklıklardaki özellikleri incelenmek istenirse 

saçılma bilgisine ihtiyaç duyulur. Yani BEY için saçılma bilgisi anahtar roldedir. 

Atomların bulundukları durumlara ait özellikler ve iç enerji seviyeleri pek çok 

kuantum numarası ile tarif edilebilir. Atomun bu kuantum numaraları ile temsil edilen 

durumlarına kanal denilir. BEY’ in oluştuğu sıcaklıklarda atomlar elektronik temel 

durumda bulundukları ve bu temel durumda parçacıklar pek çok farklı inceyapı 

seviyesine sahip oldukları için bu seviyelerin BEY sürecindeki ömrü soğuk atomların 

saçılımına bağlı çoklu-kanal denilen bir problemdir.  

Atomik durumlar yani kanallar arasındaki eşleşmeler düşük enerjide bir atomik 

durumun diğer atomik durumdaki saçılmayı şiddetli bir şekilde modifiye ettiği 

Feshbach Rezonansı’na sebep olur. Feshbach Rezonansı sayesinde atom-atom 

etkileşmelerini etkin olarak temsil eden saçılma uzunluğunun hem büyüklüğünü hem de 

işaretini ayarlayabiliriz, böylelikle saçılma uzunluğunu, dolayısıyla soğuk atomları 

araştırmak için güçlü bir alete sahip olmuş oluruz. 

 

4.1. Atomlar Arası Potansiyeller ve van Der Waals Etkileşimi  

 

Polarize olmuş alkali atomlar arasındaki etkileşimle polarize olmayan alkali 

atomlar arasındaki etkileşimler birbirinden oldukça farklıdır. Atomların valans 

elektronları eğer farklı spin durumuna sahipseler bu elektronlar aynı orbitalde 

bulunabilecekleri için atomlar rahatlıkla bir araya gelip kovalent bağ oluşturabilirler. 

Fakat eğer valans elektronları aynı spin durumuna sahipseler aynı uzaysal dalga 

fonksiyonuna sahip olamayacakları için aynı orbitaldeki elektron paylaşımı yüzünden 

enerjide oluşan azalma bu durumda görülemeyecektir. Alkali atomlar için iki atomun en 

dış kabukta olan elektronlarının aynı spine sahip olması durumu triplet zıt spine sahip 

olması durumu ise singlet durum olarak adlandırılır. 
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 Şekil 4.1. İki rubityum atomunun valans elektronlarının tekli (singlet) ve üçlü (triplet)  durumları için 

atomlar arası etkileşim potansiyelinin atomlar arası uzaklığa bağlı değişim grafiği 

 

Atomlar arasında küçük mesafeler olduğunda elektron bulutlarının üst üste 

gelmesinden kaynaklanan itme baskın olurken mesafe arttıkça tekli durum için çekim 

kuyusu derinleşmektedir. Tekli durum potansiyelinin derinliği örneğin Rubityum için 

yaklaşık 6,000 K ve atomlar arası mesafe 08a civarında bir minimuma sahiptir. Buna 

karşın üçlü durum için atomlar arası mesafenin 012a  olduğu durumda birkaç yüz 

Kelvin derinliğinde bir minimuma sahiptir. Büyük mesafeler için van der Waals 

etkileşiminden kaynaklanan bir etkileşim vardır, van der Waals etkileşimi kovalent bağ 

etkileşimine kıyasla çok zayıf olsa da özellikle polarize alkali gazlar için sadece triplet 

durumların var olması sebebiyle hala güçlüdür. Belirli inceyapı durumundaki bir atom 

çifti için elektronik spin durumu genellikle elektronik triplet ve elektronik singlet 

durumlarının süperpozisyonudur ve etkileşimler triplet ve singlet terimler içerir.   

Düşük sıcaklıklarda çift-parçacık etkileşimleri saçılma uzunluğu tarafından 

karakterize edilir. Polarize olmuş alkali atomlar için saçılma uzunluğunun büyüklüğü 

atomun boyutunun yüz katı kadardır. Böyle bir saçılma uzunluğu van der Waals 

etkileşimi tarafından oluşturulabilir. 6/ r   formundaki van der Waals etkileşimine 

atomlar arasındaki elektrik dipol-dipol etkileşimi sebep olur. 
5

0

2

06 aeC  ile  verilir. 

Saçılma uzunluğu için oluşturacağımız temel skalayı sıfır enerjili Schrödinger 

denklemindeki uzunluk skalası 0r  olarak alırsak van der Waals etkileşimi ile 0r  

arasındaki ilişki 

  
0

41

60 )/( ammCr e                                                                                                    (4.1) 
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Tablo 4.1 Bazı elementler için van der Waals katsayıları. 

 

Element 
6C  

H-H 6.5 

Li-Li 1389 

Na-Na 1556 

K-K 3897 

Rb-Rb 4691 

Cs-Cs 6851 

 

 

olarak bulunur. Burada, 6C , van der Waals katsayısı  m, atomik kütle  em , elektronun 

kütlesidir.  

Saçılma uzunluğunun mertebesi (4.1) ifadesi ile öngörülebilir. Saçılma 

uzunluğunun büyük olması iki etkiden kaynaklanmaktadır. Ya van der Waals katsayısı 

büyüktür ya da atomun kütlesi elektronun kütlesinden çok büyüktür. Yapılan deneylerde 

tipik saçılma uzunluğunun 
0

210 a civarında olduğu görülmüştür.  

 Esas olarak van der Waals etkileşim potansiyelindeki  
6

1

r
 ifadesi nötr  atomların 

arasındaki uzun menzilli çift-parçacık etkileşim potansiyeli      ’ den gelmektedir. 

Eğer nicelikler atomik birimlerle ifade edilirse etkileşim potansiyelinin açılımı şu 

şekilde verilebilir. 

 

      
  
  

 
  
  

 
   
   

                                                                                                   4.2  

 

ancak bu açılımda özellikle r ’nin büyük değerleri için en baskın terim  
6

1

r
 terimidir. 

 

4.1.1. van der Waals etkileşiminin büyüklüğü 

 

Alkali atomlardaki büyük van der Waals etkileşimleri bu atomların optik 

spektrumlarındaki güçlü rezonans çizgilerinin bir sonucudur. Bu rezonans çizgilerinin 

enerjilerine ( rezE ) bağlı olarak  6C  şöyle verilir: 
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 3
6

4

3

rezE
C


                                                                                                           (4.3) 

 

Alkali atomların rezonans çizgilerinin enerjileri 0.1 atomik birim’ den daha az 

olduğu için 6C  değerleri 1,000’ den daha fazladır ki, bu da daha detaylı hesaplamalarla 

ve deneylerle uyumludur. Mesela sodyumu düşünelim; rezonans çizgisi enerjisi 0.0073 

atomik birimdir. (4.3)’ den hesaplama yapıldığında 16206 C bulunur fakat daha 

detaylı hesaplamalar 1556 verir. Daha ağır alkali atomlar için valans elektronlarının 

dışındaki elektronlardan gelen katkılar da gözönüne alınmalıdır ve bu yüzden sonuç 

(4.3)’ den tahmin edilen değerden fazla olacaktır. 

 Uzak mesafedeki atomlar arası etkileşim potansiyeli hesap edilirken, dipolar 

etkileşim durağan olarak alınmamalı ve etkileşimlerdeki azalma mutlaka hesaba 

katılmalıdır. Bu durumda etkileşimlerin 
6

1

r
 ile değil daha çok 

7

1

r  
ile değiştiği görülür. 

Atomlar arasındaki mesafe rezonans geçiş enerjisine eşit enerjili fotonların dalga 

boyuna eşit yada büyük olursa bu etkileşimler önemli hale gelir. 

  

4.2. Temel Saçılma Teorisi 

 

1m  ve 2m  kütleli iki parçacığın saçılmasını düşünelim ve bu ayırt edilebilen 

parçacıkların iç serbestlik dereceleri de olmasın. Bu iki parçacığın kütle merkezi ile 

çalışıldığında kütle merkezinin hareketinin dalga fonksiyonu bir düzlem dalgası olarak 

düşünülebilir. Bu iki parçacığın kütleleri yerine indirgenmiş kütle kullanılarak 

Schrödinger dalga denklemi yazılır. 

 

   
    

       
                                                                                                                       4.4 

 

Saçılmayı anlatmak için bu bağıl hareketin dalga fonksiyonu gelen düzlem dalga 

ve saçılan dalganın toplamı olarak yazılabilir. Gelen dalganın ilerleme doğrultusunun z 

yönünde olması halinde toplam dalga fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

 

                                                                                                                                   4.5                                                                                                      
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Atomlar arası mesafenin büyük olduğu durumlarda saçılan dalga; giden küresel 

dalga 
           

         

 
 dir.        , saçılma genliğidir ve büyüklüğü k olan        de saçılma 

dalgasının dalga vektörünü belirler. Atomlar arası etkileşimin küresel simetrik olduğunu 

kabul edebiliriz bu durumda saçılma genliği      sadece saçılma açısı yani saçılma 

öncesinde ve sonrasında atomların bağıl momentumlarının yönleri arasındaki açı olan  

  ’ ya bağlı olacaktır. Yani r ’ nin büyük olduğu durumlarda 

 

        
         

 
                                                                                                                   4.6     

                                                                                                 

Bu duruma karşılık gelen enerji ise dalga vektörü k olan    kütleli serbest parçacığın 

enerjisidir.  

 

                                                                                                                                  4.7  

                                                                                                                                                                                                                

Çok düşük enerjilerde sadece s-dalga saçılma uzunluğunun olduğunu düşünmek 

yeterlidir. Bu limitte  f  saçılma genliği  -a ile gösterdiğimiz bir sabite yaklaşır ve 

dalga fonksiyonu 

 

    
 

 
                                                                                                                                  4.8  

                                                                                                                      

haline gelir ve buradaki a sabitine saçılma uzunluğu denir. Bu bize asimptotik dalga 

fonkiyonunun r eksenini kestiği noktayı verir. 

Saçılma uzunluğu ile faz kayması arasındaki ilişki saçılma tesir kesiti ile 

belirlenir. Tesir kesitinin diferansiyeli, birim katı açı başına düşen tesir kesiti  

 

  2



f

d

d



                                                                                                                (4.9) 

 

ile verilir. (  d, ) aralığındaki bir açıda gerçekleşen saçılma için katı açı elemanı

 dd sin2 ’ dır. Potansiyel küresel simetrik olduğu için Schrödinger denkleminin 
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çözümü çarpışan parçacıkların yönüne göre eksenel simetriye sahiptir. Bağıl hareketin 

dalga fonksiyonu Legendre polinomları  coslP  cinsinden bir seriye açıldığında 

 

  )()(cos
0

rRPA kll

l

l  




                                                                                          (4.10) 

 

elde edilir. Burada         radyal dalga fonksiyonları aşağıda verilen denklemi sağlar. 

 

   
      

 

 
   
         

      

  
 

  

  
                                                    4.11  

                 

Burada      parçacıklar arasındaki etkileşim potansiyelidir. Bu denklemin çözümleri 

küresel Bessel fonksiyonları cinsinden elde edilebilir. Çözüm fonksiyonunun r  

için asimptotik davranışı bir faz kayması terimi kullanılarak  

 

       
 

  
                                                                                                      4.12  

                                                                           

şeklinde verilir. (4.10) ve (4.12) terimleri (4.6) ile kıyaslanıp düzlem dalga 
ikze

Legendre polinomları cinsinden açılırsa   lil
l eliA


12  bulunur ve böylece 

 

     
 

   
                        

 

   

                                                                   4.13  

   

elde edilir. Toplam saçılma tesir kesitini bulmak için diferansiyel tesir kesitini tüm katı 

açı üzerinden integre etmek gerekir. 

 

                   
 

  

                                                                                                  4.14  

                                                                                     

(4.13) bu ifadede yerine konularak Legendre polinomlarının ortogonal olduğu 

gözönünde bulundurulursa toplam tesir kesiti ile faz kayması arasında aşağıdaki gibi bir 

ilişki kurulabilir. 
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                                                                                                     4.15) 

 

Sonlu menzilli potansiyel için faz kayması küçük k’ lerde 
12 lk ile değişir. 

Büyük mesafelerde 
nr 
 ile değişen bir potansiyel için bu sonuç    2/3 nl  tarafından 

sağlanırken yüksek açısal momentumlu kısmi dalgalar için 2 n

l k  dir (Landau ve 

ark., 1977). 
6

1

r
 veya 

7

1

r
 davranışı gösteren potansiyeller için bütün faz kaymaları k 

sıfıra yaklaşırken küçülür. Böylelikle çarpışma tesir kesiti l=0 terimi (s-dalga saçılması) 

tarafından belirlenir ve kf /0 saçılma genliğine karşılık gelir. Düşük enerjiler l=0 

bileşeni için radyal dalga fonksiyonunun çözümünün büyük mesafeler için asimptotik 

formu  

 

     
     

  
   

     

 
                                                                                                     4.1   

                                                                                    

şeklinde verilebilir burada 1c  ve 2c  katsayılardır. Bu durumda faz kaymasının 0k  

limitindeki değeri 

 

      
   
  

                                                                                                                            4   ) 

                                                                                                        

olur. Bu ifade, saçılma uzunluğunun dalga fonksiyonundaki tanımı ile karşılaştırılarak  

 

                                                                                                                                         4.18  

                                                                                                          

olduğu bulunur. Bu da bize saçılma uzunluğunun, asimptotik çözümdeki katsayılar 

tarafından belirlendiğini gösterir. 

 

    
  

  
 
   

                                                                                                                             4.19  

 

Sonuç olarak,  bu limitte toplam tesir kesiti sadece a tarafından belirlenir. 
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                                                                                                                        4.20  

                                                                                                

Aynı iç kuantum durumundaki eş parçacıkların saçılmasına bakılacak olursa 

bozonlar için dalga fonksiyonu iki parçacığın karşılıklı yer değiştirmesinde simetrik 

kalacaktır eğer parçacıklar fermiyonsa dalga fonksiyonu antisimetrik olacaktır. Kütle 

merkezi koordinatları kullanıldığında özdeş iki parçacığın koordinatlarının değişimi 

koordinatların işaretinin değişimi anlamına gelir. Yani        , ya da küresel 

koordinatlarda,                     değişimi yapılır. Bu durumda simetrik 

dalga fonksiyonu  

 

                          
    

 
                                                                    4.21  

                                                       

olur. 

Kutup açısı   tarafından belirlenen yönde saçılan bir parçacık için saçılma 

genliği              diferansiyel tesir kesiti 

 

  

  
                                                                                                                    4.22  

 

Saçılmanın tamamen s-dalga saçılması olduğu düşünülecek olursa bozonlar için 

toplam tesir kesiti (4.20) ifadesinin iki katı yani 

 

                                                                                                                                         4.23  

 

olacaktır. 

  

4.2.1.Etkin etkileşimler ve saçılma uzunluğu: 

 

Atomlar arasındaki etkileşimler atomlar birbirlerine yakın mesafelerde oldukları 

zaman oldukça güçlüdür. Seyrek gazlarda atomlar arası mesafeler büyük olduğundan 

etkileşimleri çok güçlü olarak göremeyiz. Sistemin olası konfigürasyonlarının çoğu için 
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çok parçacık dalga fonksiyonunun uzaysal değişimi yavaştır fakat iki atom birbirine 

yaklaştığında hızlı konumsal değişimler vardır. Kısa menzilli etkileşimleri hesaba 

katmaktan kaçınmak için uzun dalga boylu durumlar arasındaki etkileşimler 

tanımlanırken kısa dalga boylu durumlar sebebiyle uzun dalga boylu durumlar arasında 

oluşan çiftlenimler bir etkin etkileşim parametresi tanımlanarak göz önünde 

bulundurulur 

Bu fikri formüle etmek için iki parçacık saçılma probleminin momentum 

gösterimiyle ele alınması uygun olur. Bu parçacıkların kütleleri eşit olarak alındığından 

indirgenmiş kütle tek parçacığın kütlesinin yarısına eşit olacaktır.  

Dalga fonksyonunun momentum gösterimi 

 

                                
                                                                                    4.24  

                                                                             

Denklemin sağ tarafındaki ikinci terim (4.5) deki saçılma dalgasının Fourier 

dönüşümüdür. Bu dalga fonksiyonu Schrödinger denklemini sağlar. 

 

 
    

 
 

     

 
                        

 

 
                     

   

   

                               4.25  

                             

burada 
    

 
 enerji özdeğeri ve                          de atom-atom etkileşmesinin 

Fourier dönüşümüdür. Saçılma dalgası  

 

           
    

 
 

     

 
    

  

                                                                     4.26) 

                                                 

olarak tanımlanır. Burada T, Lippmann-Schwinger denklemlerini sağlayan saçılma 

matrisidir. Atomlar arası mesafenin büyük olduğu düşük enerjili elastik saçılmalar için 

            ve  
    

 
     durumuna bakılmalıdır, çünkü Fourier dönüşümünde k    nün 

davranış 
r

1
  ile orantılıdır.  Bu durumda saçılan dalga fonksiyonu  

 

        
         

     
                                                                                                          4.27  



39 

 

 

  

                                                                                        

 (4.27) ifadesi (4.8) le karşılaştırıldığında düşük enerjiler için saçılma matrisi ile saçılma 

uzunluğu arasında şöyle bir ilişki oluşturmaktadır. 

 

         
     

 
                                                                                                                 4.28  

                                                                                                  

Daha genel olarak saçılma genliği ile T matrisi arasında  

 

             
 

    
                                                                                            4.29  

                                                                

  şeklinde bir ilişki vardır. 

Born yaklaşımına göre yani Lippmann-Schwinger denkleminde sadece sağ 

taraftaki ilk terimin alınmasıyla saçılma uzunluğu aşağıdaki gibi elde edilir 

 

      
 

    
     

 

    
                                                                                     4.30  

 

Saçılma olayının elastik olarak gerçekleştiği bu hal              durumuna karşılık 

gelir. 

                                                                     

4.3. Saçılma Uzunluğunun Belirlenmesi 

Bu bölümde alkali atomlar için saçılma uzunluğunun deneysel yöntemlerle  nasıl 

belirlendiğine kısaca değinilecektir. Pek çok deney saçılma uzunluğunun değerini direk 

olarak vermez fakat atom-atom etkileşimleri hakkında bilgi verirler ki bu bilgiyle de 

saçılma uzunluğu hesaplanabilir.  

 

4.3.1. Çarpışma tesir kesitinin ölçümleri 

 

Özdeş bozonlar için düşük enerjili elastik çarpışmalarda tesir kesiti (cross 

section) 28 a olarak verilmişti. Böylelikle elastik tesir kesiti ölçümleri saçılma 

uzunluğunun büyüklüğünü verir ama işareti ile ilgili bilgi taşımaz. 
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4.3.2. Moleküler spektrum 

 

İki polarize olmuş atomun moleküler bağlı durumları arasındaki geçiş 

frekanslarının ölçümü etkileşim potansiyelinin kısa menzilli kısmı ile ilgili ayrıntılı bilgi 

verir fakat saçılma uzunluğunu belirlemede önemli olan uzun menzilli etkileşimleri 

tanımlayamaz. 

 

4.3.3.Fotobileşim spektroskopisi 

 

Soğuk atomların arasındaki etkileşimlerin anlaşılabilmesinde özelikle son 

yıllarda gelişen fotobileşim spektroskopisi tekniği etkili olmuştur. Fotobileşim 

spektroskopisi birbiri ile moleküler bağı bulunmayan iki temel haldeki atomun lazer 

ışığı ile uyarılması sonucunda iki atom arasında oluşan etkileşmeyi ölçmeye dayalı bir 

yöntemdir. 

 

4.3.4. Diğer metodlar 

 

İnelastik süreçler atomik etkileşmelerden çok etkilendikleri için bunların ölçümü 

potansiyelle ilgili bilgi içerir. Bu özellikle kütle numarası 87 olan Rb için önemlidir. 

Feshbach rezonansı da atomik etkileşimlere karsı çok hassastır. Bu yüzden bu rezonans 

ile ilgili yapılan çalışmalar atomlar arasındaki etkileşmelerin özelliklerinin 

belirlenmesini mümkün kılar. 

 

4.4. Alkali Atomlar ve Hidrojen için Saçılma Uzunluğu 

 

Aşağıdaki kesimlerde farklı alkali atomlar arasındaki etkileşimler için     triplet 

durum için saçılma uzunluğu,     singlet durum için saçılma uzunluğu ve     

maksimum gerimli durum için saçılma uzunluğu olmak üzere iki atom etkileşimleri için 

saçılma uzunlukları atomik birimlerde verilmiştir. 
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4.4.1. Hidrojen 

 

ta =1.2 (Jamieson ve ark., 1995a).  

ve 

 sa =0.41 (Jamieson ve ark., 1992b) 

 

4.4.2.Lityum 

 

Lityum izotoplarının saçılma uzunlukları fotobileşim spektroskopisini uygulayan 

Abraham et. al. tarafından bildirilmiştir (Abraham ve ark., 1997a). 

         Kütle numarası 6 olan Li fermiyonu  için 

         sa =45.167 ± 0.008 

         ta =−2140 ± 18  

(Bartenstein ve ark., 2005) 

         Kütle numarası 7 olan bozonik Li için  

       sa =33±2 

       ta =−27.6±0.5 

( Abraham ve ark., 1997b) 

Triplet saçılma uzunluğunun negatif değerleri, Li için birkaç binden fazla 

atomdan oluşan yoğuşma durumlarının elde edilmesini engeller.          

 

 4.4.3. Sodyum 

 

  Sodyum için fotobileşim datalarından Tiesinga tarafından elde edilen saçılma 

uzunlukları   

  

385ta
  

552msa  ( Tiesinga ve ark., 1996).
  

 

Daha yakın zamanlarda yapılan deneylerden elde edilen sonuçlar ise 
 

 
 

1.21.19 sa
 
ve 2.14.55 msa (Abeelen ve ark., 1999) dır. 
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4.4.4. Rubityum 

 

85 kütle numaralı Rb için Feshbach rezonansı çalışmalarından ve farklı 

fotobileşim spektroskopisi çalışmalarından bulunan değerler aşağıdaki gibidir: 

 16369ta  

)350)(600(2400 sa
 

(Roberts ve ark., 1998;  Cornish ve ark., 2000) 
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5. YOĞUŞMA DURUMUNUN TEORİSİ: 

 

Bu bölümde etkileşmelerin olduğu bir sistemde Bose-Einstein yoğuşmasının 

yapısı incelenecektir. Bu amaçla önce saçılma uzunluğu  ’ nın parçacıklar arası 

uzaklıktan çok küçük olduğu homojen olmayan bose gazının sıfır sıcaklık özelliklerini 

inceleyen Gross-Pitaevskii denklemi tanıtılacaktır. 

 

5.1. Gross-Pitaevskii G-P denklemi 

 

İki parçacık arasındaki etkin etkileşimin momentum uzayında düşük 

sıcaklıklarda             olduğu daha önce bahsedilmişti. Bu ifade koordinat 

uzayında             şeklinde bir temas etkileşimine karşılık gelir.    ve     bu iki 

parçacığın konumlarıdır. Çok parçacık durumunun enerjisini bulmak için Hartree ya da 

ortalama alan yaklaşımı kullanılabilir ve çok parçacık dalga fonksiyonunu da tek 

parçacık dalga fonksiyonlarının simetrik çarpımı olarak alabiliriz. Tamamen yoğuşmuş 

bir durumda bütün bozonlar aynı tek parçacık )(r  durumundadırlar. N parçacıklı 

sistem için dalga fonksiyonu tek parçacık dalga fonksiyonları cinsinden 

 

                         

 

 

                                                                                                  5.1  

 

şeklinde ifade edilebilir. Burada tek parçacık dalga fonksiyonu normalizedir  

 

                                                                                                                                      5.2) 

                                                                                                          

Bu çok parçacık dalga fonksiyonu iki atomun karşılıklı etkileşmelerini 

(korelasyonunu) içermez. Bu etkileri hesabın içine katmak için kısa dalga boylu 

serbestlik derecelerinin bir etkin etkileşimle temsil edildiği             potansiyelini 

kullanabiliriz. Ortalama alan yaklaşımında parçacıklar arası mesafeden daha kısa olan 

uzunluk boyutlarına karşılık gelen serbestlik dereceleri arasındaki etkileşimler açıkça 

hesaba katılmaz, bu yüzden kesme dalga sayısı ck  , sıfır olarak alınır. Böylelikle etkin 

etkileşim 0U , sıfır enerjideki T matrisine eşit olacaktır.  
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Bu durumda Hamiltoniyen şu şekilde yazılabilir: 

 

    
   

  
         

 

   

             

   

                                                                          5.3  

                                                                    

burada         parçacıkların üzerine etki eden tuzaklama potansiyelidir. Sistemin toplam 

enerjisi 

 

        
  

  
                        

     

 
         

                                  5.4   

                                        

 

şeklinde elde edilir. 

Hartree yaklaşımında bütün atomlar        dalga fonksiyonlu taban durumdadır. 

Gerçek dalga fonksiyonunda bazı atomlar küçük mesafelerde atomik dağılımlardaki 

güçlü korelasyonlar yüzünden daha hızlı uzaysal varyasyona sahip olan durumlarda 

bulunabilirler. Bu yüzden       durumundaki toplam parçacık sayısı N’ den az olabilir. 

Homojen bose gazında yoğuşan parçacık sayısının azalmasına yoğuşmanın zayıflaması 

denilir. Ortalama alan teorisine dayalı Bogoluibov teorisine göre bu zayıflama       ile 

orantılıdır. Parçacık dağılımının uzaysal büyüklüğünün bir ölçüsü olarak parçacık 

başına düşen ortalama hacime eşit bir kürenin yarıçapı    ’yi alabiliriz. O zaman 

parçacık yoğunluğu: 

 

3
)34(

1

sr
n


                                                                                                             (5.5) 

 

olur. Zayıflama  
 

  
 
   

 boyutunda olacaktır ki bu deneylerin gösterdiği gibi erken BEY 

deneylerinde kullanılan seyrek gazlar için yüzde birden daha azdır. Bu yüzden pek çok 

durumda etkileşimlerden kaynaklanan zayıflama ihmal edilebilir.   hacmine sahip 

homojen bir Bose gazında taban durumundaki bir parçacığın dalga fonksiyonu 
 

  
 dir. 

Bu yüzden bir çift parçacığın etkileşim enerjisi 
  

 
  dir. Aynı durumda olan   parçacığın 

parçacık çiftlerinin etkleşim enerjilerinden kaynaklanan toplam enerjisi: 
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                                                                                                      5.6  

 

Yoğuşma durumunun dalga fonksiyonunun tanımı 

 

                                                                                                                                      5.7) 

 

Parçacıkların yoğunluğu ise: 

 

                                                                                                                                         (5.8) 

 

ile verilir,  
 

 
 mertebesindeki terimler ihmal edilirse, sistemin enerjisi için 

 

          
  

  
                        

 

 
         

                                           5.9  

 

yazılabilir.   ‘nin en uygun halinin belirlenebilmesi için (5.9)’ un        ve kompleks 

eşleniği        ye göre parçacık sayısının sabit kalması şartı eklenerek minimize 

edilmelidir. Lagrange çarpanları metodu kullanılarak          yazılır.  , parçacık 

sayısının sabit kalmasına karşılık gelen Lagrange çarpanıdır ve kimyasal potansiyel 

olarak bilinir.    ve    deki rastgele değişimler için          şartı sağlanmalıdır. 

Bu işlem NE   ‘ yi sabit bir  için minimize etmeye eşdeğerdir. NE   nin    ye 

göre değişimini sıfıra eşitlersek 

 

 
  

  
                            

                                                              5.10) 

 

Elde edilir ki bu da zamandan bağımsız G-P (Gross-Pitaevski) denklemi olarak 

bilinir. Bu denklem parçacıklar üzerine etki eden potansiyelin bir dış potansiyel ile diğer 

bozonlar tarafından oluşturulan ortalama alandan kaynaklanan             şeklindeki 

lineer olmayan bir potansiyelin toplamına eşit olduğu bir Schrödinger denklemine 

benzemektedir. Fakat kimyasal potansiyel Schrödinger denklemindeki gibi öz değer 

olarak görülmemelidir. Etkileşmeyen parçacıkların aynı durumda olması halinde 
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kimyasal potansiyel parçacık başına düşen enerjiye eşittir fakat etkileşen parçacıklar 

için böyle söylenilemez. 

Homojen Bose gazı için G-P denklemi  

 

          
                                                                                                                  5.11  

 

şekline indirgenir. Bu sonuç kimyasal potansiyelin termodinamik yorumu   
  

  
 ile 

uyumludur. 

 

5.2.Tuzaklanmış Bozonlar için Taban Durum 

  

Bu kısımda tuzaklanmış bozon gazları için G-P denkleminin çözümü 

incelenecektir. Bu incelemenin temeli G. Baym ve C.J.Pethick tarafından Phys. Rev. 

Letter’ da 1996 yılında yayınlanan makaleye dayanmaktadır. Bazı sonuçlara ise daha 

önce R.V.L. Lovelace ve T.J.Tommila tarafından 1987 yılında ulaşılmıştı. Deneysel 

uygulamalara uygunluk göz önünde bulundurulduğunda sistemin tanımlanması için 

sınırlandırıcı potansiyel olarak harmonik tuzaklar ele alınacaktır fakat formalizm 

kolaylıkla daha genel tuzaklara da uygulanabilir. 

Hesaplamalara geçmeden önce çözümün niteliksel özellikleri incelenecektir. 

Basitleştirmek için izotropik bir osilatör potansiyeli kabul edilerek potansiyel   

    
      formunda alınmıştır. Eğer bulutun uzaysal dağılım boyutları    ise osilatör 

potansiyeli içindeki parçacığın potansiyel enerjisi      
      ve Heisenberg 

belirsizlik ilkesine göre parçacığın momentumu      boyutunda olduğundan kinetik 

enerjisi           olacaktır. Böylelikle etkileşimlerin olmaması durumunda toplam 

enerji  ’ nin küçük olduğu durumlarda       ile değişirken  ’ nin büyük olduğu 

durumlarda    ile değişir ve kinetik enerjinin potansiyel enerjiye eşit olduğu durumda 

bir minimumu vardır. Böyle bir bulutun yarıçapının değeri  

 

      
 

   
 
   

                                                                                                                    5.12  

 

ile verilen harmonik osilatör potansiyelinin karakteristik uzunluğudur. Sonuçta buarada 
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yaptığımız osilatör potansiyelindeki tek parçacığın taban durumunun varyasyonel 

hesabına eşdeğer olduğu için bu beklenen bir sonuçtur.  

Etkileşimlerin etkilerine bakılacak olursa tipik bir parçacık yoğunluğu   
 

    ve 

bir parçacığın etkileşim enerjisi        
 

     dir. İtici etkileşim durumunda toplam 

enerjiye katkı     ile orantılı olduğu için itici etkileşimler sistemin denge durumunu 

belirleyen toplam enerjinin minumumuna karşılık gelen   değerlerini daha büyük 

değerlere kaydırır ve sonuç olarak    nın büyük değerleri için kinetik enerji terimi 

önemini kaybeder. Kinetik enerjinin önemsenmediği güçlü etkileşim limitini incelemek 

bu noktada öğretici olacaktır. Etkileşim enerjileri ve potansiyel enerjilerin toplamının 

minimize edilmesiyle denge büyüklüğü bulunabilir. Bu durumda bu enerjilerin 

mertebeleri aynı olmalıdır. Enerjilerin eşitlenmesi ile denge yarıçapı şu şekilde bulunur. 

 

       
  

    
 
   

                                                                                                                  5.13  

 

ve parçacık başına düşen enerji 

 

 

 
     

  

    
 
   

                                                                                                                 5.14  

 

olacaktır.  
  

    
  niceliği boyutsuz olup etkileşimin şiddetinin bir ölçüsüdür ve bir çok 

deneyde atomların etkileşmesi için “  den daha büyüktür, dolayısıyla   yarıçapı da      

den oldukça büyüktür. Denge durumunda etkileşim enerjisi ve tuzaklama 

potansiyelinden kaynaklanan enerjilerin her ikisi de    
    mertebesindedir. Bu 

yüzden     ile orantılı olan kinetik enerji ile enerjiye gelen diğer katkılar arasındaki 

oran  
    

  
 
   

 şeklinde değişir. Bu da çok parçacıklı sistem için kinetik enerjinin ihmal 

edilebileceğini gösterir.  

Çekici etkileşim durumunda toplam parçacık sayısının az olması halinde toplam 

enerji, etkileşimin olmadığı durumdaki gibi   nin bir fonksiyonu olur. Yeterince az 

sayıda parçacıklı sistemlerde enerji etkileşmeyen parçacıkların olduğu sistemin 

enerjisinin yakınında bir minimuma sahip olur. Fakat etkileşen ve az sayıda parçacık 

bulunduran sistemin yarıçapı daha küçük olacaktır. Bu durum yarı kararlı bir durumdur 
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çünkü minimumdan küçük ayrılışlarda bile enerji hemen artar ve  ’ nin küçük değerleri 

için enerji sonunda  
 

    ile değişir ve yerel minimumdan daha da az olmaya başlar. 

Parçacık sayısını artırdıkça yerel minimumun derinliği azalır ve parçacık sayısı kritik 

bir değere geldiğinde minimum kaybolur. Bu kritik değerden daha çok parçacığın 

olduğu durumda yarı kararlı bir hal gözlenmez. Kritik parçacık sayısı    
    

   
   dir. 

Kütle numarası 7 olan iki tane lityum atomu      ve      halinde sistemin 

elektronik yapısı triplettir ve saçılma uzunluğu                 nm
 

dir. Bu 

yüzden tuzak frekansı 100 Hz civarındadır bu da      nin mikrometre mertebesinde 

olmasına karşılık gelir. Parçacık sayısının kritik değeri de deneylerde     olarak 

belirlenmiştir (Bradley ve ark., 1995;  Bradley ve ark., 1997). 

 

5.3. Thomas-Fermi Teorisi 

TF teorisinde kinetik enerji parçacık yoğunluğunun bir fonksiyonu olarak ifade 

edilmiştir. Homojen, etkileşimlerin olmadığı bir fermiyon gazı için yoğunluğun 

fonksiyonu olarak parçacık başına ortalama kinetik enerji aşağıdaki şekilde yazılabilir: 

 

           
                                                                                                                    5.15  

 

Burada    
 

  
                olarak tanımlanan bir katsayıdır. Bu durumda birim 

hacimdeki kinetik enerji       olur. Eğer gerçekte parçacık yoğunluğunun uzaysal 

değişimi oldukça yavaş ise kinetik enerjinin parçacık yoğunluğunun bir fonksiyonu 

olarak ifade edilmesi yaklaşımı uygulanabilir bir yaklaşımdır. Bu durumda toplam 

kinetik enerji parçacık başına kinetik enerjinin integrali alınarak bulunabilir. 

 

                                   
 
                                                                         5.16  
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Thomas-Fermi yaklaşımı kullanılarak toplam enerji, parçacık yoğunluğu ve dış 

potansiyelin bir fonksiyonu olarak yazılabilir: 

 

                
 
                           

 
 

 
       

                                                                                    5.17  

 

Burada,            iki parçacık arasındaki etkileşim potansiyelidir. Thomas-Fermi 

teorisinde parçacıklar arası etkileşimler göz önüne alınırken (5.17) denklemindeki son 

terim parçacıkların kendileri ile etkileşimlerini de içerir. Sadece çok büyük sayıda 

parçacık içeren sistemlere uygulandığı için Thomas-Fermi teorisinde bu hatanın 

giderilmesine gerek duyulmamıştır (Pethick C. ve Smith H., 2008).  
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6. BOSE GAZININ MİKROSKOPİK TEORİSİ 

 

Bu bölümde uyarılmaların kuantum doğası da hesaba katılarak Bose gazının 

mikroskopik özellikleri incelenecektir. 

Hamiltoniyen,   belirli bir   konumunda, sırasıyla bir bozon yaratılmasına ve yok 

edilmesine karşılık gelen bozon alan operatörleri         ve          cinsinden aşağıdaki 

gibi yazılabilir. 

 

   =              
  

  
                            

  

 
                             6.1  

 

Bu denklem incelenirken itici etkileşimler      durumu göz önünde 

bulundurulacaktır.  

Gross-Pitaevskii denklemi ile çalışılırken doğrudan yoğuşma durumunun dalga 

fonksiyonu kullanılır. GP denkleminin çözümü esas olarak sistemin bir ortalama alan 

teorisi ile incelenmesine karşılık gelir. Bu çözümden elde edilen düzen parametresi 

üzerinde meydana gelen, sistemin kuantum doğasından kaynaklanan dalgalanmaları 

hesaba katmak için alan operatörleri kullanılabilir. GP denkleminden elde edilen dalga 

fonksiyonu kullanılarak alan operatörleri aşağıdaki gibi yazılabilir. 

 

                                                                                                                                6.2   

 

Burada      , alan operatörünün beklenen değeri,         ise; dalgalanma terimidir. 

Dalgalanmalar hesaba katılmadığında hamiltoniyenin Gross-Pitaevskii denkleminde 

kullanılan hamiltoniyene dönüştüğü rahatlıkla görülebilir. 

 

6.1. Homojen Bose Gazı 

 

V hacimli bir kutunun içinde   tane etkileşen parçacığın bulunduğu bir homojen 

Bose gazını ele alalım.        operatörünün momentum uzayındaki karşılığı fourier 

dönüşümü kullanılarak şöyle yazılır. 
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                                                                                                          6.3  

 

Bunun tersi de şöyle yazılabilir. 

 

        
 

    
        

  
      

  

 
    

      
          

  
                                                             (6.4) 

 

Bu dönüşümler kullanılarak (6.1) deki Hamiltoniyen şu hale gelir: 

 

       
      

 
     

  

  
  

  
         

 
  
       

 
         

          

                                                                   (6.5) 

 

Burada    
  

  

  
  dir,       ve     

 

  operatörleri ise    momentumlu bozonlar için Bose 

komütasyon bağıntısını sağlayan yaratma ve yok etme operatörleridir. 

 

[          
 

] =         , [             = 0,  ve [       
 
      

 
] = 0                                                       (6.6) 

 

Etkileşen bir sistemde en düşük enerjili tek parçacık durumunun makroskopik 

olarak doldurulduğunu düşünelim.  

 

   
 
                                                                                                            6.7.a  

ve  

                                                                                                                   6.7        

                                                                   

Hamiltoniyende      ve    
 
 operatörleri yerine bu operatörlerin beklenen değeri 

olan      ve      
 

kullanımı ilk defa Bogoliubov tarafından yapılmıştır 

(Bogoliubov, 1947). Sıfırdan farklı    durumlarının birinci mertebeye kadar olan 

katkıları gözönünde bulundurularak Hamiltoniyen şöyle yazılabilir 

 

    
  

   

  
       

         

        

    
 
      

    

 
       

 
     
 

     
        

                     6.8) 
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   sıfır momentumlu durumda bulunan parçacık yoğunluğudur. (6.8) 

denklemindeki birinci terim sıfır momentumlu durumda bulunan    parçacık için 

sistemin etkileşim enerjisidir. İkinci terim ise    
         bağımsız uyarılmalardan 

gelen terimdir ki bu terim    momentumlu uyarılmış durumda bulunan parçacıkların 

diğer atomların etkileşim potansiyellerinden kaynaklanan Hartree-Fock alanındaki 

enerjisidir. Bu terimin gereği gibi değerlendirilebilmesi için temas potansiyeli yerine 

sıfır menzilli olmayan daha gerçekçi      etkileşimine bakmak gerekir. Bu etkileşimin 

Fourier dönüşümü olan      aşağıdaki gibi bulunur   

 

                       
  

 
                                                                                         6.9  

 

Hamiltoniyende     
 
 ve     yerine (6.7) de verilen özdeğerler kullanılırsa   ’ lı terimin 

katsayısı aşağıdaki gibi olur 

 

              

        

      
 
     

 

 
         

        

    
 
     
 

                                  6.    

  

    
 
     terimi iki katkıya sahiptir.  İlki sıfır momentumlu durumdaki    atom ile 

   momentumlu  durumdaki parçacığın direk etkileşimlerinden gelen Hartree enerjisi 

olan        dan,  ikincisi ise bir  atom kendiliğinden yoğuşma durumundan    

momentumlu duruma saçılırken   momentumlu durumdaki bir atomun sıfır 

momentumlu duruma saçılmasını içeren değişim (exchange) yada Fock teriminden 

gelen katkıdır. Temas potansiyeli için      etkileşiminin Fourier dönüşümü  ’ den 

bağımsızdır. Bu yüzden Hartree ve Fock terimleri her ikisi de        a eşit olur. Son 

terim ise iki atomun     momentumlu durumdan yoğuşma haline saçılmasına ve 

yoğuşma durumundan     momentumlu duruma saçılmasını içerir. 

Şimdi, uyarılmış durumların etkisini incelemek için; 

 

    
  

   

  
       

         

        

    
 
      

    

 
       

 
     
 

     
        

                6.11)   
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denkleminin özdeğerlerini bulalım.  Orjinal hamiltoniyen parçacık sayısını korur. Bu 

yüzden yeni Hamiltoniyenin özdeğerleri belirli bir ortalama toplam parçacık sayısı için 

bulunmak istenirse, toplam parçacık sayısı operatörü 

 

        
 
        

  

                                                                                                                       6.12  

                                                                                                        

halini alır. Sıfır momentumlu durum için yaratma ve yok etme operatörleri 

yerine beklenen değerleri kullanılabilir, bu durumda   

 

           
 
        

        

                                                                                                        6.13  

 

olur. Toplam parçacık sayısı cinsinden (6.8)’ deki Hamiltoniyen şu şekilde 

yazılabilir. 

 

    
    

  
        

            
 
      

    

 
      

 
     
 

            

        

                     6.14) 

 

İlk terimde toplam parçacık sayısı operatörü    yerine beklenen değeri kullanılmıştır.  

Parçacık sayısındaki dalgalanmalar küçük olduğu için bu akıllıca bir yaklaşımdır.     
 
      

nin katsayısının    
         dan    

        a azalması da toplam parçacık sayısının 

sabit kalması şartından dolayıdır. Klasik limitte bu terim kimyasal potansiyelin 

eksilmesine karşılık gelir çünkü sıfır sıcaklıktaki homojen Bose gazı için kimyasal 

potansiyel      dır.    
        enerjisi    nin yönüne bağlı değildir. Bu yüzden 

Hamiltoniyen simetrik formda yazılabilir. 

 

   
    

  
       

             
 
          

 
      

 

        

  
    

 
      

 
     
 

                                                                                6.15)   
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Toplam simgesinin üzerindeki tırnak işareti, toplamın sadece momentum uzayının yarısı 

üzerinden alınacağını gösterir ve    ile     ye karşılık gelen terimler yalnızca bir kere 

sayılmalıdır. 

 

6.1.1.Bogoliubov dönüşümü 

 

 (6.15) ifadesindeki hamiltoniyen farklı    değerlerine karşılık gelen çiftlenmemiş 

terimlerden oluşmuştur. Bağımsız terimlerin toplamından oluşan Hamiltoniyendeki bir 

terim şöyle yazılabilir. 

 

        
                

                                                                                          6.16   

 

Burada 10 ,   kompleks sayılardır.      ve     operatörleri    momentumlu bozonlar için 

yaratma ve yok etme operatörleridir ve     momentuma sahip bozonlar için aynı 

operatörler      ve      ile gösterilmiştir. 

Bogoliubov’un sıvı helyum için yaptığı gibi tuzaklanmış bozonlar için de 

Hamiltoniyen özdeğerleri ve özdurumları kanonik dönüşümden elde edilebilir. Bu 

yaklaşımda temel fikir yeni bir       operatör seti oluşturarak Hamiltoniyeni       ve       

terimleri cinsinden ifade etmektir. Diğer bir deyişle bu yaklaşım hamiltonyen 

operatörünün yaratma ve yok etme operatörleri cinsinden diyagonal hale getirilmesidir. 

Bu metod çok kolaylık sağlayan bir yaklaşım haline gelerek manyetizma ve 

süperiletkenlik teorisinde de geniş ölçüde kullanılmıştır. 

Bozonlar için yaratma ve yok etme operatörleri aşağıdaki komütasyon 

bağıntılarına uymalıdır. 

 

         =        =1 ve         =        =       =                                                    (6.17) 

 

Yeni operatörler       şu şekilde tanımlanabilir. 

 

           , 

                                                                                                                       (6.18) 
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Buradaki   ve   ‘ ler belirlenecek katsayılardır. Ayrıca bu operatörlerin Bose 

komütasyon bağıntılarını sağlaması gerekir. 

 

                    

                                                                                                               6.19) 

 

  ve   ‘ nin fazlarını rastgele seçtiğimiz için   ve   yi gerçek alabiliriz. (6.18) 

denklemlerini (6.19) ve   (6.17) de verilen komütasyon bağıntılarını kullanarak yeniden 

yazarsak   ve   için 

 

                                                                                                                                    6.20  

                                  

 şartına ulaşılır. (6.18) denklemlerinin ters dönüşümü de 

 

            

                                                                                                                                     6.2    

                                  

 şeklinde verilir. (6.21) denklemlerini  (6.16)’ da yerine koyacak olursak 

 

                    
               

           

                                  +[     
           ](           )                                   (6.22) 

 

elde edilir.              ) teriminin katsayısı sıfırlanacak şekilde   ve   aşağıdaki gibi 

seçilebilir, 

 

        ve                                                                                                  (6.23) 

 

bu durumda      
             terimi  

 

          
                                                                                    6.24  

                                       

haline gelir ve 
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                                                                                                                             6.25  

 

yazılabilir. 

 

     
    

                                                                                                                            6.26  

 

olarak seçilirse 

 

   
 

 
 
  
 
                                                                                                                      6.27.a  

 

 ve  

 

   
 

 
 
  
 
                                                                                                                      6.27.b  

 

elde edilir. Bu dönüşüm yapıldığında  

 

                                                                                                                      6.28  

                       

 ifadesine ulaşılır. 

Taban durum enerjisi olan       negatiftir, uyarılmış durumlar     ve      

operatörleri tarafından oluşturulan    enerjili iki bağımsız bozona karşılık gelir.   nin 

gerçek olması için    ın büyüklüğünün     inkinden büyük olması gerekir. Eğer 

           olursa uyarılma enerjisi sanal olur ve sistemin kararsız olması durumuna 

karşılık gelir. 

 

6.1.2. Temel uyarılmalar 

 

(6.14) Hamiltoniyenini diagonal hale getirmek için bir önceki bölümün sonuçları 

kullanılarak aşağıdaki dönüşümler yapılacaktır. 
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                                                                                              (6.29) 

 

Burada kullanılan operatörlerin basit modeldeki karşılıkları: 

           ,           ,         ,            dir . Bu dönüşümler sonucunda toplam 

Hamiltoniyen 

            

   
    

  
         

 
    

 

        
 

 

 
     

                                                 

        

 6.30) 

 

şeklinde elde edilir. Burada  

 

         
       

 
              

  
 
         

                                                 6.31  

 

 ile verilir. Elde edilen bu enerji dağılımı klasik yaklaşımlar kullanılarak elde edilenle 

aynıdır. Küçük    momentumları için 

 

   
    

 
                                                                                                                                 6.32  

 

 olmak üzere enerji spektrumu       şeklindedir. 

Temel uyarılmaları yaratan ve yok eden operatörler 

 

    
 
        

          
  (6.33) 

                                                                          

deki gibi verilirler.       ve     katsayıları 

 

   
     

                                                                                                                                 6.34  

 

 normalizasyon şartını sağlarlar.                                                                                           

 Sonuçta etkileşen bozonlardan oluşan sistemin davranışının enerjilerinin 

Bogoliubov spektrumu ile verilen etkileşmeyen bozon topluluğu ile aynı olduğu 
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görülür. Aynı sonuç klasik yaklaşımlar kullanılarak de elde edilebilirdi. Sistemin taban 

durumunda uyarılma yoktur ve             olur. Hamiltonyene dalgalanma terimlerinin 

kübik ve dördüncü mertebe terimleri dahil edildiğinde uyarılmalar sönümlenir ve 

enerjileri Bogoulibov spektrumundan farklılaşmaya başlar. 

 

6.1.3. Yoğuşmanın zayıflaması 

 

(6.12)’ de parçacık sayısı     
 
 ve      cinsinden verilmişti. Bu denklemi tekrar 

yazarsak 

 

          
        

     
   

                

    
 
         

        

        
 
     
 

             6.35  

 

şeklini alır. Bu ifade de ilk terim yoğuşmadaki atomların sayısı ve diğer terimler ise 

uyarılmaların olmadığı etkileşimlerin yoğuşmada oluşturduğu zayıflamadır. Etkileşen 

gazlarda taban durumda çift parçacık etkileşimleri yüzünden parçacıkların tümü sıfır 

momentumlu durumda kalamaz yani sıfır momentumlu parçacığın bulunma ihtimali 

azalır. Geri kalan terimler ise gerçek uyarılmalar sebebiyle yoğuşmada oluşan 

zayıflamayı verir. (6.30) Hamiltoniyeninin özdurumlarına karşılık gelen durumlar için  

    
 
     
 

 nin beklenen değeri ve bunun hermityen eşleniği yok olur böylelikle parçacık 

sayısı operatörü aşağıdaki gibi yazılabilir. 

 

          
       

     
   

                

    
 
                                                                 6.36  

     

Bu momentumu sıfırdan farklı    momentumlu uyarılmaların    sabit kalacak şekilde 

gaza eklenmesi durumunda toplam parçacık sayısının aşağıdaki büyüklükle 

değişeceğini gösterir. 

 

      
     

   
  

  
                                                                                                              6.37  
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Burada      
       dır,  dolayısıyla toplam parçacık sayısı sabit tutulduğunda    

ın bunu karşılayacak şekilde azaltılması gerekir. Büyük momentumlarda bir uyarılmaya 

karşılık gelen parçacık sayısı 1 değerine yakınsar. Buna karşın küçük momentumlarda 

etkin parçacık sayısı 
  

 
  şeklinde ıraksar. 

Sıfır sıcaklıkta taban durumdaki zayıflama (6.36) daki ikinci terimin 

hesaplanmasıyla tam olarak bulunabilir ve uyarılmış durumdaki birim hacim başına 

düşen parçacık sayısı 

 

    
 

 
    

   

        

 
   

      
   
  

 

   
 
  

 
 
 

                                                       (6.38  

  

şeklinde elde edilir. Dolayısıyla parçacık yoğunluğu    
 

      
 koherens uzunluğu 

olmak üzere    hacmi başına 1 dir. Bu sonuç   
 

 
 için    

    olduğu ve daha büyük 

momentumlar için ise hızla azaldığı göz önünde bulundurulduğunda kolayca 

anlaşılabilir. Uyarılmış durumlardaki parçacık yoğunluğunun büyüklüğü, birim hacimde 

bulunan dalga sayısı 
 

 
 den daha küçük durumların sayısı mertebesindedir. Bu üç boyutta  

 

  
 e karşılık gelir. 

(6.37) de     
     

 
  olduğu kullanılarak (6.38) de yoğuşmanın zayıflaması 

saçılma uzunluğu cinsinden de  

 

   

 
 

 

   
                                                                                                                         (6.39  

                                                                                                                   

şeklinde ifade edilebilir. 

 Bu sonuç türetilirken yoğuşmadaki zayıflamanın az olduğu varsayılmıştır. Bu 

yüzden parçacıklar arasındaki boşluğun saçılma uzunluğundan büyük olduğu 

durumlarda ya da n     olduğunda geçerlidir. Pek çok deneyde taban durum 

zayıflaması yüzde 1 basamağındadır. Feshbach rezonansı civarında parçacıklar 

arasındaki boşluğun saçılma uzunluğu ile kıyaslanabilir olması ortalama alan 

yaklaşımının geçerliliğinin ötesindeki etkilerin ölçülmesi ihtimalini artırır (Cornish ve 

ark., 2000). 
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6.1.3.Taban durum enerjisi 

 

Enerjiye daha yüksek mertebeden katkıların hesaplanabilmesi ancak etkin 

potansiyel yerine    
     

 
  ifadesinin kullanıldığı basit yaklaşımın ötesine geçilmesi 

ile mümkün olabilir. Bu etkin potansiyel yaklaşımı esas olarak sadece düşük 

momentumlu durumlar için geçerlidir. (6.30)’ da verilen Hamiltoniyen içerisinde bu 

etkin potansiyelin bütün    momentum durumları için kullanılması hesaplana taban 

durum enerjisinin ıraksamasına sebep olur. Taban durum enerjisinin tutarlı bir hesabını 

yapmak için etkin etkileşim potansiyeli olarak belirli bir    kesilim momentumu ve 

üzerindeki tüm momentum durumlarını hesaba katan bir       etkin potansiyelinin 

tanımlanması ve (6.30) Hamiltoniyeninde    momentumu üzerindeki tüm durumlardan 

gelen katkıların toplam dışında bırakılması gereklidir. Yani taban durum enerjisi  

 

   
       

  
 

 

 
    

          

    

                                                                        6.40  

 

şeklinde verilmelidir. Buradaki         etkin potansiyeli 

 

         
  

 

 
 

 

   
 

       

                                                                                               6.41  

                                                                                   

ile verilebilir ve bu ifade yukarıdaki denklemde kullanıldığında taban durum enerjisi  

 

    
    

  
  

 

 
    

       

         

     
      

 

   
                                                   6.42  

     

haline gelir. Eğer    kesilim momentumu ms le karşılaştırıldığında büyük fakat 
 

 
 ile 

karşılaştırıldığında küçük olacak şekilde seçilirse sonuç    ye bağlı olmaz ve      

olduğu gerçeği de kullanılırsa taban durum enerjisi için aşağıdaki sonuç bulunur. 

 

  

 
 

    

 
 

 

    
 
  

 
 
 

    
    

 
   

   

    
                                             6.43  
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 Yukarıdaki enerji düzeltme teriminin ilk şekli enerjideki değişimin mertebesinin, 

ters koherens uzunluğundan daha küçük dalga sayısına sahip durumların sayısı ile bu 

dalga sayısına karşılık gelen tipik enerjinin çarpımı kadar olduğunu gösterir. Bu sonuca 

ilk defa Lee ve Yang (Lee ve ark., 1957) tarafından ulaşılmıştır. 

 

6.1.5. Belirli parçacık sayısına sahip durumlar   

 

Orijinal mikroskopik Hamiltoniyen (6.5) toplam parçacık sayısını korur. Bir 

parçacık için yoketme operatörünün beklenen değerinin sıfırdan farklı olduğu 

varsayımı, incelediğimiz  durumların parçacık sayısı operatörünün özdurumlarından   

olmadığı anlamına gelir. İzole edilmiş bir gaz bulutunda parçacıkların sayısı 

sabitlenmiştir ve bu yüzden parçacık yoketme operatörünün beklenen değerinin sıfır 

olması gerekir. Yoketme operatörünün sıfırdan farklı bir beklenen değere sahip 

olduğunu farzetmek, fotonların sebep olduğu elektromanyetik alanın klasik olarak ele 

alınabileceğini farzetmeye benzer. Her iki halde de farklı sayıda parçacık ya da foton 

içeren durumların süperpozisyonu olan koherent durumlarla çalışılır. Aşağıdaki 

operatörler tanımlanarak belirli bir parçacık sayısına sahip olan Bose gazının özellikleri 

hesaplanabilir (Girardeau ve ark., 1959; Girardeau, 1998). 

  

        
 
       

    
     

  

    
 
     

 
                                                                                                            6.44  

                                                                                                  

Burada        
 
   , sıfır momentumlu durum için parçacık sayısı operatörüdür.  

Bu operatörlerin parçacık sayısının sıfır olmadığı herhangi bir sıfır momentumlu 

duruma uygulanması halinde Bose komütasyon bağıntılarına uydukları görülür. Ayrıca 

    durumları için     
 
      ve      

 
      birbiriyle özdeştir. Hamiltonyen içerisinde     

 
 ve  

     operatörlerinin sadece ikinci mertebeye kadar olan terimleri alınarak tam yoğuşma 

durumundan az farklı olan belirli bir   parçacık sayısına sahip durumlar için  
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Hamiltoniyen şöyle yazılabilir 

 

   
        

  

      
  

   
 

        
 
          

 
      

 

       

 
  

 
                    

 
     
 

                                6.45  

 

 

6.1.6.Tuzaklanmış bir gazdaki uyarılmalar  

    

Klasik durumda yapıldığı gibi enerji için bir fonksiyonelle işe başlamak yerine 

(6.1)’ deki Hamiltoniyen operatörü ve yoğuşmuş durumun ayrı olarak ele alınmasına 

karşılık gelen  (6.2) ifadesi göz önünde bulundurulabilir. Aynı zamanda parçacık 

sayısındaki değişimleri hesaba katmak için           operatörüyle çalışmak daha 

uygundur. Dalgalanma operatörlerinin olmadığı terim          
  

  
         

            
 

 
        

   Gross-Pitaevskii fonksiyonelidir. Tek dalgalanma 

operatörü içeren terimler,    zamandan bağımsız G-P  
  

  
                 

          
            denklemini sağladığı zaman kaybolur ve ikinci mertebeden 

dalgalanma operatörlerini içeren terimler göz önüne alındığında     şöyle yazılabilir. 

 

            

               
  

  
          

                     
 
                   

 
  

 
                 

 

                   
 
                                                                                  6.46  

 

Bu da sabit potansiyele sahip gazın enerjisi için (6.13) ifadesi ile benzerdir. 
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   operatörü diyagonalize edilip, matris notasyonunda yazılırsa; 

 

   
 

 
                                                                                                                   (6.47) 

            

olur. Burada 

 

      
 

    
                                                                                                                                 6.48  

                                                                                                             

ve 

  

M   
                   

        
 

    
                     

    
    6.49  

 

 dir. Â ve     vektörleri arasındaki iç çarpım şöyle tanımlanır  

 

          
         

     

                                                                                             6.50  

                                                                             

 , indisi vektörün bileşenlerini gösterir. 

Hermityen olan   operatörünü diyagonalize etme dönüşümü bulunmak 

istenmektedir.   operatörünün özfonksiyonları Bogoulibov denkleminin çözümleriyle 

yakından ilişkilidir. Bogoliubov denklemleri matris notasyonunda 

 

             ya da                                                                                             6.51   

  

şeklinde yazılabilir. Burada           

                                                                                      

    
  

  
                                                                                                                                    6.52  

                                                                                                       

dir,  ve  

 

     
  
   

                                                                                                                          6.53  
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bilinen  Pauli spin matrisidir.                                                                                          

Bogoulibov denklemlerinin çözümleri Hermityen olmayan     operatörünün 

özfonksiyonlarıdır. (6.51) deki Bogoulibov denklemlerinin eğer    özdeğerli bir çözümü 

varsa       
  ve      

 ,     
  olan ikinci bir çözümün var olduğu da görülebilir. 

   
 
       

 
    

  niceliği hesaplanarak bir ortogonallik şartı elde edilebilir. 

Bir taraftan   Hermityen olduğu için bu ifadenin sonucunun sıfır olması gerekirken,  

diğer taraftan (6.51) denkleminden doğrudan hesaplanabilir ve  

 

      
          

      
                                                                                             6.54  

                                                                          

ye ulaşılır. 

 

         
      

          
                                                                                           6.55  

                                                               

             
      

     
 
                                                                                   6.56  

 

Niceliği özvektörün     metriğine göre normudur. (6.54) denklemini i=j hali için 

uygulayarak, kompleks çözümlerin normunun sıfır olduğu bulunur. Kompleks 

özdeğerler yoğuşmada dinamik bir dengesizliğin varlığına işaret eder. 

Gerçek frekanslı modlar için normalizasyon şartları şöyle seçilmelidir 

 

        
      

    
                       

                      
                                                                       6.57  

 

       ve      
 ,      

  gerçek özdeğerli Bogoulibov denklemlerinin 

çözümünün normu orijinal çözümün ters işaretlisidir. 

 Şimdiye kadar    matrisinin yanlızca Hermityen karakterini kullandık. 

Tuzaklanmış bir gaz için taban durumda   matrisi pozitif yarı belirlidir çünkü    

değişmeleri enerjiyi sadece arttırır dolayısıyla enerji özdeğerleri negatif olamaz ve     

matrisinin özdeğerlerinin gerçek olduğu gösterilebilir. Bunu anlatmak için (6.51) 
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denklemlerinin ikincisini   
 
          

 
’ı bulmak için soldan     

 
 ile çarparız. 

Sol taraf pozitif yarı kararlı ve     özfonksiyonu olan    nin sıfır olması halinde sıfıra 

eşit olur eğer    böyle bir özfonksiyon değilse kompleks özdeğer tarafından 

sağlanamayan bir şart olan     
 
       yı takip eder çünkü böyle bir durumda norm 

sıfırdır. Böylelikle bütün özdeğerlerin gerçek olması gerektiği sonucu çıkarılabilir. 

Dahası bir durumun özdeğerinin sağlanacak eşitsizliğin normuyla aynı işarete sahip 

olacağı sonucu da çıkartılabilir sıfır özdeğerli     özfonksiyonları sıfır normlu olarak 

gösterilebilir. Belirli bir mod için bu örneklendirilme rahatlıkla yapılabilir. Sıfır 

özdeğerli Bogoulibov denklemlerinin çözümleri de ayrıca bulunabilir ki buda   yerine 

   alındığı durumda       vektörüne ve dolayısıyla                olması haline 

karşılık gelir. Bu çözüm, Bogoulibov denklemlerini sağlar çünkü   Gross-Pitaevski 

denkleminin bir çözümüdür (6.56) denkleminden direk olarak normun sıfır olduğu 

görülebilir ve bu da yoğuşma dalga fonksiyonunun fazındaki genel bir değişime karşılık 

gelir. (6.55) denkleminden bu modun sıfırdan farklı    modlarına ortogonal bir mod 

olduğu görülebilir 
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7.  ÇOK PARÇACIK BOZON SİSTEMLERİ: YENİ BİR YAKLAŞIM 

 

Bu bölümde çok parçacık bozon sistemlerinin incelenmesinde bozonlar 

arasındaki etkileşimlerin sonlu menzile sahip olması durumunu da göz önüne alan bir 

yaklaşım geliştirilmeye çalışılacaktır. Bu amaçla önce ikinci kuantumlanma formalizmi 

kullanılarak sistemin toplam hamiltonyeni, belirli bir    konumundaki parçacığın 

yaratılmasına ve yok edilmesine karşılık gelen         ve        alan operatörleri 

cinsinden ifade edilecektir. Daha sonra doğal orbitaller tanımlanacak ve son olarak Fock 

uzayında yerleşim sayıları gösterimi ve doğal orbitaller kullanılarak sistemin toplam 

hamiltonyeni tanımlanacaktır. Bu toplam Hamiltonyen kullanılarak hem doğal 

orbitallerin ve hem de bu orbitallere karşılık gelen yerleşim sayılarının nasıl elde 

edilebileceği sunulacaktır. 

 

7.1. İkinci Kuantumlama ve Toplam Hamiltoniyen 

 

Çok parçacık sistemini tanımlamada ikinci kuantumlanma formalizmi uygun bir 

gösterim sağlar. Bu yaklaşımda sistem, alan operatörleri         ve         kullanılarak 

tanımlanabilir.  Kapalı bir çok-parçacık sisteminde, özellikle sistemin hareket sabitleri 

olarak tanımlanabilecek olan parçacık sayısı ve toplam enerjiye karşılık gelen, sayı 

operatörü     ve Hamiltoniyen operatörü    alan operatörleri cinsinden kolayca ifade 

edilebilir. Sistemin taban durumunun elde edilmesi için Hamiltoniyen operatörünün 

beklenen değerinin minimum olması şartı kullanılabilir. Bu şekilde taban durum 

belirlendikten sonra, alan operatörleri kullanılarak sistemin taban durumdaki tüm 

özellikleri elde edilebilir.  

         ve        alan operatörleri tüm    uzay koordinatları ile tanımlanan bir 

Hilbert uzayında etki eden operatörler olarak tanımlanır.    sürekli bir değişken 

olduğundan söz konusu Hilbert uzayının serbestlik derecelerinin sayısı sonsuzdur. 

Bozonlardan oluşan sürekli sistemler için alan operatörleri aşağıdaki yer değiştirme 

bağıntılarına uyar: 

 

                                                                                                                                7    
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                                                                                                                         7.2 

                               

Burada         gösterimi           şeklinde tanımlanan    ve    operatörlerinin 

komütasyonunu ifade eder. Alan operatörleri kullanılarak sayı operatörü    ve 

Hamiltoniyen operatörü    oluşturulabilir. Parçacıklar bir       dış potansiyeli etkisinde 

hareket ettiği bir sistem için parçacık sayısı ve Hamiltoniyen operatörleri 

 

                                                                                                                                    7.3  

                      

    
  

  
        

       
                 

                   

 
 

 
        

      
        

                                                             7 4  

                   

ile verilir. Burada         verilen sistemin çift-parçacık etkileşim potansiyelini gösterir. 

              çarpımı alanın yoğunluk operatörü olması nedeniyle tüm uzay üzerinden 

toplamı alındığında toplam parçacık sayısını verir. Hamiltonyen operatörünün ifadesi 

makroskopik verileri elde etmek için kullanılan Schrödinger formülasyonunun beklenen 

değer tanımına benzerdir. Aradaki fark, Schrödinger formülasyonunda sistemin dalga 

fonksiyonu kullanılırken, ikinci kuantumlanmada alan operatörlerinin kullanılmasıdır.     

parçacıklı ve E enerjili herhangi bir durum        ile gösterilsin.    ve     operatörü 

      durumuna uygulandığında sistemde bulunan parçacık sayısı N ve sistemin 

toplam enerjisi E, 

 

                                                                                                                             7.5 

                           

                                                                                                                             7.6) 

                                  

özdeğer denklemleri ile tanımlanır. Burada genellikle             olarak seçilir.  

       ve         alan operatörleri, orthonormal tam bir set oluşturan        tek-

parçacık dalga fonksiyonları ile artırma ve azaltma operatörleri kullanılarak seriye 

açılabilir: 

 



68 

 

 

  

            
       

     

 

                                                                                                                  

 

                     

 

                                                                                                                 

                                   

Burada     ve    ile gösterilen artırma ve azaltma operatörleri, 

 

              

  

                                                                                                                         

                      

eşitliklerini sağlarlar ve aşağıdaki yer değiştirme bağıntılarına uyarlar: 

 

        
 
      

     

              
 
    

 
                                                                                                                7.9 

                                                       

       ve         alan operatörlerinin denk. (7.1) ve denk. (7.2) de tanımlanan özellikler 

denk. (7.7) ile birlikte değerlendirildiğinde,        fonksiyonları için, 

 

          
                                                                                                               7.10  

                      

eşitliği elde edilir.  

Burada          , 3-boyutlu Dirac-delta fonksiyonudur. i  sayısı enerji öz değeri 

gibi çeşitli tek-parçacık durumlarını tanımlayan bir indis olmak üzere, tek-parçacık 

dalga fonksiyonları orthonormal olduğundan, 

 

       
                                                                                                                        7.11  

                               

yazılabilir. Bu durumda sistemin toplam Hamiltoniyeni artırma ve azaltma operatörleri 

cinsinden aşağıdaki gibi yazılabilir:  
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  Burada  

 

          
  

  
        

       
         

 

                 
                    

  

                   
      

        
                                                              7.13   

               

operatörleri sırasıyla kinetik enerjiye, dış potansiyele ve parçacıklar arası etkileşim 

potansiyeline karşılık gelen matris elemenlarıdır. 

  

7.2.Yoğunluk Matrisleri 

 

Yoğunluk matrisleri çok parçacık sistemlerinde parçacıklar arası korelasyonların 

belirlediği çok sayıda yapı arasından N parçacık dalga fonksiyonu ile ilgili bilgileri 

çekip çıkartmaya yarayan kullanışlı bir araçtır. Bu kısımda özellikle N parçacık dalga 

fonksiyonuyla ilgili indirgenmiş yoğunluk matrisleri ele alınacaktır. Kuantum 

durumlarının geniş kapsamı içinde N parçacık dalga fonksiyonu durumları saf durumlar 

olarak bilinir. 

 

7.2.1.Tek parçacık yoğunluk matrisleri 

 

      durumunun spine bağlı tek parçacık yoğunluk matrisi şu şekilde tanımlanır. 

(    ‘ın her zaman simetrik olduğu gözönünde bulundurularak) 

 

        
                            

                                                     7.14  

                             

Burada           uzay ve spin koordinatlarının her ikisini de içerir. Bu ifadenin 

spinden bağımsız versiyonu ise 
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                                                                                                    7.15) 

                                                                                      

eşitliğinden elde edilebilir. N katsayısı parçacık sayısıdır ve uzaysal parçacık yoğunluğu 

      ‘yi veren yoğunluk matrisinin köşegen elemanları toplamını normalize etmek için 

özellikle seçilmiştir.  

N parçacıklı bir sistem için         sistemdeki parçacıkların                  

koordinatlarından herhangi birinin    koordinatında bulunma olasılığının yoğunluğudur 

ve tek parçacık yoğunluk matrisinin izi ile tanımlanır.  

 

                                                                                         7.16  

                       

Sürekli değişkenlerle çalışıldığında bir matrisin izi, köşegeninin üzerinden 

integrali anlamına gelir. Spine bağlı tek parçacık yoğunluk matrisinin konum uzayı 

üzerinden izi spin yoğunluk matrisidir. 

 

                   
                                                                                                                7.17  

                                                                                        

Bu spin, polarizasyonunun uzaysal yoğunluğu ve yönü hakkında bilgi içerir. Tek 

parçacık orbitalleri kullanılarak bu yoğunluk matrislerinin Heisenberg gösterimi spin 

orbitalleri        için 

 

                   
             

       
                                                                           7.18  

 

ve konum orbitalleri        için 

 

                      
             

       
                                                                    7.19  

 

şeklindedir. İndis takımının bu her iki durum içinde farklı olduğunu belirtmekte fayda 

var. (7.18) ifadesinde i ve j alt indisleri, aynı uzaysal kısma sahip olan fakat farklı spinli 

orbitalleri ayırt edecek şekilde olmalıdır. (7.19) eşitliğindeki indisler ise sadece konum 
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orbitalleri arasındaki farklılığı belirtir. Spin değişkenleri üzerinden alınan iz (7.15)’ e 

göre (7.19)’ da uygulanmıştır.          benzeri ifadeler genellikle göz önünde 

bulundurulan orbital setleri bağlamında kullanılmıştır. Bu farklılık yüzünden ikinci 

ifade konum yoğunluk matrisi olurken ilki spin yoğunluk matrisidir. Bu matrislerin 

köşegenleri de spin orbitallerinin ve konum orbitallerinin doluluk miktarlarını verir. 

 

7.2.2.İki parçacık yoğunluk matrisleri 

 

Spine bağlı iki parçacık yoğunluk matrisleri aşağıdaki gibi tanımlanır. 

 

             
    

   
      

  
                            

     
    

                7.20  

       

Tek parçacık yoğunluk matrisi ile ilişkisi ise aşağıdaki gibidir. 

 

        
   

 

   
                  

    
                                                                             7.21  

                                                            

Spinden bağımsız ilişkilere spin değişkenlerinin izi alınarak ulaşılabilir. Tek 

parçacık durumuna benzer olarak iki parçacık yoğunluk matrisinin köşegeni     de bir 

parçacığın     de başka bir parçacığın bulunma olasılık yoğınluğu olan             çift 

yoğunluğunu verir ve bu noktalardaki dalga fonksiyonunun     ve     koordinatlarındaki 

olasılık yoğunluğunun        katıdır. 

 

                          
    

                                                                                                 7.22) 

                                                                      

(7.18) ve (7.19)’ a benzeyen tek parçacık orbital setleri kullanılarak çift parçacık 

yoğunluk matrisleri de benzer bir yolla belirlenebilir. 

 

7.3. Doğal Orbitaller 

 

Tek parçacık yoğunluk matrisi çok sık kullanıldığından bazen sadece yoğunluk 

matrisi olarak adlandırılır ve çoğunlukla           şeklinde gösterilir. Tek parçacık 

yoğunluk matrisinin alan operatörleri cinsinden tanımı oldukça basittir ve 



72 

 

 

  

 

               
                                                                                                7.23) 

                                                        

şeklinde verilir. Tek parçacık yoğunluk matrislerini alan operatörleri, artırma ve azaltma 

operatörleri ve orthonormal bir set oluşturan tek parçacık dalga fonksiyonları cinsinden 

ifade edersek 

 

               
 
  

      

 

           

 

    
            

  

    
 
                     7.24  

      

elde edilir. Eğer, kullanılan tek parçacık dalga fonksiyonları seti yoğunluk matrisini 

köşegen yapacak şekilde yani      
 
          olacak şekilde seçilirse bu durumda 

yoğunluk matrisi  

 

             
            

  

           
            

 

                                                 7.25) 

                 

haline indirgenir. Bu şartı sağlayan        tek parçacık dalga fonksiyonları doğal 

orbitaller olarak adlandırılır ve bunlara karşılık gelen iN  sayıları bu orbitallere yerleşen 

parçacık sayılarını verir. Doğal orbitaller çok parçacık dalga fonksiyonlarının 

oluşturulmasında kullanılan tek parçacık durumlarının seçiminde oldukça etkili bir 

yöntemdir (Davidson 1972). Çok parçacık bozon sistemlerinde, yoğuşmuş ve 

yoğuşmamış kısımların oranları doğal orbitaller kullanılarak hesaplanabilir (Minguzzi 

ve ark. 1997). Bu orbitaller baz alındığında daha önce (7.12) denklemi ile verilen 

sistemin Hamiltoniyen operatörünün beklenen değeri yani sistemin toplam enerjisi E 

çok daha basit bir forma indirgenerek 

 

              

 

            

 

 
 

 
                   

 

 
 

 
                                                                            7.26 
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haline gelir. Buradaki          ,          ve            ifadeleri doğal orbitallerin 

tanımladığı durumlar arasındaki matris elemanlarıdır ve daha önce denk. (7.13)’ te 

verilmiştir,     ler ise her bir i. seviyedeki parçacık sayısıdır. 

 

7.4. Taban Durum 

 

Sistem taban durumda bulunduğunda sistemi tanımlayan doğal orbitallerin şekli 

ve her bir doğal orbitale yerleşen parçacık sayısı sistemin toplam enerjisi E’ yi 

minimum yapacak şekilde düzenlenir. Bu temel prensipten hareket edilerek ve 

denk.(7.26)’ da sistemin toplam enerjisi için verilen ifade kullanılarak taban durumda 

hem doğal orbitaller hem de bu orbitallerde bulunan parçacık sayıları elde edilebilir. 

Bu çalışmada, parçacıklar arası etkileşimlerin göz önüne alındığı N-parçacıklı 

bir bozon sisteminin fiziksel özelliklerinin belirlenmesinde sistemin durumu doğal 

orbitaller cinsinden tanımlanarak doğal orbitallerin ve seviyelerdeki parçacık sayılarının 

elde edilebileceği bir yöntem geliştirilmiştir. Bu bölümde geliştirilen bu yaklaşım 

sunulacaktır.  

Bu yaklaşım esas olarak yukarıda anlatılan ikinci kuantumlanma formalizmine 

ve doğal orbitallerin kullanımına dayalıdır. Sistemin taban durumunun elde edilmesi 

için sistemin hamiltoniyeni ikinci kuantumlama formalizmi kullanılarak   

                                    

                       
 

 
   

  

                

 
 

 
                            

  

                                                           7.27  

 

şeklinde ifade edilmiştir. 

 Burada yer alan           ve             matris terimleri sırası ile hamiltoniyende 

yer alan tek parçacık operatörü ile iki parçacık etkileşim potansiyelinin doğal orbitaller 

arasındaki matris elemanlarıdır ve        doğal orbitaller olmak üzere; 

 

            
       

  

  
                                                                              7.28  
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                                                                                       7.29  

 

şeklinde yazılabilirler. Buradaki        doğal orbitalleri herhangi bir orthonormal        

baz seti cinsinden: 

 

                 

 

                                                                                                              7.30  

                              

 

şeklinde yazılabilir. 

Sistemin taban durumunu belirlerken takip edilebilecek yollardan birisi toplam 

enerjiyi doğrudan    doluluk oranları ve         matrisinin elemanları cinsinden ifade 

etmek ve toplam enerjiyi verilen sınırlamalar altında minimum yapan    doluluk 

oranları ve         lineer kombinasyon katsayılarını belirlemektir. Böylece hem doğal 

orbitaller hem de bu seviyelerin doluluk oranları doğrudan belirlenmiş olur. Bu 

çalışmada bu yol tercih edilmiştir. 

 

(7.30)  ifadesi (7.28) ve (7.29) denklemlerinde verilen matris elemanları 

ifadesine yerleştirilirse: 

 

              
   

               

  

        
 

 

      
 

                                   7.31  

 

       
                                                                                                                      7.32  

 

                
   

     
   

         

  

              
  

                                7.33  

                          

                  
 

    

   
          

        
                                 7.34  

   

                  
 

    

   
                                                                               7.35  
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ve                                                                        

           
 

    

   
                                                                                           7.36  

                                          

elde edilir. Bu sonuçların kullanılması ile sistemin toplam enerjisi 

 

     

 

     
 

  

       
 

 
         

 

       
 

    

   
            

 
 

 
     
  

       
 

    

   
                                            7.37  

 

 olur. Burada     katsayıları    

 

    
 

 

                                                                                                                               7.38  

 

ile verilen orthonormallik şartlarını ve toplam parçacık sayısının korunumu  

  

   

 

                                                                                                                                    7.39  

  

şartını sağlamalıdır. Ancak, herhangi bir doğal orbitali işgal eden parçacık sayısının 

pozitif bir sayı olması gerektiği için  

 

     
                                                                                                                                       7.40  

 

olarak tanımlanmıştır ve bu durumda  

 

     
 

 

                                                                                                                               7.41) 

 

olmalıdır. 
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  Varyasyonel ilke gereğince sistemin taban durumunda enerjinin değişimi sıfır 

olacağından verilen sınırlamalar altında enerjiyi minimum yapan     ve 

   katsayılarının belirlenmesi için Lagrange‘ın bilinmeyen çarpanlar metodu 

kullanılmıştır. Bu amaçla yukarıdaki toplam parçacık sayısı ve orthonormalizasyon 

sınırlamaları, ilgili Lagrange çarpanları ile çarpılarak enerji ifadesine eklenir ve (7.40) 

denkleminde verilen tanım kullanılırsa  

 

     
 

 

    
 

 

   
 

 
   

    
    

 

       
 

    

   
            

 
 

 
   

   
 

  

       
 

    

   
                          

 

   

     
  

       
   

                                                                                       7.42  

 

Burada orthonormal        baz seti için hamiltonyenin içinde yer alan tek 

parçacık operatörü    nin öz fonksiyonları kullanılmıştır yani                   

şeklindedir Bu durumda ilgili matris elemanları 

 

                                                                                                                                        7.43) 

  

şeklinde elde edilir. (7.42) denkleminde        Lagrange çarpanlarıdır.   ve   toplamları 

doğal orbitaller üzerinden ve          toplamları baz seti üzerindendir.  Bu toplamların 

her ikisi de sonsuz elemanlı olmakla birlikte uygulamada bu toplamlar belirli bir 

değerde kesilir.  

 Enerjinin minimum olması için bu fonksiyonun tüm serbest parametrelere göre 

türevlerinin sıfır olması gerekir, yani 
  

   
   ve  

  

    
   olmalıdır.     katsayıları reel 

olarak seçilerek bu kısmi türevler hesaplandığında    
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                                                                          7.44) 

  

elde edilir. Burada  
   

   
      olduğu gözönünde bulundurulmuştur.  

 İkinci olarak F fonksiyonunun     katsayılarına göre türevlerinin de sıfır olması 

gerekir. Burada da  
    

    
         olduğu gözönünde bulundurularak ifadeler aşağıdaki 

sade forma indirgenir. 

 

  

    
    

      

   
    

                            

   

  
    

 

 

           
   

                                  
 

                                 7.45  

 

 Bu denklemler normalizasyon ve parçacık sayısı sınırlamaları ile birlikte 

Lagrange çarpanları ve     ve   katsayıları için çözülerek sistemin taban durumuna 

karşılık gelen doğal orbital dalga fonksiyonları ve doluluk çarpanları elde edilir. 
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8.  UYGULAMA ve SONUÇLAR 

  

 Bu çalışmanın esas hedefi çok parçacık bozon sistemlerinin taban durum 

özelliklerini incelemek için yeni bir yaklaşım geliştirilmesi idi bu anlamda çalışmada 

elde edilen sonuçlar 7. Bölümde sunulmuştur. Bu bölümde ise bir önceki bölümde 

sunulan bu yaklaşımın model bir sisteme uygulanması ve yapılan hesaplamaların 

sonuçları sunulacaktır. 

 Model sistem olarak bir boyutlu 
 

 
   

     şeklinde bir harmonik osilatör 

potansiyeli içinde tuzaklanmış N tane bozon içeren bir sistem gözönüne alınmıştır. 

Sistemde bulunan bozonlar arasında alışılageldiği gibi Dirac delta fonksiyonu ile 

tanımlanan itici bir temas potansiyeli yerine sadece parçacıklar arası mesafeye bağlı 

olan 

  

       
 

  
       

                                                                                                              8.1  

 

şeklinde bir etkileşim potansiyeli bulunduğu kabul edilmiştir. Burada     potansiyelin 

etkin menzili olarak değerlendirilebilir. Böyle bir potansiyel kullanmaktaki temel amaç 

parçacıklar arsı etkileşimlerin sonlu menzile sahip oldukları gerçeğinin göz önünde 

bulundurulmasıdır.  

 7. bölümde geliştirilen yaklaşım çerçevesinde sistem incelenirken baz seti olarak 

harmonik osilatör potansiyelinde tuzaklanmış bir tek parçacık için Schrödinger 

denkleminin çözümleri olan  

 

                    
                                                                                                8.2  

 

Hermite fonksiyonları kullanılmıştır. 

 Bu bölümde sonuçlar verilirken tüm uzunluklar harmonik osilatörün 

karakteristik uzunluğu    
 

   
 , ve tüm enerjiler harmonik osilatör potansiyelinin 

karakteristik enerjisi     cinsinden verilmiştir. 
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Tuzakta toplam   500 ve   1000 parçacık olması durumları gözönüne 

alınmış ve her iki durumda parçacıklar arası etkileşim potansiyelinin menzilinin 

   0.1,  0.01 ve 0.001 değerleri için ve      a karşılık gelen dirac delta potansiyeli 

için hesaplamalar yapılmıştır.  Her bir   ,   çifti için parçacıklar arası etkileşim 

potansiyelinin şiddetinin 0.002 ile 0.05 arasında değiştiği bir aralık taranmıştır. 

Tüm hesaplamalarımızda bütün bozonların taban duruma karşılık gelen doğal 

orbitale yerleştiği, parçacıklar arası etkileşimler sebebiyle diğer doğal orbitallere bir 

uyarılma olmadığı gözlemlenmiştir. Bu sonuç 6. Bölümde sunduğumuz Bogoliubov 

yaklaşımında elde edilen sonuçla çelişir gibi gözükse de, Bogoliubov yaklaşımı 3 

boyutlu sistemler içindir. Oysa ki burada ki hesaplamalar 1 boyutlu sistemler için 

yapılmıştır. Üç boyutlu sistemler için hesaplama yapıldığı takdirde sonuçların uyumlu 

olması beklenebilir. 

Şekil 8.1 de,    500 için elde edilen kimyasal potansiyel    ve parçacık başına 

enerji     değerlerinin grafikleri farklı etkileşim potansiyeli menzilleri için verilmiştir. 

Şekil 8.1 de parçacıklar arası etkileşim menzilinin   = 0.1 ve 0.01 değerleri ile dirac 

delta potansiyeli için elde edilen sonuçlar tüm etkileşim şiddetleri için birbirine son 

derece yakındır ve ilgili grafikler üst üste binmektedir. Ancak       0.001 için elde 

edilen sonuçlar düşük etkileşim şiddetlerinde diğerleri ile aynı iken etkileşim şiddetinin 

belirli bir değerinden sonra davranışta belirgin bir ayrılma gözlenmektedir.   

Parçacıklar arası etkileşimin menzili büyük olduğu zaman, tuzak içerisinde 

bulunan bir parçacık neredeyse tuzak içerisinde bulunan bütün diğer parçacıklarla 

etkileşim içinde olacağından gördüğü etkin potansiyel sabit bir değer kadar artmış gibi 

olacaktır. Dolayısıyla parçacıklar arası etkileşimin menziline bağlı olan etkileri 

göremeyecektir. Ayrıca etkileşim potansiyeli ifademiz önündeki     çarpanı hariç 

integrali daima 1 olacak şekilde tanımlanmıştır. Bu sebeple etkileşim menzili uzun 

olduğu zaman farklı menziller için toplam enerjiye gelecek katkı aynı olacaktır. Öte 

yandan dirac delta potansiyeli      noktası haricinde sıfır olduğundan etraftaki 

parçacıklarla hemen hemen hiç etkileşmez ancak gene potansiyelin integrali 1 olacağı 

için bulunduğu noktada potansiyeli sabit bir değer kadar artmış gibi görür. 
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Şekil 8.1a Sistemde 500 parçacık varken parçacıklar arası etkileşim potansiyelinin şiddetine göre 

kimyasal potansiyel   nün değişimi. 
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Şekil 8.1b Sistemde 500 parçacık varken parçacıklar arası etkileşim potansiyelinin şiddetine 

göre parçacık başına düşen enerji    ’ nin  değişimi. 
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Parçacıklar arası etkileşim menzilinin, tuzak içinde bulunan parçacıkların 

arasında bulunan ortalama mesafe ile karşılaştırılabilir olması halinde ise etkileşim 

potansiyelinin menzilinden kaynaklanan etkilerin görülmesi beklenmelidir. Dolayısıyla 

Şekil 8.1 de    = 0.001 durumuna karşılık gelen sonuçların diğerlerinden belirgin bir 

şekilde ayrılması da etkileşim menzilinin sonlu olmasının doğal bir sonucudur. 

Şekil 8.2a da tuzak içerisinde    1000 adet parçacık bulunması durumunda 

farklı etkileşim menzilleri için sistemin kimyasal potansiyeli   nün parçacıklar arası 

etkileşimin şiddeti ile değişimi verilmiştir. Burada da kimyasal potansiyelin davranışı 

Şekil 8.1a ile benzerdir. Ancak, bu durumda     0.001 menzili için bulunan sonuçların 

diğer sonuçlardan ayrılması etkileşim şiddetinin daha küçük değerlerinde ortaya 

çıkmaktadır.  

Şekil 8.2b de parçacık başına düşen enerji    ’nin parçacıklar arası etkileşim 

şiddetine göre değişimi farklı etkileşim menzilleri için verilmiştir. Grafik incelendiğinde 

bir önceki paragrafta kimyasal potansiyel    için verilen tartışmaların     içinde aynen 

geçerli olduğu görülebilir. 

Farklı menziller için elde edilen sonuçlar arasındaki ayrım kimyasal potansiyel 

ve parçacık başına enerji grafiklerinden açıkça görülmekle birlikte bu ayrılmanın 

doğasını daha iyi görebilmek için sistemin dalga fonksiyonunun incelenmesi de faydalı 

olacaktır.  

Sistemin dalga fonksiyonları esas olarak doğal orbitallere karşılık gelir. Doğal 

orbitallerin doluluklarına bakıldığında tüm parçacıkların en düşük enerjili doğal orbitale 

yerleştiği ve üst seviyelerin boş olduğu daha önce belirtilmişti. Taban duruma karşılık 

gelen bu doğal orbitalin doğrudan grafiğini çizip incelemek mümkün olmakla birlikte, 

çok sayıda etkileşim şiddeti için bu grafikleri oluşturmak ve bunları inceleyerek anlamlı 

sonuçlara ulaşmak zordur.  

Hesaplamalarda doğal orbitallere karşılık gelen dalga fonksiyonlarının Hermite 

fonksiyonları cinsinden ifade edildiği daha önce belirtilmişti. Taban durum doğal 

orbitalin dalga fonksiyonlarını çizmek yerine doğal orbitallerin açılım katsayılarının 

etkileşim şiddetine göre değişimini çizmek etkileşimlerin şiddetinin ve menzilinin 

değişimiyle sistemin davranışının daha iyi anlaşılmasını sağlayabilir. 
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Şekil 8.2a Sistemde 1000 parçacık varken parçacıklar arası etkileşim potansiyelinin şiddetine 

göre kimyasal potansiyel   nün değişimi. 
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Şekil 8.2b Sistemde 1000 parçacık varken parçacıklar arası etkileşim potansiyelinin şiddetine 

göre parçacık başına düşen enerji    ’ nin  değişimi. 
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Taban duruma karşılık gelen doğal orbital kullandığımız baz seti cinsinden  

 

               

 

                                                                                                              8.3  

şeklinde verilir.  

Sistemde   500 parçacık olması durumunda, (8.3) ifadesindeki     

katsayılarının ilk dördünün (  0,1,2,3 ) parçacıklar arası etkileşim potansiyelinin 

şiddetine göre değişimi farklı etkileşim menzilleri için Şekil 8.3 te verilmiştir. 
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Şekil 8.3 Sistemde N=500 parçacık olması durumunda, doğal orbital açılım katsayılarının farklı 

etkileşim menzilleri için parçacıklar arası etkileşim potansiyelinin şiddetine göre değişimi 
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    katsayılarında birinci indis ortak olarak 0 olduğu için grafiklerin çiziminde 

dikkate alınmayarak sadece ikinci indise göre adlandırma yapılmıştır. Şekil 8.3 te      

katsayılarının davranışı incelendiğinde farklı etkileşim menzilleri için gözlenen 

davranışlar arasındaki farklılaşmanın Şekil 8.1 ve Şekil 8.2 de görülenden çok daha 

önce başladığı ancak etkileşim şiddetinin yaklaşık olarak 0.012 değerinde davranışın 

karakterinde keskin bir değişimin olduğu görülmektedir. Bu davranış karakterindeki ani 

değişim noktası Şekil 8.1 ve Şekil 8.2 de gözlemlenen ayrımın başlangıç noktasına 

karşılık gelmektedir. 

Özellikle     katsayısının grafiği incelendiğinde     0.012 değerinde bir 

kırılmanın olduğu gözlemlenmektedir. Bu durumun sebebi parçacıklar arasındaki 

etkileşimin belirli bir seviyenin üzerine çıkması sonucunda daha yüksek enerjili tek 

parçacık seviyelerinin tercih edilir hale gelmesidir. 

Bu kritik değere kadar     katsayısının genliği beklendiği gibi sürekli azalırken 

    ve     katsayılarının genlikleri sürekli artmaktadır. Buna karşın     katsayısı 

   0.012 değerine kadar artarken bu noktadan sonra azalmaktadır.  

Sistemde   1000 parçacık olması durumunda, (8.3) ifadesindeki     

katsayılarının ilk dördünün (  0,1,2,3) parçacıklar arası etkileşim potansiyelinin 

şiddetine göre değişimi farklı etkileşim menzilleri için Şekil 8.4 te verilmiştir. Genel 

olarak bakıldığında bu durum için de benzer değerlendirmeler geçerlidir.  Ancak bu 

durumda      katsayısının genliğindeki kırılma etkileşim şiddetinin yaklaşık olarak 

   0.006 değerinde gerçekleşmektedir. 

Kırılmanın gözlendiği nokta için     değerinin yaklaşık olarak aynı kaldığı 

söylenebilir ki, bu da normal olarak beklenen bir durumdur. Çünkü parçacıklar arası 

etkileşimlerden dolayı parçacık başına düşen enerjiye gelen katkı bu değerle orantılıdır. 

Burada yapılan çalışma genel olarak değerlendirildiğinde etkileşen çok parçacık 

bozon sistemlerinin taban durum özelliklerini elde etmek için parçacıklar arası 

etkileşimlerin sonlu menzile sahip olması halinde de uygulanabilecek bir yaklaşım 

geliştirilmiştir. Bu yaklaşım model bir çok parçacık bozon sistemine uygulanarak 

parçacıklar arası etkileşimlerin hem şiddetinin hem de menzilinin sistemin davranışı 

üzerinde ayrı ayrı etkin olduğu sonucuna varılmıştır. Özellikle parçacıklar arasındaki 

mesafe ile etkileşim potansiyelinin menzilinin karşılaştırılabilir olduğu durumlarda 

sistemin farklı davranışlar sergilediği gözlemlenmiştir. 
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Şekil 8.3 Sistemde   500 parçacık olması durumunda, doğal orbital açılım katsayılarının farklı 

etkileşim menzilleri için parçacıklar arası etkileşim potansiyelinin şiddetine göre değişimi 
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